Baltic Way 2016

% BALTIC WA gggg 5 listopada 2016, Oulu, Finlandia

Version: Polish

Czas pracy: 4% godziny. Pytania mozna zadawa¢ w ciagu poczatkowych 30 minut.
Dopuszczalne jest posiadanie jedynie przyboréw do pisania i rysowania.

1. Znalez¢ wszystkie pary liczb pierwszych (p, ¢) speliajacych réwnanie
P =¢=(p+aq

2. Rozstrzygnaé nastepujace hipotezy:

a) Dla kazdego k > 2, kazdy ciag k kolejnych dodatnich liczb catkowitych zawiera liczbe,
ktora nie jest podzielna przez zadna liczbe pierwsza mniejsza od k.

b) Dla kazdego k > 2, kazdy ciag k kolejnych dodatnich liczb catkowitych zawiera liczbe,
ktoéra jest wzglednie pierwsza z kazda z pozostatych liczb z tego ciggu.

3. Dla jakich n =1,2,...,6 rownanie
a"+b"=c"+n
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych?

4. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia i niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami catkowitymi,
zen|a+b+c+doraz n|a*+ b+ * + d* Udowodnié, ze

n | a* + b+ c* 4+ d* + 4dabed.

5. Niech p > 3 bedzie taka liczba pierwsza, ze p = 3 (mod 4). Dla liczby catkowitej dodatniej ag

definiujemy ciag liczb catkowitych ag, ay, ... wzorem a, = a2" | dlan = 1,2,.... Udowodni¢,
ze mozna wybraé ag w taki sposob, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej N podciag
an,an+i1,AN1o, - - . Die jest stalty modulo p.

6. Zbior {1,2,...,10} podzielono na trzy roztaczne podzbiory A, B i C. Dla kazdego z nich
obliczamy sume jego elementéw, iloczyn jego elementow oraz sume cyfr jego elementéw.

Czy jest mozliwe, ze zbior A jako jedyny ma najwiekszg sume elementow, zbior B jako jedyny
ma najwiekszy iloczyn elementéw, a zbioér C' jako jedyny najwiekszg sume cyfr elementow?

7. Znalez¢ wszytkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych nieréwnosé
32" +n(xr +2) — 3 > na?
zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych z.

8. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste a, dla ktérych istnieje niestata funkcja f: R — R
spelniajaca nastepujace dwa warunki dla kazdego x € R:

i)  flax)=d*f(x) oraz
i) f(f(z)) =af(z)
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. Znalez¢ wszystkie czwérki liczb rzeczywistych (a, b, ¢, d), ktére jednoczesnie spelniaja naste-

pujace rownania:

ad + S = 2
a’h + cd = 0
v+ &= 1
ab> + cd®* = —6.
Niech ag 1, ao2, - .., ao 2016 beda liczbami dodatnimi. Niech dla n > 0 oraz 1 < £ < 2016
1 1
Ani1k = Ak + % oraz  Qpy1,2016 = 0n,2016 + .
Qn k+1 2an,1

Wykazaé, ze max asgier > 44.
Y ’ 1<k<2016 016,k

Zbior A sktada sie z 2016 liczb catkowitych dodatnich, ktorych wszystkie dzielniki pierwsze
sg mniejsze od 30. Wykazaé, ze w zbiorze A istniejg cztery rézne liczby a, b, ¢ i d takie, ze
abed jest kwadratem liczby catkowitej.

Czy istnieje szesciokat (niekoniecznie wypukty), ktorego boki maja dtugosci 1, 2, 3, 4, 5, 6
(niekoniecznie w tej kolejnosci), ktéry moze by¢ podzielony na a) 31 b) 32 tréjkaty réwnoboczne
o boku dhugosci 17

Na tablicy napisano n jedynek. Ruch polega na wybraniu dwéch liczb napisanych na tablicy i
zastapieniu kazdej z nich ich sumg. Okazato sie, ze po wykonaniu pewnych A ruchéw kazda z
n liczb na tablicy jest rowna m. Udowodni¢, ze h < %nlog2 m.

Kostka sktada sie z 43 szedcianéw jednostkowych, z ktérych kazdy zawiera liczbe catkowita.
Ruch polega na wybraniu szescianu jednostkowego i powigkszeniu o 1 liczb zawartych w
sasiadujacych szescianach majacych z nim wspoélng $ciane. Czy niezaleznie od poczatkowych
wartosci liczb mozna uzyskaé sytuacje, w ktorej wszystkie liczby sa podzielne przez 3?7

Morze Battyckie ma 2016 portéw. Miedzy niektérymi z nich obstugiwane sa przeprawy promowe
(w obu kierunkach). Nie istnieje ciag bezposrednich przepraw C; — Cy — - - - — Clpg2, W ktérym
wszystkie porty C1, ..., Cioe2 sa rézne. Udowodnié, ze istniejg takie dwa roztaczne zbiory A i
B, z ktorych kazdy zawiera 477 portéw, ze zaden port ze zbioru A nie ma bezposredniego
potlaczenia z zadnym portem ze zbioru B.

Dany jest trojkat ABC. Punkt D jest punktem przeciecia dwusiecznej kata przy wierzchotku
C z bokiem AB, a punkt F — punktem przeciecia dwusiecznej kata przy wierzchotku B
z bokiem AC'. Punkty F' i G, lezace odpowiednio na przedtuzeniach bokow AB i AC za
punktami B i C, spetiaja réwnosci BF = CG = BC. Udowodnié, ze FG || DE.

Dany jest czworokat wypuklty ABCD, w ktorym AB = AD. Punkt T lezy na przekatnej AC,
przy czym LABT + ZADT = ZBCD. Wykazaé, ze AT + AC' > AB + AD.

Dany jest réwnolegtobok ABCD, w ktérym ZBAD = 60°. Punkty K i L sa srodkami
odpowiednio odcinkéw BC'i C'D. Wiedzgc, ze ABK L mozna wpisa¢ w okrag, znalezé ZABD.

Rozwazamy trojkaty na plaszczyznie, ktérych kazdy wierzchotek ma catkowite wspotrzedne.
Taki trojkat moze by¢ legalnie przeksztatcony poprzez przesuniecie jednego z wierzchotkéw do
innego punktu o wspétrzednych catkowitych réwnolegle do przeciwlegtego boku. Wykazaé, ze
jesli dwa tréjkaty maja rowne pola, to istnieje cigg legalnych przeksztatcen przeksztatcajacy
jeden z nich na drugi.

Dany jest czworokat ABC'D wpisany w okrag. Proste AB i C'D nie sa rownolegle. M jest
srodkiem odcinka C'D. P jest takim punktem lezacym wewnatrz ABC'D, ze PA = PB = CM.
Wykazaé, ze proste AB, C'D i symetralna odcinka M P przecinaja si¢ w jednym punkcie.



