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Endast skrivdon tillatna.

1. Sok alla primtal p och ¢, for vilka
P’ ¢ =(p+q)’

2. Bevisa eller motbevisa foljande féormodanden.

(a) For varje k > 2 innehéller varje foljd av k konsekutiva positiva heltal ett tal, som ej
ar delbart med nagot primtal mindre én k.

(b) For varje k > 2 innehaller varje f6ljd av k konsekutiva positiva heltal ett tal, som &r
relativt prima med alla andra tal i féljden.

3. For vilka heltal n = 1,...,6 har ekvationen
a*+b"=c"+n
en l0sning i heltal?
4. Lat n vara ett positivt heltal och a, b, ¢, d heltal, sadana att
nla+b+c+d och nl|a®+b?+c+d
Visa, att

n | a*+b* + ¢ + d* + dabed.

5. Lat p > 3 vara ett primtal sadant att p =3 (mod 4). Givet ett positivt heltal ag, definieras

en f6ljd ag, ay, ... av heltal genom a, = a2 | for allan = 1,2,.... Bevisa, att ag kan viljas
sa att delfoljden ay, ani1,ani2, ... inte ar konstant modulo p for nagot positivt heltal N.

6. Méangden {1,2,...,10} indelas i tre delméngder A, B och C. Summan, produkten och
siffersumman av de ingdende elementen beriknas for de tre méngderna. Ar det mojligt,
att A har den (strangt) storsta summan, B den storsta produkten och C' den storsta
siffersumman?

7. Sok alla positiva heltal n, for vilka foljande olikhet géller for alla reella tal z:

32" 4+ n(z + 2) — 3 > na®.

8. Finn alla reella tal a, for vilka nagon icke-konstant funktion f: R — R kan samtidigt
uppfylla foljande tva ekvationer for varje x € R:

()  flaz) = a*f(x) och
(i) f(f(2) = af().
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. Sok alla kvadrupler (a, b, c,d) av reella tal, som loser foljande ekvationssystem:

ad@ + & = 2
a’b + c*d = 0
B+ o= 1
ab®> + cd®> = —6.
Lat ap 1, aoz, - - ., Go,2016 vara positiva reella tal. Fér n > 0 och 1 < k < 2016, 1at
1
Onpi1k = Qn g + och  an412016 = @n 2016 + .
2an,k+1 2&»,171

Visa, att max a > 44,
) 1TBX 6 2016,k

Lat A vara en méngd av 2016 positiva heltal. Alla primfaktorer i dessa tal understiger 30.
Bevisa existensen av fyra olika tal a, b, ¢ och d i A, med egenskapen att abcd ar kvadratiskt.

Finns det en hexagon (ej nédvindigtvis konvex) med sidlangder 1, 2, 3, 4, 5, 6 (i ndgon
ordning), vilken later sig tesselleras (téckas utan 6verlappning) av (a) 31 eller (b) 32 liksidiga
trianglar med sidlangd 17

Pa en svart tavla star n ettor skrivna. Det ar tillatet, att ersatta tva tal pa tavlan med tva
kopior av deras summa. Detta forfarande upprepas. Efter h drag visar sig samtliga n tal pa
tavlan vara lika med m. Visa, att h < %n log, m.

En stor kub bestar av 4 x 4 x 4 enhetskuber. Envar av dessa innehaller ett heltal. Du
ma nu vélja en kub, varpa talen i de néarliggande kuberna, vilka grinsar med en sidoyta
till den valda kuben, 6kas med 1. Detta forfarande upprepas. Ar det mojligt, oavsett de
ursprungliga talen, att dstadkomma en situation, dir samtliga 43 tal dr delbara med 37

Ostersjon har 2016 hamnstiader. Mellan somliga stider loper firjeférbindelser (i bada
riktningarna). Det dr omdjligt, att foreta direkta farjeresor Cy — Cy — - -+ — Clogo, dar
samtliga stader C, ..., Cioge ar olika. Bevisa, att det existerar tva disjunkta mangder A
och B av stidder, med 477 stader i vardera, dédr ingen direkt farjeférbindelse finns mellan en
stad i A och en stad i B.

I triangeln ABC' drages bisektriserna till vinklarna C' och B. Dessa moter sidorna AB och
AC i punkterna D respektive E. Punkterna F' och G, bortom B och C pa stralarna AB
respektive AC, uppfyller BF = CG = BC. Bevisa, att F'G || DE.

Lat ABCD vara en konvex fyrhorning vari AB = AD. Punkten T pa diagonalen AC
uppfyller ZABT + ZADT = ZBCD. Bevisa, att AT + AC > AB + AD.

Lat ABCD vara en parallellogram for vilken ZBAD = 60°. Lat K och L beteckna
mittpunkterna pa BC' respektive C'D. Givet att fyrhérningen ABK L kan inskrivas i en
cirkel, finn ZABD.

Betrakta trianglar i planet, vilkas horn har heltalskoordinater. En sadan triangel kan lagligt
transformeras genom att forskjuta ett horn parallellt med motstéaende sida till en ny punkt
med heltalskoordinater. Visa, att om tva trianglar har samma area, kan den ena fas att
sammanfalla med den andra genom en sekvens av lagliga transformationer.

Lat ABCD vara en fyrhorning, vilken later sig inskrivas i en cirkel, och for vilken AB
och CD ej ar parallella. Lat M beteckna mittpunkten pa C'D, och lat P vara en punkt
inuti ABC'D av sadan beskaffenhet, att PA = PB = CM. Bevisa, att AB, C'D och
mittpunktsnormalen till M P 16per genom samma punkt.



