Baltian Tie 2001 - ratkaisuja

1. Olkoot tehtavat T;, ¢« = 1,2, ..., 8. Eras mahdollisuus jakaa tehtavat kahdeksalle
opiskelijalle O;, 7 =1, 2, ..., 8 on oheisessa taulukossa

Ty Ty T3 Ty T5 Tg 17 1Ty
0O, X x X
Oy X X X
O3 X X X

O~ X X X
Osg X X X

Koska taulukossa ei ole yhtaan suorakaidetta, jonka joka kérjessa olisi x, yksikaan opis-
kelija ei saa kahta samaa tehtavéaa jonkin toisen kanssa. Opiskelijoita voi siis olla ainakin
kahdeksan. Oletetaan, etd jokin tehtdva olisi annettu neljille eri opiskelijalle. Téalloin
kukin heista tarvitsisi kaksi muuta tehtavaa. Tehtavia pitaisi siis olla ainakin yhdeksan.
Mitadn tehtavaa ei siis voi antaa useammalle kuin kolmelle opiskelijalle. Yksittédin laskien
tehtavia ei siis voi antaa kuin 24 kappaletta. Mutta koska jokainen opiskelija saa kolme
tehtavaa, opiskelijoita ei voi olla enempaa kuin kahdeksan.

2. Olkoon A; niiden positiivisten kokonaislukujen joukko, joiden nollasta eroavat numerot
ovat lopusta alkaen paikoissa 1, n+1, 2n+1, jne., A niiden positiivisten kokonaislukujen
joukko, joiden nollasta eroavat numerot ovat lopusta alkaen paikoissa 2, n+2, 2n+2, jne.,
ja viimein A,, niiden positiivisten kokonaislukujen joukko, joiden nollasta eroavat numerot
ovat lopusta alkaen paikoissa n, 2n, jne. Jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan lausua
yksikasitteisesti n:n luvun summana, jonka jokainen yhteenlaskettava kuuluu eri joukkoon

3. Koska A + B on kaikkien sarakesummien ja kaikkien rivisummien summa, niin A + B
on kaksi kertaa koko ruudukon lukujen summa. Jos olisi A = B, olisi siis
49
2B =2 =50-49.
k=1
Tasta seuraisi, etta B on pariton. Toisaalta B on parillisten lukujen summa ja siis parilli-
nen. A = B ei siis ole mahdollista.

4. Tarkastetaan janaa, jonka paatepisteet ovat (0, 0) ja (g, p) ja koordinaattiakselien suun-
taista suorakaidetta, jonka lavistaja tama jana on. Suoran, jolla se on, yhtalo on y = Baz.
Koska p:1la ja g:1la ei ole yhteisia tekijoita janalla ei ole yhtaan kokonaislukukoordinaattista
pistetta. Pisteen [ k, p?k; alapuolella on V)— kokonaislukukoordinaatista suorakaiteen

pistetta. Lavistajan alapuolella on kaikkiaan tasan puolet suorakaiteen kokonaislukukoor-

1
dinaattista pisteisté, eli §(p —1)(q — 1) pistetté.
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5. Numeroidaan pisteet 1:std 2001:een niin, ettd vierekkaisilla pisteilla on vierekkaiset
numerot. Tarkastellaan numerointia tarpeen vaatiessa mod 2001. Sanomme, ettd k pis-
tettd muodostaa yksivérisen k-jonon, jos ne ovat vierekkain ja ovat samanvarisid. Olkoon
d(F') véarityksen F' suurin k, jolla varityksessd on yksivarinen k-jono. Koska 2001 on pa-
riton, d(F') > 2 kaikille vérityksille F'. Jos d(F}) = 2001, pisteet ovat samanvarisié, ja
Fy = F, = .... Talléin ng = 1 kelpaa ng:ksi. Oletetaan siis, ettd 1 < d(Fy) < 2001.
Jos d(F,) = 2 jollakin n, niin F,,;; saadaan F),:std vaihtamalla kaikkien pisteiden véri.
Silloin F,4o = F), ja Fryo = F(k) kaikilla k& > n. Olkoon nyt d(F,) = k > 3 ja olkoon
(i+1,i+2,...,1+ k) yksivarinen k-jono. Silloin (i +2,i+3,...,i+k—1) on F,,11:n
yksivérinen k-jono. Siis d(Fj,+1) > d(F,,)—2. Toisaalta, jos k > 3, ja (i+1, i+2, ..., i+k)
on F,,1:n pisin yksivérinen k-jono, niin (i, i+1, ..., i+k-+1) on F,:n yksivérinen (k+2)-
jono. Siis d(F,) > d(F,+1 — 2. Kaikkiaan siis d(F,,+1 = d(F},) — 2, jos 3 < d(F},) < 2001.
Eri mahdollisuudet lapikdymalla toteaa helposti, ettd jos d(F,) = 3, niin d(F,+1) = 2.
Edelld sanotusta seuraa, ettd d(Fipoo) = 2, joten F, o = F), kaikilla n > 1000. Jos eri-
tyisesti d(F1) = 2000 (vain yksi piste muista poikkeavasti varitetty), niin d(F) > 2, kun
kE < 1000 ja d(Fiop0) = 2. Luku 999 ei siis kelpaa luvuksi ng.

6. Yhdensuuntaiset suorat leikkaavat ympyran niin,
eta leikkauspisteita yhdistavat janteet ovat yhta pit-
kat. Siis BC' = AE = CD. Koska EP on ympyran
¢ tangentti, niin kehdkulmalauseen nojalla ZCAD =
/ZPEC. Jannenelikulmion kulma ja vastaisen kulman
vieruskulma ovat yhta suuret, Siis /BCE = ZPAE.
Mutta tésta seuraa, ettd kolmiot BCQ ja EAP ovat
yhtenevid (ksk). Siis erityisesti CQ) = AP. Mutta nyt
nelikulmiossa CQPA on yhta pitkd ja yhdensuuntai-
nen sivupari. Nelikulmio on siis suunnikas, ja AC||PQ.

7. Todistus jaljittelee tavanomaista Ptolemaioksen
lauseen todistusta. Valitaan AC:n piste X niin, etté
/ADX = ZAKN. Silloin kolmiot AK N ja ADX ovat
yhdenmuotoisia, joten

AK  AD O
AN — AX'

Koska ZANK = ZAXD, niin /ZDXC = ZKND = ZAMK (viimeinen yht&l6 johtuu
siitd, ettd AMKN on jannenelikulmio.) Koska /ZKAM = ZXCD, kolmiot AMK ja
CX D ovat yhdenmuotoisia. Siis

AK CD _AB

AM  CX  CX’ (2)

Yhtaloista (1) ja (2) seuraa
AN -AD+ AM -AB=AX -AK +CX - AK = AC - AK.



8. Olkoon pisteen B peilikuva suorassa AN ja F' pis-
teen C peilikuva suorassa DN. Silloin AX = AB,

1
YD=CD jaXN=YN = §BC’. Lisaksi ZAN B+

ZCOND = 45°, joten /ZBNFE 4+ ZCNF = 90° ja siis ZENF = 90°. Mutta tasta seuraa,

1
etti EF =2 - EN = EBC. Viite seuraa nyt siité, ettda AD < AE+ EF + FD.

9. Osoitetaan, ettd kysytty joukko on venonelion la-
vistajien pisteiden joukko. Olkoon P jokin piste, jolle
/ZAPD+ /BPC = 180°. Taydennetaan kolmio PC'D
suunnikkaaksi PQC'D. Silloin my6s ABQP on suun-
nikas ja /BQC = ZAPD. Tehtdvin ehdosta seuraa,
ettd nelikulmio PBQC on jannenelikulmio, eli sen ym-
pari voidaan piirtaa ympyra. Siis ZPBC = ZPQC =
ZCDP. Kolmioissa DPC ja BCP on kaksi yhta pitkéa sivuparia (DC' ja BC seka yhteinen
PC) ja sama toista sivua vastassa oleva kulma. Kolmiot ovat joko yhtenevét, jolloin
/ZDPC = ZCPB ja P siten lavistajalla AC, tai kolmioissa on kaksi kulmaa, jotka ovat
toistensa vieruskulmia, eli ZDPC + ZCPB = 180° ja P on lavistajalla BD. Kéaantéden
nahdaian helposti, etta kaikki vinonelion ldvistajien pisteet P toteuttavat tehtdvan ehdon.

10. Piirretdan kolmion ABC ympari ympyréa. Olkoon
O sen keskipiste. Leikatkoon suora AD tadmén ym-
pyran myos pisteessia E. Koska AE on kulman BAC
puolittaja, F on kaaren BC' keskipiste. Siis OF on ja-
nan BC' keskinormaali. Suorakulmaisessa kolmiossa
DEM on /ZMDE = ZADB = 45}as, joten my0s
ZDEM = 45°. Kolmio OAFE on tasakylkinen, joten
myo6s ZOAFE = 45° ja siis kulma EFOA on suora ja

AO|BC. Koska AD? = BD - DC = AD - DE (pisteen D potenssi ympyrin suhteen),
on AD = DFE. Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista FOA ja EM D saadaan
EM = MO. Kolmiot BEM ja BOM ovat yhtenevid (sks), joten BE = BO. Kolmio
OBE on siis tasasivuinen, joten ZBOA = 60° ja /BAE = 30°. Siis ZBAC = 60°.
Kolmiosta ABD saadaan nyt ZABC = ZABD = 105°. Viimein /BCA = 15°.

)

1
11. Ndhdaén heti, ettd funktiot f(x) =0 ja f(x) = 5 toteuttavat tehtdvan ehdon. Osoi-

tetaan, ettd f(2001) = 0 tai f(2001) =
f£(2001) = f(1)(f(3)+ f(667)). Siis f(1

. Koska 2001 = 3 - 667 ja s.y.t.(3, 667) = 1, niin
£ 0. Koska s.y.t.(2001, 2001) = 2001, niin

—No |~

£(2001%) = f(2001)(f(1) + f(1)) = 2f(1) f(2001), (1)
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joten f(2001%) # 0. Nyt f(2001%) voidaan lausua kahdella eri tavalla. Toisaalta
5.y.£.(2001, 20013) = 2001, joten f(2001%) = £(2001)(1 + f£(20012)) = £(2001)f(1)(1 +
2£(2001)), toisaalta s.y.t.(20012, 20012) = 20012 joten f(2001%) = £(20012)(f(1)+ f(1)) =

4f(1)2£(2001). Niistd ratkaistaan 4f(1) = 1+ 2f(2001) eli £(2001) = 2f(1) — % Tasan

1
sama piittely aloitettuna epiyhtilostd f(20012) # 0 johtaa yhtéloon £(20012) = 2f(1)—§.
1 1 1
Yhtélon (1) perusteella on siis 2f(1) — . 2£(1) (Zf(l) - 5) Koska 2f(1) — .
1 1
f£(2001) # 0, saadaan 2f(1) = 1. Siis f(2001) = 2f(1) — 5= 5"

12. Holderin epayhtalon nojalla
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iimeinen epayhtalo siksi, etta 2° > 5¢, joten 2 > $.) Tehtévin viite tulee todistetuksi,
\% ht&lo siksi, ettd 2° > 52, joten 2 > 5
kun osoitetaan, etta

[Sl]N)

Zaé < <Zak> . (1)
k=1 k=1

Olkoon
S = Zak.
k=1
5
Silloin %’“ <1ija (%’“) < %’“ Koska
2k 1
S )
k=1
on
n a 5
(5) =<t
k=1

mista vaite seuraa.



13. Tarkastellaan funktiota f, f(x) = (

NeREN|

xX 1 xX
) + (§> . Selvasti f(1) < 1, mutta

f(l):ﬁ+1>1.

3

1
On siis olemassa sellainen ¢, 3 <t <1, ettd f(t) = 1. Osoitetaan, ettd on olemassa vakio

M siten, etta
an < M -nt (1)

kaikilla n. Silloin an < Mn't™' — 0, kun n — oo, joten % < 50011 kaikilla riittavan
n !
suurilla k:n arvoilla. Todistetaan (1) induktiolla. Valitaan sellainen M, etd a,, < Mn?,
7
kun 1 <n <8. Josn > 9, niin 1 < ?n <njal< {gJ < n. Oletetaan, ettd k > 9 ja

(1) on tosi, kun n < k. Silloin

ap =ajm| +ap <M u—thJrM {g t <M (<79_k>t+ <g>t> = MK f(t) = MK".

Induktioaskel on otettu.

14. Olkoot korteissa olevat luvut 21 < 29 < «-+ < 9,1 < Z9,. Olkoon s; kaikkien
paritonindeksisten lukujen summa ja s, kaikkien parillisindeksisten lukujen summa. Silloin
S
o < 1. Lisaksi, koska 1 < x1 ja x9, < 2, niin
52

S_1> 1+z3+- -+ 221 >$2+"'+$2n_2+1

Sg T Xpt+ Xyt -+ Top—1+2 T T2t Top_2+ 2

1 1 n

>1-— = .
To~+ -+ Top_o+2 (n—1)+2 n+1

—1—

Jako paritonindeksisiin ja parillisindeksisiin toteuttaa tehtavan vaatimuksen.

15. Olkoon ¢ > 2. Silloin

ir?a? > (i + 1)z2a10, 1 )(1)
ja
(i — 1)&12_1 2 ialai_g, (2)
josta seuraa
a?_, - i i + 1‘
a;ai—o 11— 1 1

Siis
iy*ai_y > (i+1)y’aia; . (3)



Kun yhtalot (1) ja (2) kerrotaan puolittain ja supistetaan, saadaan
(i —1Dasa;—1 > (i + 1Dajr1a,—o.
Lisatadn tdhan epayhtaloon puolittain (i + 1)a;a;—1 ja kerrotan yhtalé zy:lla. Saadaan
2izya;a;—1 > (i+ Day(ai+1a,—2 + a;a;—1). (4)
Kun yhtalét (1), (3) ja (4) lasketaan puolittain yhteen, saadaan
i(za; +yai—1)* > (i 4+ 1)(@aip1 + ya;) (wai—1 + ya;_2),

eli vaite.

1
16. Alkuluvuille p p on p:n ainoa alkutekiji, joten f(p) = f(1)— f(p), f(p) = if(l)' Josn

on kahden alkuluvun p ja ¢ tulo, niin joko f(n) = f(p) — f(q) tai f(n) = f(q) — f(p). Joka
tapauksessa f(n) = 0. Jos n on kolmen alkuluvun tulo, niin jollekin niisté, esimerkiksi

p:lle, on voimassa f(n) = f (%) — f(p). Koska g on kahden alkuluvun tulo, f(n) =

1
—f(p) = —§f(1) Koska 2001 = 323 -29 ja f(2001) = 1, niin f(1) = —2. Neljan

1 1
alkuluvun tulolle n pétee vastaavasti f(n) = f (%) — f(p) = —§f(1) - §f(1) = —f(1).
Koska 2002 = 2-7- 11 - 13, f(2002) = 2.

17. Valitaan luvuiksi kaikki parittomat luvut < 27 —1 (277! kappaletta) ja kaikki kahden
potenssit < 2™ (n kappaletta). Tarkastetaan mahdolliset z:n ja y:n valinnat. Jos = ja y
ovat molemmat parittomia, niin x 4 y on parillinen ja zy on pariton. x +y ei voi olla xy:n
tekija. Jos z = 2™ ja y = 2%, m < k, niin z +y = 2™(1 + 2¥7™) ja zy = 2¥™. Luvulla
x + y on pariton tekija, mutta xy:n kaikki tekijat ovat parillisia. = 4 y ei voi olla xy:n
tekija. Jos x = 2F ja y = 2a + 1, niin  + y on pariton luku ja z + y > 2a + 1. Toisaalta,
luvun xy = 2%(2a+1) suurin pariton tekiji on 2a+1. z+y ei voi nytkiin olla zy:n tekiji.

18. Todetaan, ettd 2" +22" = ¢2" —22" 42.22" = (a2 422" ") (a2" =227 42.22" =

=@ 22 )@ T 22 (a+2)(a—2) + 222", Jos joillain m, n, m < n,
parittomilla luvuilla a?” + 22" ja a®” 4 22" olisi yhteinen tekiji d > 1, niin d olisi pariton
ja luvun 2 - 22" tekija. Tama ei ole mahdollista.

19. Jos luvun n alkutekijahajotelma on n = p{'ps?---pi*, n:n tekijéiden lukumééra on

(a1 +1)(ag +1) -+ (ax +1). Koska 360 =23-32-5 sillion 3+1)-(2+1)-(1+1) =24
tekijid. Koska 24 = 3-2-2-2, pienin pariton luku, jolla on 24 tekijés on 32-5-7-11 = 31185.

20. Olkoon muunnos (a, b, ¢, d) — (a’, V', ¢, d"). Olkoon D = ad — bc. Lasketaan
D' = d'd — V¢ eri tapauksissa. Jos (o', V', ¢, d") = (¢, d, a, b), niin D' = —D. Jos
(a',b,c,d)= (b, a,d, c), niin D' =—D. Jos (a’, V/, ¢, d) = (a+ nc, b+ nd, ¢, d), niin
D' = D. Jos (d/, ¥, c,d) = (a+nb, b, ¢c+nd, d), niin D' = D. Siis aina |D’| = |D|.
Mutta jos (a, b, ¢, d) = (1, 2, 3, 4), niin D = =2 ja jos (d/, V', ¢/, d') = (3, 4, 5, 7), niin
D’ = 1. Tehtavassa esitettya muunnosketjua ei siis ole olemassa.
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