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Koeaika: 4% tuntia.

Kysymyksia saa esittdd ensimméisen puolen tunnin aikana.
Kirjoitusvélineiden liséksi vain harppi ja viivoitin ovat sallittuja.
Tehtévat ovat viiden pisteen arvoisia.

Tehtava 1. Etsi kaikki reaalilukunelikot (a, b, ¢, d), jotka toteuttavat yhtaloryhmén

(b+c+d)?°10 = 3a
(a+c+d)*° = 3b
(a+b+d)?"0 =3¢
(a+b+ )10 = 3d.
Tehtévd 2. Olkoon z reaaliluku, jolle 0 < z < 5. Todista, ettd

cos?(x) cot(z) + sin?(z) tan(x) > 1.

Tehtava 3. Olkoot x1, z9, ..., x, (n > 2) ykkostd suurempia reaalilukuja. Oletetaan, ettd
kaikilla ¢ = 1,2,...,n — 1 pétee |x; — z;41| < 1. Osoita, etta
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Tehtava 4. Etsi kaikki sellaiset reaalikertoimiset polynomit P(x), etté kaikilla kokonaisluvuilla
T patee
(x —2010)P(x + 67) = zP(x).

Tehtdva 5. Merkitdén R:1l& kaikkien reaalilukujen joukkoa. Etsi kaikki kuvaukset f: R — R,
joille

f@®) + flay) = f(2)f(y) +yfla) +af(z +y),
kun z,y € R.

Tehtdva 6. n x n-ruudukko on véritetty n varilla niin, etta padviistorivi (ylavasemmalta ala-
oikealle) on véritetty ensimmaéiselld vérilld, sen viereiset kaksi viistorivia toisella vérilla, seuraavat
kaksi viistorivid (yksi ylempi ja yksi alempi) kolmennella jne. Siis kulmista kaksi (yldoikea ja
alavasen) véritetaan n:nnelld varilla. Tiedetdédn, ettd on mahdollista sijoittaa laudalle n tornia
niin, ettd ne eivit uhkaa toisiaan ja mitkaddn kaksi tornia eivit sijaitse samanvérisilla ruuduilla.
Todista, ettd n =0 (mod 4) tai n =1 (mod 4).

Tehtava 7. Maassa on muutama kaupunki, joista yksi on padkaupunki. Minké tahansa kahden
kaupungin A ja B vililla on olemassa suora lento kaupungista A kaupunkiin B ja kaupungista B
kaupunkiin A, lisdksi néilld on sama hinta. Oletetaan, etta kaikki kiertomatkat, jotka laskeutuvat
tasmalleen kerran kuhunkin kaupunkiin, maksavat yhta paljon. Todista, etta kaikki kiertomatkat,
jotka jattéavat paskaupungin valiin ja kdyvat tédsmaélleen kerran kaikissa muissa kaupungeissa,
maksavat yhtéd paljon.

Tehtava 8. 30 jasenen klubissa jokaisella jésenelld on aluksi hattu. Erdéana paivana kukin jasen
lahettad hattunsa jollekin toiselle jéasenelle (jasenet saattavat vastaanottaa useamman kuin yh-
den hatun). Todista, ettd on olemassa sellainen 10 jasenen ryhmé, ettd kukaan ryhmén jasenista
ei ole saanut keltdéan toiselta ryhmén jéseneltd hattua.



2 BALTIC WAY 2010

Tehtava 9. Kasassa on 1000 tulitikkua. Kaksi pelajaa ottaa kasasta vuorollaan yhdesta viiteen
tulitikkua. Liséksi on sallittua korkeintaan 10 vuorolla ottaa kasasta kuudeskin tikku, esimerkiksi
ensimméinen pelaaja voi tehdéd 7 tallaista poikkeussiirtoa ja toinen pelaaja 3 poikkeussiirtoa,
eikd sen jalkeen poikkeussiirtoja sallita. Viimeisen tulitikun ottava voittaa. Maéritd, kummalla
pelaajista on voittostrategia.

Tehtava 10. Olkoon n kokonaisluku, jolle n > 3. Tarkastellaan kuperan n-kulmion kaikkia
jakoja kolmioiksi n — 3:1la toisiaan leikkaamattomalla lavistajalla. Tarkastellaan edelleen naiden
kolmioiden vérityksid mustiksi ja valkoisiksi niin, ettd kolmiot, joilla on yhteinen sivu, ovat
erivarisid. Madritd mustien kolmioiden pienin mehdollinen lukumééra.

Tehtéava 11. Olkoon ABCD nelio seké S sen lavistdjien AC ja BD leikkauspiste. Ympyra k
kulkee pisteiden A ja C sekd ympyra k' pisteiden B ja D kautta. Ympyrit k ja k' leikkaavat
toisensa tasan kahdessa eri pisteessd P ja (). Osoita, ettd S on PQ:lla.

Tehtava 12. Olkoon ABCD puolisuunnikas, joka ei ole suunnikas.
a) Osoita, ettd puolisuunnikkaan sivujen AB, BC, C'D ja DA pituudet (téssi jarjestyk-
sessdl) eiviat muodosta aritmeettista jonoa.
b) Osoita, ettd on olemassa puolisuunnikas ABCD, jonka sivujen AB, BC, CD ja DA
pituudet muodostavat aritmeettisen jonon, kun pituuksien jérjestystéd saa vaihtaa.

Tehtava 13. Terdvissd kolmiossa ABC jana C'D on korkeusjana ja H korkeusjanojen leik-
kauspiste. Maarita kaikki mahdolliset kulman C AB arvot, kun oletetaan, ettd ympéri piirretyn
ympyréan keskipiste sijaitsee suoralla, joka siséltda kulman DH B kulmanpuolittajan.

Tehtdva 14. Olkoon kolmion ABC' kaikki kulmat terévid. Olkoon D sellainen sivulla AC' ja E
sellainen sivulla BC oleva piste, ettd A, B, D ja E ovat samalla ympyralld. Oletetaan edelleen,
ettd ympyré, joka kulkee pisteiden D, E ja C jautta, leikkaa sivun AB kahdessa pisteessd X ja
Y. Osoita, ettd janan XY keskipiste on C':sté piirretyn korkeusjanan kantapiste AB:ll4.

Tehtédva 15. Pisteet M ja N valitaan kolmion ABC kulmanpuolittajalta AL siten, ettd L ABM =
LACN = 23°. X on sellainen piste kolmion sisélld, ettd |BX| = |CX| ja £BXC = 24{BML.
Maarita K MXN.

Tehtava 16. Kun k on positiivinen kokonaisluku, merkitdén d(k):lla luvun & positiivisten teki-
joiden lukumé&éréé (esim. d(12) = 6). Olkoon s(k) luvun k& numeroiden summa (esim. s(12) = 3).
Positiivinen kokonaisluku n on withdyttdvd, jos on olemassa positiivinen kokonaisluku k, jolle
d(k) = s(k) = n. Mik& on pienin viihdyttava pariton kokonaisluku, joka on suurempi kuin 17

Tehtavi 17. Etsi kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, ettd luvun n? kymmenjirjestel-
maéesitys koostuu pelkistadn parittomista numeroista.

Tehtava 18. Olkoon p alkuluku. Jokaisella k, 1 < k < p — 1, on olemassa yksikésitteinen
kokonaisluku, jota merkitdin k=1 jolle 1 < k7! <p—1jak~'-k =1 (mod p). Todista, etti
jono

17 1ttt rtypottyastt o 1ttt (p—1)t
(yhteenlasku modulo p) siséltaéa korkeintaan (p 4 1)/2 eri lukua.

Tehtava 19. Mille k& on olemassa k eri alkulukua p1, po, ..., pk, joille
P45+ -+ pj = 20107

Tehtava 20. Maaritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille on olemassa sellainen daretén
positiivisten kokonaislukujen Z, osajoukko A, ettd kaikilla eri luvuilla aq,...,a, € A luvut
ai+---+an jaag---a, ovat keskendén jaottomia.



