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Tehtava 1. Todista, ettd jokaista positiivisten kokonaislukujen paria k ja m kohti on olemassa k sel-
laista positiivista kokonaislukua my, mo, ..., my (jotka eivit valttaméatta ole eri lukuja), etta

ok 1 1 1 1
1+ = (1+— ) (14+— ) - ([14+—].
n mq meo my

Tehtava 2. 4027 tason pisteen asetelmaa kutsutaan kolumbialaiseksi, jos se koostuu 2013 punaisesta
ja 2014 sinisestéd pisteesté, joista mitkddn kolme eivit ole samalla suoralla. Taso jaetaan piirtamalla
muutama suora useisiin alueisiin. Téllainen suorien joukko on suopea kolumbialaiselle asetelmalle, jos
seuraavat kaksi ehtoa tayttyvét:

e mikian suora ei kulje minkddn asetelman pisteen kautta;

e mikidn alue ei sisilla kummankinvarisia pisteité.

Etsin pienin sellainen k, ettd jokaista 4027 pisteen kolumbialaista asetelmaa kohti on olemassa télle
asetelmalle suopea k suoran sijoittelu.

Tehtava 3. Kolmion ABC kirjen A vastainen sivuympyra sivutkoon sivua BC' pisteessd A;. Maéri-
teltédkoon sivun C'A piste By ja sivun AB piste C vastaavasti kiyttadmalla kirkien B ja C vastaisia sivu-
ympyroitd. Oletetaan, ettd kolmion A; ByC ympéri piirretyn ympyrén keskipiste sijaitsee kolmion ABC
ympari piirretylld ympyralld. Todista, ettd kolmio ABC' on suorakulmainen.

Kolmion ABC' kdrjen A wvastainen sivuympyré on ympyrd, joka sivuaa janaa BC', puolisuoraa AB
janan AB jatkeella ja puolisuoraa AC' janan AC jatkeella. Kdrkien B ja C' vastaiset sivuympyrdt mdd-
ritellddn vastaavasti.
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Tehtiva 4. Olkoon ABC' terdvikulmainen kolmio, jonka korkeusjanojen leikkauspiste on H, ja olkoon
W sivun BC piste, joka sijaitsee aidosti pisteiden B ja ' vélissa. Pisteet M ja N olkoot kirjista B ja C
ldhtevien korkeusjanojen kannat. Merkitaan wq:1la kolmion BW N ympéripiirrettyd ympyraé, ja olkoon
X ympyréan w; se piste, jolle WX on ympyran w; halkaisija. Merkitaén wo:lla vastaavasti kolmion CW M
ymparipiirrettyd ympyraa, ja olkoon Y se ympyran w, piste, jolle WY on ympyran w, halkaisija. Todista,
ettd X, Y ja H ovat samalla suoralla.

Tehtava 5. Olkoon Q- positiivisten rationaalilukujen joukko. Olkoon f: Q-¢ — R kuvaus, joka
toteuttaa seuraavat kolme ehtoa:

(i) kaikilla z,y € Qs pétee f(z)f(y) > f(2y);
(i) kaikilla z,y € Q5o pétee f(z+y) > f(x)+ f(y);
(iii) on olemassa rationaaliluku a > 1, jolle f(a) = a.

Todista, etté jokaisella x € Qs pétee f(z) = x.

Tehtdva 6. Olkoon n > 3 kokonaisluku. Tarkastellaan ympyrad, jolle on merkitty n+1 pistetta tasaisin
valein. Tarkastellaan pisteiden kaikkia mahdollisia nimedmisié luvuilla 0,1, ..., n, missa kutakin lukua
kiytetadn tédsmalleen kerran; téllaisia nimeadmisia pidetddn samoina, jos ne voidaan saada toisistaan
ympyrén kierrolla. Nimeamistd kutsutaan kauniiksi, jos a:ksi ja d:ksi nimettyjen pisteiden vélinen janne
el leikkaa b:ksi ja c:ksi nimettyjen pisteiden vélista jannettd, kun neljalle nimelle a < b < ¢ < d pétee
a+d=0b+c.

Olkoon M kauniiden nimedmisten lukuméaré, ja olkoon N niiden positiivisten kokonaislukujen jar-
jestettyjen parien (z,y) lukuméér, joille z + y < n and syt(z,y) = 1. Todista, etta

M=N+1.

Language: Finnish Kesto: 4 tuntia ja 30 minuuttia
Maksipistemddra kustakin tehtdvdstd on 7 pistettd



