Kansainvalisten matematiikkaolympialaisten tehtavat ja rat-
kaisut 1995 — 2009

Tehtavat

36. IMO, Toronto 1995

K 1995.1. Olkoot A, B, C ja D nelja eri pistetta suoralla, tassi jarjestyksessa. Ympyrat,
joiden halkaisijat ovat AC ja BD leikkaavat toisensa pisteissi X ja Y. Suorat XY ja
BC leikkaavat toisensa pisteessd Z. Piste P on mielivaltainen suoran XY piste, P # Z.
Suora C'P leikkaa AC-halkaisijaisen ympyran pisteissa C' ja M ja suora BP leikkaa BD-
halkaisijaisen ympyrén pisteissa B ja N. Osoita, ettd suorat AM, DN ja XY kulkevat
saman pisteen kautta.

K 1995.2. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja ja olkoon abc = 1. Osoita, etta

1 1 1
a3(b+c) i b3(c+ a) i c3(a+ )

3
> —.
-2

K 1995.3. Maarita kaikki sellaiset kokonaisluvut n > 3, joille on olemassa n tason pistetta

Aq, Ag, ..., A, jareaaliluvut r1, 79, ..., r, siten, ettd seuraavat ehdot ovat samanaikaisesti
voimassa;:
(i) Mitkédén kolme pisteistd Ay, Ao, ..., A, eiviit ole samalla suoralla.

(ii) Kaikilla i, j, k (1 <i<j <k <n) kolmion A;A;A; ala on r; +r; + ry.

K 1995.4. Maarita suurin zg, jolle on olemassa positiiviset reaaliluvut xq, z1, ..., 1995,
jotka toteuttavat seuraavat ehdot:

(i) o = T1995;

1
= 27; + — kaikillai =1, 2, ..., 1995.

i) 2,4 +
(i) @i T 1 T

K 1995.5. Olkoon ABCDEF kupera kuusikulmio ja AB = BC =CD, DE=FF =FA
seki /BCD = ZEFA = 60°. Olkoot G ja H kaksi kuusikulmion sisépistetta, jotka on
valittu niin, etta LZAGB = ZDHE = 120°. Osoita, etta

AG+GB+GH +DH + HE > CF.

K 1995.6. Olkoon p pariton alkuluku. Mé&arita joukon {1, 2, ..., 2p} kaikkien sellaisten
osajoukkojen A lukumaéara, joille on voimassa

(i) A:ssa on tasan p alkiota ja

(ii) A:n alkioiden summa on jaollinen p:lla.



37. IMO, Mumbai 1996

K 1996.1. Suorakaiteen muotoinen pelilauta ABCD, missa |AB| = 20 ja |BC| = 12, on
jaettu 20 x 12:ksi yksikkonelioksi. Olkoon 7 positiivinen kokonaisluku. Laudalla voidaan
siirtdé kolikkoa neliostd toiseen jos ja vain jos nelididen keskipisteiden etdisyys on /7.
Tehtévéana on 10ytaa jono siirtoja, joilla kolikko voidaan siirtda neliosté, jonka kérki on A
nelioon, jonka karki on B.

(a) Osoita, ettd tehtdvad ei voida suorittaa, jos r on jaollinen 2:lla tai 3:lla.
(b) Osoita, ettéd tehtdva voidaan suorittaa, jos r = 73.

(c) Osoita, ettd tehtdva on mahdoton, jos r = 97.

K 1996.2. Olkoon P kolmion ABC sisépiste ja olkoon Z/APB—/ACB = ZAPC—-/ABC.
Olkoot D ja E kolmioiden APB ja APC sisaan piirrettyjen ympyroiden keskipisteet.
Osoita, ettd AP, BD ja C'E kulkevat saman pisteen kautta.

K 1996.3. Olkoon S = {0, 1, 2, 3, ...} ei-negatiivisten kokonaislukujen joukko. Maarit&
kaikki funktiot f, jotka on maéritelty joukossa S ja joiden arvot kuuluvat joukkoon S ja
jotka toteuttavat yhtalon

fim+ f(n)) = f(f(m)) + f(n)

kaikilla joukon S alkioilla m ja n.

K 1996.4. Positiiviset kokonaisluvut a ja b on valittu niin, etta luvut 15a+16b ja 16a—15b
ovat molemmat positiivisten kokonaislukujen nelioita. Maarita naista nelioista pienemman
pienin mahdollinen arvo.

K 1996.5. Olkoon ABC DEF kupera kuusikulmio ja olkoon AB E D:n kanssa yhdensuun-
tainen, BC' F'E':n kanssa yhdensuuntainen ja CD AF:n kanssa yhdensuuntainen. Olkoot
R4, Rc ja Rp kolmioiden FAB, BCD ja DEF ympéri piirrettyjen ympyroiden siteet ja
p kuusikulmion piiri. Todista, etta

Ra+ Rc+ Rg >

N3

K 1996.6. Olkoot n, p ja ¢ positiivisia kokonaislukuja ja n > p + q. Olkoot zg, x1, ...
x, kokonaislukuja, joille ovat voimassa seuraavat ehdot:

(a) g = x, = 0;
(b) kaikille kokonaisluvuille i, 1 < i < n, pétee joko x; — x;—1 = p tai z; — ;1 = —q.

Osoita, etté on olemassa indeksipari (4, ), @ < j, (¢, j) # (0, n), jolle pétee x; = x;.



38. IMO, Mar del Plata 1997

K 1997.1. Tason kokonaislukukoordinaattiset pisteet ovat yksikkonelididen kérkia. Neliot
on véritetty vuorotellen mustiksi ja valkeiksi (Sakkilaudan tapaan). Olkoot m ja n positii-
visia kokonaislukuja. Tarkastellaan suorakulmaista kolmiota, jonka karkien koordinaatit
ovat kokonaislukuja, jonka kateettien pituudet ovat m ja n ja jonka kateetit sijaitsevat

nelididen sivuilla. Olkoon S7 kolmion mustan osan ala ja Ss kolmion valkean osan ala.
Olkoon
f(m, n) =[S — Saf.

(a) Laske f(m, n) kaikille positiivisille kokonaisluvuille m, n, jotka ovat joko molem-
mat parillisia tai molemmat parittomia.

1
(b) Todista, ettd f(m, n) < 5 max(m, n) kaikilla m ja n.
(c) Osoita, ettd ei ole olemassa vakiota C, jolle f(m, n) < C kaikilla m ja n.

K 1997.2. Kulma A on pienin kolmion ABC' kulmista. Pisteet B ja C' jakavat kolmion
ympari piirretyn ympyran kahdeksi kaareksi. Olkoon U sisépiste silla B:n ja C:n valisella
kaarella, jolla A ei ole. Janan AB keskinormaali leikkaa suoran AU pisteessa V' ja janan
AC keskinormaali leikkaa suoran AU pisteessd W. Suorat BV ja CW leikkaavat toisensa
pisteessd T'. Osoita, etté

AU =TB+TC.

K 1997.3. Olkoot x1, x2, ..., z, reaalilukuja, jotka toteuttavat ehdot

|1+ 22+ x| =1

ja
n+1
x| < ;_ kan i=1,2,...,n.
Osoita, ettd on olemassa jonon x1, xo, ..., T, permutaatio yi, ys2, ..., Yn, jolle pitee
n+1
Y1+ 242 + - nyn| < ——

K 1997.4. Kutsumme n X n-nelidmatriisia (neliémaistd lukutaulukkoa) hopeamatriisiksi,
jos sen alkiot kuuluvat joukkoon S = {1, 2, ..., 2n — 1} ja jos jokaisella i =1, 2, ..., n
matriisin 7:nnen vaakarivin ja i:nnen pystyrivin alkioiden yhdiste sisaltad S:n kaikki alkiot.
Osoita, etta

(a) kun n = 1997, hopeamatriiseja ei ole olemassa;

(b) hopeamatriiseja on olemassa dérettoméan monella n:n arvolla.

K 1997.5. Méarita kaikki kokonaislukuparit (a, b), a > 1, b > 1, jotka toteuttavat yhtalon

2
a’ = b2,

K 1997.6. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Eri tapoja kirjoittaa n luvun 2 sellais-
ten potenssien summana, joiden eksponentti on ei-negatiivinen kokonaisluku, olkoon f(n)
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kappaletta. Esityksia, jotka eroavat toisistaan vain yhteenlaskettavien jarjestyksen suh-
teen, pidetddn samoina. Esimerkiksi f(4) = 4, koska 4 voidaan esittéé seuraavilla neljalla
tavalla: 4;242; 24+ 1+1; 14+141+1. Osoita, etté jokaisella kokonaisluvulla n > 3 patee

on’/ < f(2m) < 2772,

39. IMO, Taipei 1998

K 1998.1. Kuperan nelikulmion ABCD lavistajat AC ja BD ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan ja nelikulmion vastakkaiset sivut AB ja DC eivat ole yhdensuuntaiset. Oletamme,
ettd AB:n ja DC'n keskinormaalien leikkauspiste P on ABC D:n sisédpuolella. Todista, etta
nelikulmion ABC'D ympéri voidaan piirtad ympyra, jos ja vain jos kolmioilla ABP ja CDP
on sama pinta-ala.

K 1998.2. Kilpailussa on a kilpailijaa ja b tuomaria, missa b > 3 on pariton kokonaisluku.
Jokainen tuomari arvostelee jokaisen kilpailijan suorituksen joko hyvaksytyksi tai hylatyksi.
Olkoon k sellainen luku, ettd jokaiset kaksi tuomaria ovat samaa mieltd enintddn k:n
kilpailijan suorituksista. Todista, etta

Q|

b—1
> —.
— 2b

K 1998.3. Olkoon d(n) positiivisen kokonaisluvun n positiivisten tekijoiden (1 ja n mu-
kaan lukien) lukuméaérd. Maaritd kaikki positiiviset kokonaisluvut k, joille patee

jollakin kokonaisluvulla n.

K 1998.4. Miirita kaikki positiiviset kokonaislukuparit (a, b), joille ab® + b+ 7 on luvun
a’b + a + b tekija.

K 1998.5. Olkoon I kolmion ABC sisdan piirretyn ympyran keskipiste. Kolmion ABC
sisdan piirretyn ympyréan ja kolmion sivujen BC', C'A ja AB sivuamispisteet ovat K, L ja
M, tassa jarjestyksessa. Pisteen B kautta kulkeva M K:n suuntainen suora leikkaa suorat
LM ja LK pisteissa R ja S. Osoita, ettd ZRIS on teridva.

K 1998.6. Tarkastellaan kaikkia positiivisten kokonaislukujen joukossa NT méariteltyji
funktioita f, joiden arvot ovat positiivisia kokonaislukuja ja jotka toteuttavat ehdon

F(Ef(s) =s(f(1)”

kaikilla s, t € NT. Maaritd f(1998):n pienin mahdollinen arvo.



40. IMO, Bukarest 1999

K 1999.1. Maarita kaikki darelliset tasojoukot S, joissa on vahintadn kolme pistetta ja
jotka tayttavit seuraavan ehdon: kun A ja B ovat joukon S kaksi eri pistettd, joukko S
on symmetrinen janan AB keskinormaalin suhteen.

K 1999.2. Olkoon n kiinteéd kokonaisluku, jolle n > 2. (a) M&&rita pienin sellainen vakio
C, etta kaikilla reaalisilla x1, ..., z, > 0 pitee epayhtalo

Z 22 (77 +£L’?) <C Z x;

1<i<j<n 1<i<n

(b) Maérité, milloin yhtdsuuruus on voimassa, kun C' on kuten ylla.

K 1999.3. Tarkastellaan n x n-lautaa, missa n on kiintea positiivinen parillinen kokonais-
luku. Lauta koostuu n? yksikkéruudusta. Kahden eri ruudun sanotaan olevan vierekkiiset,
jos niilld on yhteinen sivu. Laudan N ruutua merkitdén niin, ettd jokaisen laudan (mer-
kityn tai merkitseméattomén) ruudun vieressd on vahintdén yksi merkitty ruutu. Maarité
luvun N pienin mahdollinen arvo.

K 1999.4. Maéérita kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen parit (n,p), ettd p on
alkuluku, n < 2p ja (p — 1)™ + 1 on jaollinen luvulla nP~1.

K 1999.5. Ympyrat I'; ja I's sisaltyvat ympyraan I' ja sivuavat ympyraa I' eri pisteissa
M ja N. Ympyra I'y kulkee ympyran I's keskipisteen kautta. Ympyroiden I'y ja I's
leikkauspisteiden kautta kulkeva suora leikkaa ympyran I' pisteissa A ja B. Suorat M A ja
M B leikkaavat ympyran I'y pisteissa C' ja D. Todista, ettd suora C'D sivuaa ympyraa I's.

K 1999.6. Maarita kaikki sellaiset kuvaukset f : R — R, ettd jokaisella z,y € R on
voimassa yhtalo

flz—f(y)=rff(y)+zfly)+ flz)-1

41. IMO, Taejon 2000

K 2000.1. Ympyrat I'y ja I'y leikkaavat toisensa pisteissd M ja N. Olkoon [ se I'1:n ja
I'5:n yhteinen tangentti, joka on lahempéana M:44 kuin IN:44. Suora [ sivuaa 'y :ta pisteessa
A ja I's:ta pisteessa B. Pisteen M kautta kulkeva [:n suuntainen suora leikkaa ympyréan I'y
my0s pisteessd C' ja ympyran 'y myos pisteessd D. Suorat C'A ja DB leikkaavat pisteessa
E; suorat AN ja CD leikkaavat pisteessia P; suorat BN ja C'D leikkaavat pisteessa Q.
Osoita, etta EP = EQ.

K 2000.2. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja ja olkoon abc = 1. Todista, etta

) )

K 2000.3. Olkoon n > 2 positiivinen kokonaisluku. Vaakasuoralla suoralla on n kirppua,
jotka eivat kaikki ole samassa pisteessa. Olkoon A\ positiivinen reaaliluku. Maaritellaan



siirtymd seuraavasti: valitaan jotkin kaksi kirppua, jotka ovat pisteissd A ja B, A B:n
vasemmalla puolella; annetaan A:ssa olevan kirpun hypéata sithen B:n oikealla puolella
olevaan suoran pisteeseen C, jolle BC/AB = \. Maérité kaikki sellaiset A:n arvot, joilla
kaikki kirput voivat siirtya mista hyvansa alkuasemasta minka hyvansa pisteen M oikealle
puolelle aarellisen monen siirtyméan avulla.

K 2000.4. Taikurilla on sata korttia, jotka on numeroitu 1:std 100:aan. Taikuri sijoittaa
kortit kolmeen rasiaan, punaiseen, valkoiseen ja siniseen, niin etta joka rasiassa on ainakin
yvksi kortti. Eras katsojista valitsee rasioista kaksi, ottaa kummastakin rasiasta yhden
kortin ja kertoo valituissa korteissa olevien numeroiden summan. Kuultuaan summan
taikuri ilmoittaa, mista rasiasta ei ole otettu kortteja. Monellako tavalla kortit voidaan
sijoittaa rasioihin niin, ettd kuvattu temppu aina onnistuu? (Kahta sijoittelua pidetdén
eri sijoitteluina, jos niissd ainakin yksi kortti on eri rasiassa.)

K 2000.5. Selvita, onko olemassa positiivista kokonaislukua n, jolle n on jaollinen tasan
2000:11a eri alkuluvulla ja 2™ + 1 on jaollinen n:lla.

K 2000.6. Olkoot AD, BFE ja C'F terdvakulmaisen kolmion ABC' korkeusjanat. Kolmion
ABC' sisddn piirretty ympyra sivuaa sivuja BC, C'A ja AB pisteissa G, H ja J, téssa
jarjestyksessa. Olkoot suorat a, b ja ¢ suorien FF, FD ja DE peilikuvat suorien H.J,
JG ja GH yli suoritetuissa peilauksissa (tdssd jarjestyksessd). Todista, ettd a, b ja ¢
madarittavat kolmion, jonka karjet ovat kolmion ABC sisdan piirretyn ympyran kehalla.

42. IMO, Washington D.C. 2001

K 2001.1. Teravakulmaisessa kolmiossa ABC on O ympéripiiretyn ympyran keskipiste
ja AP korkeusjana. Lisdksi ZC' > ZB + 30°. Todista, ettd LA+ ZCOP < 90°.

K 2001.2. Todista, etta kaikille positiivisille luvuille a, b ja ¢ patee

a b c
+ + > 1.
va?+8bec b2+ 8ac V2 +8ab

K 2001.3. Matematiikkakilpailuun osallistui 21 poikaa ja 21 tyttoa. Osoittautui, etta

(a) kukin kilpailija ratkaisi enintddn kuusi tehtéavaa ja

(b) jokaista pojan ja tytén muodostamaa paria kohden oli ainakin yksi tehtévé, jonka
molemmat ratkaisivat.

Osoita, etta kilpailussa oli ainakin yksi tehtava, jonka oli ratkaissut ainakin kolme tyttoa
ja kolme poikaa.

K 2001.4. Olkoon n > 1 pariton kokonaisluku ja olkoot ci, 3, ..., ¢, kokonaislukuja.
Jos a = (ay, as, ..., ap) on jonon {1, 2, ..., n} permutaatio, niin merkitaén

S(a) = i Ci;.
i=1

Todista, ettéd on olemassa {1, 2, ..., n}:n permutaatiot a # b, joille S(a)—S(b) on jaollinen
luvulla n!.
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K 2001.5. Kolmiossa ABC on ZBAC = 60°. Piste P on ZBAC:n puolittajan ja BC'n
leikkauspiste ja Q ZABC:n puolittajan ja AC:n leikkauspiste. Lisdksi AB + BP = AQ +
@ B. Maérita kolmion ABC kulmien suuruudet.

K 2001.6. Olkoot a, b, ¢ ja d, a > b > ¢ > d, positiivisia kokonaislukuja. Olkoon
ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c).

Osoita, etta ab + cd ei ole alkuluku.

43. IMO, Glasgow, 2002

K 2002.1. Olkoon S kaikkien ei-negatiivisten kokonaislukujen h, k, joille patee h+k < n,
muodostamien parien (h, k) joukko. Jokainen S:n alkio varitetddn punaiseksi tai siniseksi
niin, etté jos (h, k) on punainen ja b’ < h, k' < k, niin (h/, k") on my6s punainen. Joukon
S osajoukko on tyyppia 1, jos siind on n sinistd paria, joissa on eri ensimmaéinen jésen ja
tyyppia 2, jos siind on n sinista paria, joissa on eri toinen jasen. Osoita, etta S:lla on yhta
monta tyypi 1 ja tyypin 2 osajoukkoa.

K 2002.2. BC on O-keskisen ympyran halkaisija. A on mielivaltainen ympyrén kehén
piste siten, ettd kulma AOC > 60°. Janne EF on janan AO keskinormaali. D on pie-
nemman kaaren AB keskipiste. O:n kautta piirretty AD:n suuntainen suora leikkaa AC:n
pisteessa J. Osoita, ettd J on kolmion C'E'F sisdan piirretyn ympyréan keskipiste.

K 2002.3. Maairiti kaikki kokonaislukujen m > 2, n > 2 parit, joille k™ + k2 — 1 on luvun
k™ + k — 1 tekija aarettoman monella kokonaisluvulla k.

K 2002.4. Kokonaisluvun n > 1 positiiviset tekijat ovat dy < do < ... < d (siis dy =1
ja di, = n). Olkoon d = dydy + dads + - -+ + dip_1dg. Osoita, etti d < n? ja miiriti ne
luvut n, joille d on n?m tekija.

K 2002.5. Maéritd kaikki reaalimuuttujan reaaliarvoiset funktiot f, joille (f(x) +
F)(f(uw) + f(v) = flzu —yv) + f(zv + yu) kaikilla z, y, u ja v.

K 2002.6. Tasoon on piirretty n > 2 ympyréa niin, ettd mikaan suora ei leikkaa useampia
kuin kahta naistd ympyroista. Ympyroiden keskipisteet ovat O1. O, ..., O, . Osoita, etta

1 (n—1)m
< .
OZ‘Oj - 4

i<j

44. IMO, Tokio 2003

K 2003.1. Olkoon joukon S = {1, 2, ..., 1000000} osajoukossa A tasan 101 alkiota.
Todista, etta joukossa S on sellaiset luvut t1, to, ..., t100, etta joukot

Aj:{$+tj|$€A}, j=1,2,...,100,

ovat pareittain yhteisalkiottomia.
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K 2003.2. Maarita kaikki ne positiivisten kokonaislukujen parit (a, b), joille

CL2

2ab% — b3 + 1
on positiivinen kokonaisluku.

K 2003.3. Kuperan kuusikulmion jokaisella kahdella vastakkaisella sivulla on seuraava
ominaisuus: sivujen keskipisteiden etdisyys on 1/3/2 kertaa sivujen pituuksien summa.
Osoita, etta kuusikulmion kulmat ovat yhta suuria.

K 2003.4. Olkoon ABCD jinnenelikulmio. Olkoot P, @ ja R pisteen D kohtisuorat
projektiot suorilla BC', C'A ja AB, tassa jarjestyksessa. Osoita, ettd PQ) = QR, jos ja vain
jos kulmien ZABC' ja ZADC puolittajien leikkauspiste on suoralla AC.

K 2003.5. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot x1, xo, ..., x, reaalilukuja, joille
patee 1 <z < ... < x,.

(a) Osoita, ettéd
2

n n

U 2(n? —1) 9
DD fwi— STZZ(%—%’)-

=1 j=1 i=1 j=1

(b) Osoita, ettd edellisessé epayhtalossé vallitsee yhtédsuuruus, jos ja vain jos xi, xa, ...,
T, on aritmeettinen jono.

K 2003.6. Olkoon p alkuluku. Osoita, ettd on olemassa sellainen alkuluku ¢, ettd n? —p
ei millaan kokonaisluvulla n ole jaollinen g:lla.

45. IMO, Ateena 2004

K 2004.1. Olkoon ABC terdviakulmainen kolmio ja AB # AC. Ympyra, jonka halkaisija
on BC, leikkaa sivun AB pisteessd M ja sivun AC pisteessd N. Olkoon O sivun BC
keskipiste. Kulmien BAC ja M ON puolittajat leikkaavat toisensa pisteessi R. Todista,
ettd kolmioiden BM R ja C'N R ympari piirretylla ympyré6illa on yhteinen piste, joka on
sivulla BC.

K 2004.2. Maarita kaikki reaalikertoimiset polynomit P(x), jotka toteuttavat yhtalon
Pla—b)+Pb—c)+Plc—a)=2P(a+b+c)

kaikilla ehdon ab + bc 4+ ca = 0 toteuttavilla reaaliluvuilla a, b ja c.

K 2004.3. Olkoon koukku oheisen kuvion mukaisesti
kuudesta yksikkoneliosta muodostuva kuvio tai mika
hyvansa tasta kuviosta kierroilla tai peilauksilla muo-
dostuva kuvio. Maarita kaikki m x n-suorakaiteet,
jotka voidaan peittda koukuilla niin, ettd suorakaide
peittyy aukottomasti eivatka koukut peitd toisiaan,
mutta mikaan koukku ei peita suorakaiteen ulkopuo-
lista aluetta.




K 2004.4. Olkoon n > 3 kokonaisluku ja olkoot t1, to, ..., t,, positiivisia reaalilukuja,
joille on voimassa

9 1 1 1
nS+1> @t +to+-+ty) | —+—+-+— ).
1 t2 tn
Osoita, etta t;, t;, tj ovat kaikilla ¢, j, k, 1 <7 < j < k < n, kolmion sivujen pituuksia.
K 2004.5. Kuperan nelikulmion ABCD lavistaja BD ei ole kulman ABC' eikd kulman
C DA puolittaja. Piste P on nelikulmion ABC'D sisalla ja toteuttaa ehdot

/PBC=/DBA ja /PDC = /BDA.
Todista, ettda ABC'D on jannenelikulmio, jos ja vain jos AP = CP.

K 2004.6. Positiivista kokonaislukua kutsutaan vuorottelevaksi, jos sen kymmenjarjestel-
maesityksessa jokaisesta kahdesta perakkaisestd numerosta toinen on parillinen ja toinen
pariton. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut, joilla on vuorotteleva monikerta.

46. IMO, Mérida 2005

K 2005.1. Tasasivuisen kolmion ABC' sivuilta valitaan kuusi pistettd: A; ja Ao sivulta
BC, B ja B sivulta C'A ja Cy seka C5 sivulta AB. Pisteet muodostavat kuperan kuusi-
kulmion A;AyB1BsC1C5, jonka sivut ovat yhta pitkid. Osoita, ettd suorat Ay B, B1Cs
ja C1As leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

K 2005.2. Kokonaislukujonossa ai, as, ... on aarettoman monta positiivista ja aaret-
toman monta negatiivista jasenta. Oletetaan, ettd jokaisella positiivisella kokonaisluvulla
n lukujen aq, ao, ..., a, jakojaannokset n:lla jaettaessa ovat n eri lukua. Osoita, etta
jokainen kokonaisluku esiintyy tassa jonossa tasmalleen kerran.

K 2005.3. Positiiviset reaaliluvut x, y ja z toteuttavat ehdon zyz > 1. Todista, etta

25 g2 Y5 — 2 55 52
5 2 5 T 2 5 T 25 2 5 2
T° +yc+z yw+ze+x z2t+xt+y
K 2005.4. Tarkastellaan kaavan

a, =2"+3"+6"—-1, n=1,2,...,

maarittelemad lukujonoa aq, aq, .... Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut, joilla ei ole
yhteista tekijaa jonon minkaan luvun kanssa.

K 2005.5. Kuperassa nelikulmiossa ABCD sivut BC' ja AD ovat yhta pitkdt mutta
erisuuntaiset. Olkoon E sivun BC ja F' sivun AD sisapiste ja olkoon BE = DF'. Suorat
AC' ja BD leikkaavat pisteessa P, suorat BD ja E'F leikkaavat pisteessa () ja suorat EF
ja AC leikkaavat pisteessd R. Tarkastellaan kaikkia kolmioita PQR, kun E ja F' liikkuvat.
Osoita, ettd naiden kolmioiden ympéri piirretyilla ympyroilla on P:n lisdksi toinenkin
yhteinen piste.

K 2005.6. Matematiikkakilpailussa oli 6 tehtavaa. Mitka tahansa kaksi naista tehtavista

2
ratkaisi yli — kilpailijoista. Kukaan kilpailijoista ei ratkaissut kaikkia kuutta tehtavaa.

Osoita, etta ainakin kaksi kilpailijoista ratkaisi tasan 5 tehtavaa.
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47. IMO, Ljubljana 2006

K2006.1. Kolmion ABC sisaén piirretyn ympyréan keskipiste on I. Kolmion sisépiste P
toteuttaa ehdon

/PBA+ /PCA=/PBC+ ZPCB.
Osoita, ettd AP > Al ja etta yhtasuuruus vallitsee, jos ja vain jos P = I.

K2006.2. Kutsumme saannollisen 2006-kulmion P lavistajaa hyvdkst janaksi, jos sen paa-
tepisteet jakavat P:n piirin kahteen osaan, joista kumpikin koostuu parittomasta méaarasta
P:n sivuja. Myos P:n sivuja pidetdan hyvindg janoina. Monikulmio P jaetaan kolmioiksi
2003:11a lavistajalla, jotka eivat leikkaa toisiaan P:n sisalla. Maarita sellaisten jaossa syn-
tyvien tasakylkisten kolmioiden, joiden sivuista kaksi on hyvia janoja, suurin mahdollinen
lukumaara.

K2006.3. Maarita pienin reaaliluku M, jolle epayhtélo
lab(a® — b?) + be(b? — ) + ca(c® — a®)| < M(a® 4 b* + ¢2)?

toteutuu kaikilla reaaliluvuilla a, b ja c.
K2006.4. Maaritéa kaikki kokonaislukuparit (z, y), jotka toteuttavat yhtalon

1+2.’E+22.’E+1 — y2‘

K2006.5. Kokonaislukukertoimisen polynomin P aste on n, n > 1. Olkoon k mielivaltai-
nen positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan polynomia

Q(a) = P(P(... P(P(x))...),

missad P esiintyy k kertaa. Todista, ettd on olemassa enintdan n kokonaislukua ¢, joille
patee Q(t) = t.

K2006.6. Liitetdan jokaiseen kuperan monikulmion P sivuun b suurimman sellaisen kol-
mion ala, joka on kokonaan P:n sisalla ja jonka yksi sivu on b. Osoita, ettd kaikkiin P:n
sivuihin liitettyjen alojen summa on ainakin kaksi kertaa P:n ala.

48. IMO, Hanoi 2007

K2007.1 On annettu reaaliluvut a1, as, ..., a,. Jokaiselle 7, 1 < i < n, méaaritelladn
d; = max{a; | 1 <j <i} —min{a; | i < j < n}.
Olkoon
d =max{d; | 1 <i<mn}.
(a) Osoita, ettd mielivaltaisille reaaliluvuille 1 < x5 < ... < z,, pétee

d
max{|z; —a;| |1 <i<n}> 3" (%)
(b) Osoita, ettéd on olemassa reaaliluvut 1 < xo < ... < x,, joille epayhtélossa () vallitsee
yhtasuuruus.
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K2007.2 Pisteet A, B, C, D ja E sijaitsevat niin, ettd ABCD on suunnikas ja BCED
on jannenelikulmio. Suora ¢ kulkee pisteen A kautta. Oletetaan, ettéd ¢ leikkaa janan DC'
sen sisapisteessa F' ja suoran BC' pisteessa G. Oletetaan, ettd EF = FG = EC. Todista,
ettd ¢ on kulman DAB puolittaja.

K2007.3 Matematiikkakilpailun osallistujista jotkut ovat toistensa ystavia; ystavyys on
aina molemminpuolista. Sanomme, etté jokin kilpailijoiden joukko on klikki, jos kaikki sen
jasenet ovat toistensa ystéavid. (Erityisesti joukot, joissa on vahemmén kuin kaksi alkiota,
ovat klikkeja.) Sanomme klikin jasenten lukuméaraé klikin kooksi.

Tiedetaan, etta tassa kilpailussa klikkien suurin koko on parillinen. Todista, etta kilpailijat
voidaan jakaa kahteen huoneeseen niin, ettd suurikokoisin toisessa huoneessa oleva klikki
on samankokoinen kuin suurikokoisin toisessa huoneessa oleva klikki.

K2007.4 Kolmion ABC kulman BCA puolittaja leikkaa kolmion ympéri piirretyn ympy-
rdn myos pisteessid R, kolmion sivun BC' keskinormaalin pisteessa P ja sivun AC' keski-
normaalin pisteessd (). Sivun BC keskipiste on K ja sivun AC keskipiste on L. Osoita,
ettd kolmioilla RPK ja RQL on sama ala.

K2007.5 Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Todista, etta jos luku 4ab— 1 on luvun
(4a® — 1)? tekiji, niin a = b.

K2007.6 Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan kolmiulotteisen avaruuden
(n+1)3 — 1 pistett sisiltavid joukkoa

S={(z,y,2)|x,y,2€{0,1,....,n}, z+y+2>0}.

Miké on pienin maara tasoja, joiden yhdiste sisdltda joukon S pisteet, muttei pistetta
(0,0, 0)?7

49. IMO, Madrid 2008

K2008.1. Teravakulmaisen kolmion ABC korkeusjanojen leikkauspiste on H. Pisteen
H kautta kulkeva ympyra, jonka keskipiste on sivun BC' keskipiste, leikkaa suoran BC
pisteissd A1 ja As. Vastaavasti pisteen H kautta kulkeva ympyré, jonka keskipiste on
sivun C A keskipiste, leikkaa suoran C' A pisteissa By ja Bs, ja pisteen H kautta kulkeva
ympyré, jonka keskipiste on sivun AB keskipiste, leikkaa suoran AB pisteissd Cp ja Cs.
Osoita, etta pisteet A1, Ay, By, Bs, C7 ja Cy ovat samalla ympyralla.

K2008.2. (a) Todista, etté

2 2 2
X ya
y > 1

@12 -1 o1 c

kaikille reaaliluvuille x, y ja z, jotka ovat eri suuria kuin 1 ja joille patee zyz = 1.

(b) Osoita, ettd ddrettéméan monella rationaalilukukolmikolla x, y, z, missd kaikki luvut
ovat eri suuria kuin 1 ja zyz = 1, edellisessa epayhtalossa vallitsee yhtasuuruus.

K2008.3. Osoita, ettd on olemassa darettoman monta sellaista positiivista kokonaislukua
n, jolle luvulla n? + 1 on lukua 2n + v/2n suurempi alkutekija.
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K2008.4. Maaritd kaikki funktiot f : (0, co) — (0, co) (f on siis positiivisten reaalilu-
kujen joukossa madritelty funktio, jonka arvot ovat positiivisia reaalilukuja), joille pétee

(Fw)* + (F@)" _ w?+a?
O+ ) P

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla w, z, y ja z, jotka toteuttavat ehdon wxr = yz.

K2008.5. Olkoot n ja k, £ > n, positiivisia kokonaislukuja, ja olkoon k — n parilli-
nen. Olkoon annettuna 2n lamppua, jotka on varustettu numeroin 1, 2, ..., 2n ja joista
jokainen voi palaa tai olla pimednd. Aluksi kaikki lamput ovat pimeina. Tarkastellaan as-
kelista koostuvia jonoja. Jokaisella askeleella jonkin lampun tila vaihdetaan painvastaiseksi
(lamppu sytytetdén tai sammutetaan).

Olkoon N kaikkien sellaisten k:sta askeleesta muodostuvien jonojen lukumaéaéra, jotka joh-

tavat tilaan, jossa lamput 1, ..., n palavat ja lamput n 4+ 1, ..., 2n ovat pimeina.
Olkoon M kaikkien sellaisten k:sta askeleesta muodostuvien jonojen lukumaéaré, jotka joh-
tavat tilaan, jossa lamput 1, ..., n palavat ja lamput n + 1, ..., 2n ovat pimeina, mutta
lamppuja n + 1, ..., 2n ei ole kertaakaan sytytetty.

Maééarita suhde N/M.

K2008.6. Kuperassa nelikulmiossa ABCD on BA # BC. Kolmioiden ABC ja ADC
sisddn piirretyt ympyrat ovat wy ja we. Oletetaan, ettd on olemassa ympyra w, joka sivuaa
puolisuoraa B A eri puolella A:ta kuin B ja puolisuoraa BC eri puolella C:ta kuin B ja joka
myos sivuaa suoria AD ja C'D. Osoita, ettd ympyroiden wy ja wo yhteisten ulkopuolisten
tangenttien leikkauspiste on ympyralla w.

50. IMO, Bremen 2009

K2009.1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot ai, ..., ar (kK > 2) joukon
{1, ..., n} eri lukuja niin, ettd a;(a;+1 — 1) on jaollinen n:ll&, kun ¢ = 1, ..., k — 1.
Osoita, ettd ax(a; — 1) ei ole jaollinen n:lla.

K2009.2. Olkoon ABC' kolmio ja O sen ympari piirretyn ympyran keskipiste. Piste P
on sivun C'A sisépiste ja piste @Q sivun AB sisapiste. Pisteet K, L ja M ovat janojen BP,
CQ ja PQ keskipisteet, tassa jarjestyksessa, ja I' on pisteiden K, L ja M kautta kulkeva
ympyra. Oletetaan, ettd suora P on ympyran I' tangentti. Osoita, ettd OP = OQ).

K2009.3. Oletetaan, etta sy, so, s3, ... on aidosti kasvava positiivisten kokonaislukujen
jono ja ettd molemmat osajonot

5517 852, 553, e Ja 851+1, 852_;,_1, 853_;,_1, e

ovat aritmeettisia jonoja. Osoita, ettd my0Os jono sp, S, S3, ... on aritmeettinen jono.
K2009.4. Olkoon ABC kolmio, jossa AB = AC. Kulmien C'AB ja ABC' puolittajat
leikkaavat sivut BC' ja C'A pisteissa D ja F, tassa jarjestyksessa. Olkoon K kolmion ADC
sisadn piirretyn ympyran keskipiste. Oletetaan, ettda /BEK = 45°. Maarita ZCAB:n
kaikki mahdolliset arvot.
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K2009.5. Maarita kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen joukossa méaaritellyt funk-
tiot f, joiden arvot ovat positiivisia kokonaislukuja ja joilla on seuraava ominaisuus: kai-
killa positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b on olemassa (ei-surkastunut) kolmio, jonka sivujen
pituudet ovat

a, f(b) ja f(b+ f(a)—1).

K2009.6. Olkoot a1, as, ..., a, keskendan eri suuria positiivisia kokonaislukuja ja olkoon
M joukko, jonka alkiot ovat n — 1 positiivista kokonaislukua, joista mikaan ei ole s =
a1 + as + -+ + a,. Heindsirkka hyppelee reaaliakselilla. Se lahtee origosta ja tekee n
hyppyéa oikealle. Hyppyjen pituudet ovat aq, as, ..., a, jossain jarjestyksessa. Osoita,
etta heinasirkka voi jarjestaa hyppynsa niin, ettei se milloinkaan osu pisteeseen, jonka
koordinaatti on joukossa M.
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Ratkaisuja

K 1995.1. Olkoon @ suorien DN ja XY leikkauspiste
ja olkoon R suorien AM ja XY leikkauspiste. Koska
LZAMC =90° = LAZP, niin kolmiot PCZ, CAM ja
RAZ ovat suorakulmaisia. Lisdksi kolmioilla on pa-
reittain yhteinen kulma. Kolmiot, erityisesti PC'Z ja - ~
RAZ, ovat siis yhdenmuotoisia. Samoin nahdéan, etta
kolmiot PBZ ja QDZ ovat yhdenmuotoisia. Siis

ZP AZ _ ZP DZ B
cz_Zr ™ Bz~ zq

Mutta jos lasketaan pisteen Z potenssi molempien teh-
tavassa esiintyvien ympyroiden suhteen, saadaan

AZ - CZ=72X-2Y =BZ-DZ.

Siis ZP-ZR=CZ-AZ = BZ-DZ = ZP-Z(@). Kun supistetaan Z P:114, saadaan ZR = Z(Q).
Koska R ja @) ovat samalla puolella suoraa AD, on oltava R = ). — Huomattakoon, etta
padttely ei riipu siitd, onko P janalla XY vai sen ulkopuolella. (Tuomas Korppi, Jukka
Suomela, Toni Leppikorpi)

1 1 1
K 1995.2. Merkitadn x = —, y = i ja z = —. Silloin zyz =1 ja
a c
1 1 1 3 23yz  wydz ayd x? 2 22
' +o +— > 2= Y Y yz= _ 4 Y n .
adlb+c) bc+a) Ala+db) ~2 y+z z4+z z+y y+z z+y 4y
1 1 1
Voidaan olettaa, etta z < y < 2z, jolloin myos < < . Kayte-

Yy+z = Z4+x T Tty

2 2 2
tadn ensin TSebySevin epayhtaloa, jonka mukaan 3< * + i + : ) > (22 +
y+z x+y xT+y

5 9 1 1 1 L . . . . . N
Yy + z°) + + , ja sitten aritmeettisen ja harmonisen keskiarvon va-
Yy+z xT+z TH+Y
e et 1 1 1 1 3
lista epayhtaloa, jonka mukaan — + + > =
3\y+z z+z x4y y+z+rx+z+z+vy
3 1 3 1 Aritmeettisen i trisen keski i .
- == . Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon véalisen epayh-
2c04+y+z 2(x+y+z2)dryz Be pay
1 3
talon perusteella edelleen T > . Nain on paasty epayhtaloon
z’ Y 22 9% 4y 422

- + .
y+z z+zx x4y 2(@x+y+2)?
Tehtédvan epayhtaloon paastdan tastd kayttdmalla nimittdjaan Cauchyn — Schwarzin
epayhtdlod muodossa (x +y+2)2 = (1-z+1-y+1-2)2 < (1+1+4+1)(z? +y*+2%) =
3(z% + y* + 22). (Uoti Urpala)
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K 1995.3. Havaitaan heti, ettd jos n = 4, pisteet A;, As, A3 ja Ay, jotka ovat
sellaisen nelion karjet, jonka ala on 6a, toteuttavat tehtdvan ehdot, kun kaikki r;:t
ovat = a. Todistetaan sitten, etta vaadittuja pisteitd ei ole, jos n = 5. Jos pis-
teet Ay, As, Az ja Ay ovat kuperan nelikulmion kéarjet ja nelikulmion ala on A, niin
A= (ri+re+mr3)+ (r1+rs+mr4) = (r1 +ro+rg) + (ro + rs + ry), misté seuraa
ro + 14 =11 + r3. Oletetaan nyt, etta pisteet Ay, ... As ja luvut rq, ..., 75 toteuttaisivat
tehtavan ehdot. Pisteet voivat sijaita tasossa kolmella eri tavalla:

1°. Pisteet ovat kuperan viisikulmion kérjet. Silloin jokaiset nelja pisteistd ovat kuperan
nelikulmion karjet, ja edelld todistettua relaatiota hyvaksi kayttden saadaan ro + r5 =
ri+rs=ro+ry, ri+r4=1ro+1r5 =r1+r3jne., janaista rs =ry =r3 =ry =r;. Tama
merkitsee, ettd kolmiot A; A Az ja A1 A3 A, ovat yhta suuret. Viisikulmion kuperuuden
vuoksi A4 ja Az ovat samalla puolella suoraa A;A;. Koska myos kolmiot A3A4As ja
A3 A4 A5 ovat yhté suuret, As on yhtéa etaalla suorasta A3A4 kuin As. Jos pisteet olisivat
samalla puolella suoraa A3A4, As, Ai ja Ao olisivat samalla suoralla. Siis As; on kaksi
kertaa niin kaukana suorasta A;As kuin A3. Tamé& on selvisti ristiriidassa sen kanssa,
ettd kolmioilla A1 A3A3 ja A1 A3 A5 on sama ala.

2°. Nelja pisteisté, esim. Ay, ..., A4 ovat kuperan nelikulmion karjet ja viides on tdméan
nelikulmion sisélla. Pisteiden numerointi voidaan valita niin, ettd As on kolmion A A4 A
sisalld. Kun sovelletaan alussa todistettua yhtaloa kuperiin nelikulmioihin A; A3 A3Ay4 ja
AsAsA3Ay, saadaan 11 +1r3 = r9 + 14 = 15 + 13, €li r1 = r5. TAm& merkitsee, etta
kolmioilla As A4 A, ja As A4 A5 on sama ala, mika on ristiriidassa sen kanssa, etta piste As
on kolmion A, A4A; sisalla.

3°. Mitkadn nelja pistetta eivat ole kuperan nelikulmion karjet. Silloin pisteista 10ytyy
kolme sellaista, esim. Ay, Ay ja Az, ettd kaksi muuta pistettd ovat naiden kolmen pisteen
muodostaman kolmion sisdpisteitd. Numerointi voidaan tehd& niin, ettd lisdksi As on
kolmion A; Ay A, sisalla. Kun kolmion A, As A3 ala lasketaan kahdella eri tavalla, saadaan

1
1L+ To + 13 = (Tl +T2+T5)+(T2+T3+T5)+(T3+T1 +T5), eli r5 = —5(7“14-7“24-7“3).

1
Tasmaélleen samoin saadaan ry = —g(h + 79 +1r3). Siis kolmioilla A1 A3 A5 ja A1 A2 A4 on
sama ala, mikd on mahdotonta samoin perustein kuin kohdassa 2°.

Jos n > 5, voidaan aina valita viisi pistetta ja rajoittaa tarkastelu niihin. Tehtavalla ei siis
ole muita ratkaisuja kuin n = 4. (Tuomas Korppi)

K 1995.4. Kun z; ratkaistaan yhtalostd (ii), saadaan kaksi ratkaisua, z; = —— ja
Ti—1
Ti—1

T, = . Induktiivisesti todetaan, etta jokainen x; on muotoa 2’“3:6:1, missa k on ko-

konaisluku; siirtyminen luvusta x;_; lukuun x; aiheuttaa joko k:n pienenemisen yhdella
tai seka k:n ettd xg:n eksponentin muuttumisen vastaluvukseen. Jos xg:sta x1995:€en siir-
ryttéessé olisi tehty parillinen méaéré kéénteislukuoperaatioita, olisi |k|:ta jouduttu muut-
tamaan pariton mééra kertoja. Silloin olisi 1995 = 2%t1xy, eiké voisi olla 1995 = .
Kaanteislukuoperaatioita on siis ollut pariton maara, ja r1995 = 22%5 b= 2, josta zo = 2°-.
Koska kainteisoperaatioita on ollut ainakin yksi, on 2/ eniggltééin 1994. Siis 29 < 2997, Hel-
9997 i—1

, niin jono, jossa r; = ——, kun i =1, 2, ..., 1994 ja

posti nahdaan, etta jos zg = 5
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21995‘ (

T1995 = , toteuttaa tehtavan ehdot. Suurin x on siis Toni Leppdkorpi)

L1994

K 1995.5. Havaitaan, ettd kolmiot BCD ja AEF
ovat tasasivuisia. Nain ollen BA = BC = BD ja
DE = FA = EF. Kolmiot ABFE ja DBE ovat yhte-
nevat, joten BDFEA on symmetrinen suoran BE suh-
teen. Olkoot J ja K pisteiden G ja H kuvat peilauk-
sessa yli suoran BE. Silloin GH = JK, AG = DJ,
GB = JB, DH = AK ja HE = KE. Pisteet A, B
ja G ovat sellaisen ympyran kehélla, jonka keskipis-
teestd jana AB nékyy 120°:n kulmassa (kehikulmaa
120°  vastaa  keskuskulma  240° = 360° — 120°).
Peilauksessa taman ympyréin keskipiste kuvautuu kolmion BCD keskipisteeksi, silla jana
BD nakyy pisteesta C' 60°:n kulmassa. On tunnettua, ettd mielivaltaiselle pisteelle J
tasasivuisen kolmion BC'D ympari piirretyn ympyran kaarella BD patee CJ = BJ + DJ.
(Todistus: Valitaan CJ:1té piste L niin, etd JLD on tasasivuinen kolmio. Silloin ZCODL =
60° — ZLDB = ZBDJ. Kehakulmalauseen nojalla /JBD = ZJCD. Koska BD = CD,
kolmiot CDL ja BDJ ovat yhtenevét (ksk). Siis CL = BJ ja LJ = LD = JD ja
CJ =CL+ LJ = BJ+ DJ.) Samoin ndhdéén, ettdi FK = FK + AK. Nyt saadaan
AG+GB+GH+DH+HE =BJ+DJ+JK+AK+FK =CJ+JK+KF > CF,silla
jana C'F' on enintdan yhtéd pitka kuin mika tahansa pisteet C' ja F' yhdistava murtoviiva.
(Jouni Seppinen)

K 1995.6. Joukot {1,2,...,p}ja{p+1,p+2,...,2p} toteuttavat ehdot: ensimmaéi-

1 1
Lp—i_ ) ja jalkimmaisen Lp—i_ )

sen alkioiden summa on + p?. Tarkastellaan muita

p) — 2. Merkitdaan joukon A alkioiden summaa sym-
p
bolilla g(A). Osoitetaan, ettéd jokaista r, 0 < r < p kohden on yhtd monta osajoukkoa A,

jolle g(A) = r mod p. Tésté seuraa erityisesti, ettd osajoukkoja, joille g(A) = 0 mod p, on

p-alkioisia osajoukkoja; niita on (

1 2
— (( p) — 2) + 2 kappaletta. Taman osoittamiseksi tarkastellaan p-alkioisten osajouk-
p p

kojen S joukossa maéariteltya funktiota f, joka méaaritellidn seuraavasti: jos n > p + 1,

ninn e Sene f(S),jos2<n<pninn—1€S<nef(SjapesSs1ef(S).
Jos joukossa S on m alkiota, jotka ovat < p, niin g(f(S5)) = ¢g(S) + m mod p. Lisdksi
fP(S) = S aina kun S:sséd on m, 1 < m < p—1 alkiota, jotka ovat < p. Tésti seuraa, etta
f on bijektio. Koska p on alkuluku, kongruenssiyhtalolla ma = ¢ mod p on yksikésitteinen
ratkaisu r. Tarkastellaan joukkoja, joilla tasan m luvuista 1, 2, ..., p kuuluu joukkoon S.
Tallaiselle joukolle g(S) = 0 jos ja vain jos g(f"(S)) = q. Néin saadaan yksikésitteinen
vastaavuus niiden joukkojen, joille g(5) = 0, ja niiden joukkojen, joille g(S) = ¢, kanssa.
Téllaisia joukkoja on siis yhté paljon. (Uoti Urpala)

K 1996.1. Siirrytddn tarkastelemaan pisteiden (7, j), 0 <i <19, 0 < j < 11, muodosta-
maa hilaa A. Tehtéva on 10ytad siirrot, joilla padstadn pisteestd (0, 0) pisteeseen (0, 19).
Siirrot ovat muotoa (z, y) — (z +a, y +b), missi a +b% = r. (a) Jos r on parillinen, niin
a ja b ovat joko molemmat parillisia tai molemmat parittomia. Siis a+ b on aina parillinen.
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Pisteesta (x, y), jossa x + y on parillinen (kuten (0, 0)) ei voi padsta pisteeseen (2', '),
missé 2’ +y’ on pariton (kuten (0, 19)). Jos r on jaollinen kolmella, seké a:n ettéd b:n tulee
olla jaollisia kolmella. (Jos x ei ole jaollinen kolmella, niin 22 = 1 mod 3.) Koska 19 ei ole
jaollinen kolmella, tehtivi ei onnistu. (b) Olkoon r = 73 = 82 + 32. Merkitdin a:lla, b:lli,
c:1la ja d:114 siirtojen £(8, 3), (8, —3), £(3, 8) ja £(3, —8) lukumé&araa (a on tarkemmin
sanoen siirtojen (8, 3) ja (—8, —3) lukuméérien erotus.) Onnistuneessa siirtosarjassa on
oltava 8(a+0b)+3(c+d) = 19 ja 3(a—b)+8(c—d) = 0. Erés ndmé ehdot toteuttava ratkaisu
olisi (a+b, c+d)=(2,1), (a—b,c—d)=(2, —1)elia=-3,b=5,c=2,d=—1. Yrite-
tdan ratkaisua kolmella muotoa (—8, —3), viidelld muotoa (8, —3), kahdella muotoa (3, 8)
ja yhdelld muotoa (—3, 8) olevalla siirrolla. Osoittautuu, ettd (0, 0) — (3, 8) — (11, 5) —
(19, 2) — (16,10) — (8,7) — (0,4) — (8,1) — (11,9) — (3,6) — (11, 3) — (19, 0)
on kelvollinen siirtojono. (c¢) Olkoon r = 97. Ainoa mahdollisuus kirjoittaa 97 kahden
nelion summaksi on 92 + 42. Jaetaan hila A kahdeksi joukoksi B = {(i, j) | 0 < i < 19,
4<j<T} C=A\DB. Selvisti jokainen siirto (+9, +4) johtaa joukosta B joukkoon C ja
painvastoin, kun taas jokainen muotoa (£4, +9) oleva siirto johtaa joukosta C joukkoon C.
Edellisen tyypin siirrot muuttavat z-koordinaatin parillisuuden, joten niita pitaisi olla pa-
riton maara. Mutta koska ldhtopiste on C:ssé, jokainen téallainen siirtosarja johtaa joukon
B pisteeseen. Tapauksessa r = 97 siirtoja ei voi tehda vaaditulla tavalla.

K 1996.2. Olkoot X, Y ja Z pisteen P kohtisuorat
projektiot sivuilla BC, CA ja AB. Nelikulmio AZPY
on jannenelikulmio ja PA nelikulmion ympéri piirre-
tyn ympyran halkaisija, joten laajennettu sinilause so-
vellettuna kolmioon AZY antaa

YZ

= PA.
sin A
Samoin 7% v
B
= = PC.
sin B " sinC ¢

Jannenelikulmioista ja kolmion kulmien summalauseesta
saadaan myos

LXYZ =/XYP+ /PYZ =/BCP+ ZPAB = LZAPC — LABC.

Vastaavasti /Y ZX = /BPA—/ACB. Tehtéavén oletuksen perusteella / XY Z = /X ZY,
joten kolmio XY Z on tasakylkinen, XY = XZ. Laajennettu sinilause kolmioihin BX Z
ja CY X sovellettuna antaa PBsin B = PC'sinC. Tésta ja sinilauseesta kolmioon ABC
sovellettuna seuraa PB - AC' = PC - AB eli

PB  PC

AB ~ AC
Olkoot @ ja R pisteet, joissa BD ja CFE leikkaavat AP:n. Kulmanpuolittajalause ja

edellinen yhtalo osoittavat, etta
PQ PR

QA" RQ
joten Q = R.



18

K 1996.3. Nollafunktio f(z) = 0 kaikilla  on yksi ratkaisu. Sijoittamalla m =n =0
funktionaaliyht&loon saadaan f(0) = 0 ja f(f(n)) = f(n) kaikilla n. Tutkittava funktio-
naaliyhtalo on siis

fm+ f(n)) = f(m) + f(n).

Jos f ei ole identtisesti nolla, on olemassa lukuja z, joille f(x) = z; néitd kutsutaan f:n
kiintopisteiksi. Olkoon a pienin téllainen luku. Induktiolla néytetdén, ettd f(ka) = ka
kaikilla k& > 1: oletetaan, ettd f(ka) = ka, k > 1. Silloin f(a + ka) = f(a + f(ka)) =
fla)+ f(ka) = (14+k)a. Jos a =1, f(n) = n kaikilla n. Oletetaan, ettd a > 1. Osoitetaan,
ettd kaikki f:n kiintopisteet ovat muotoa ka. Olkoon b > a mielivaltainen kiintopiste. On
olemassa q ja r, 0 < r < a, siten, ettd b = r 4+ ga. Nyt r +qga =b = f(b) = f(r + qa) =
fir+ f(ga)) = f(r) + f(ga) = f(r) + qa, joten r = f(r). Koska r < a, on oltava r = 0.
Koska aikaisemmin sanotun mukaan kaikki luvut f(n) ovat kiintopisteitd, on olemassa

luvut ng = 0, ny, no, ..., ne_1 siten, ettd f(i) = na, 0 < i < a. Jos n > a, niin
n=ka+1i, 0 <i < a. Silloin f(n) = f(i + ka) = n;a + ka. Olkoot toisaalta a, ja jos
a > 1, ny, no, ..., ng_1 mielivaltaisia ei-negatiivisia kokonaislukuja. Asetetaan ng = 0

ja mielivaltaiselle n = ka+ 4, 0 < k, 0 < i < a f(n) = (k + n;)a. Osoitetaan, ettd
nédin maaritelty f toteuttaa funktionaaliyhtdalon. Olkoon n = ka + ¢, m = la + j. Silloin
todellakin f(m+ f(n)) = f(la+j+ ka+na) = (I +k +n;)a+nja= f(m)+ f(n).

K 1996.4. Olkoon 15a+ 16b = r? ja 16a— 15b = s2. Silloin 7t +s* = (15a+16b)? + (16a —
15b)% = (152 4+ 162)(a? + b?) = 481(a® + b?) = 13- 37 - (a® + b?). Kokeilemalla (riittid, kun
tutkitaan tapaukset 1 < r < 6) nihdiin helposti, ettd jos r ei ole 13:lla jaollinen, niin 7*
on kongruentti 1:n, 3:n tai 9:n kanssa modulo 13. 7%+ s* on kongruentti 0:n kanssa modulo
13 vain, jos sekd r ettd s ovat jaollisia 13:1la. Samoin kokeilemalla (tapaukset 1 < r < 18)
nihdiin, ettd r* = 1,16, 7, 34, 33,1, 33, 26, 12, 10, 26, 16, 34, 10,9, 9, 12, 7 mod 37. Nihdiin
heti, etté r* 4 s* on jaollinen 37:114 vain, jos seké r etté s ovat jaollisia 37:114. Siis r > 481 ja
s > 481. Kun asetetaan a = 481 - 31 ja b = 481, nahdaan, ettd » = 481 voidaan saavuttaa.
Kysytty pienin nelit on siis 4812.

K 1996.5. Oletuksen mukaisista yhdensuuntaisuuseh-
doista seuraa, ettd /BAF = /EDC = o, ZCBA =
/FED = 3 ja ZAFE = /DCB = . Laajennetun
sinilauseen perusteella

BF BD DF
2R, = . 2Rc = . 2Rp = (1)

sin « sin y sin 3

Olkoot P ja S A:n kohtisuorat projektiot suorilla BC'
ja F'E ja @ ja R vastaavasti D:n kohtisuorat projektiot
nailla suorilla. Merkitaan kuusikulmion sivujen AB,
BC, CD, DE, EF ja FA pituuksia kirjaimilla a, b,
¢, d, e ja f. Silloin PS = asinf8 + fsiny = QR =
dsin 3 + csinvy, ja

2BF > (asin 8 + fsiny) + (csiny + dsin ).
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Samoin

2DB > (csina + bsin 3) 4+ (f sina + esin 3),
2FD > (esiny +dsina) + (bsiny + asina).

Kun timéi yhdistetiin epiyhtildihin (1) ja otetaan huomioon epiyhtils x + 2= > 2,
saadaan, niin kuin pitaakin,

A(Ra+ Re+ Re) > a (Slnﬁ N sma) h <smﬂ N Smy) P (smv N sma)

sina  sin 3 siny  sinf sina  sinvy
>2(a+b+...4+f)=2p.

K 1996.6. Voidaan olettaa, ettd p:lla ja g:lla ei ole yhteisia tekijoitd: jos olisi (p, ¢) =
d > 0, niin voitaisiin siirtyéd tarkastelemaan lukuja p’ = p/d, ¢ = q¢/d ja ; = x;/d. Jos
indekseja 7, joilla x; — x;_1 = p on k kappaletta, niin indekseja ¢, joilla x; — x;_1 = —¢q, on
n — k kappaletta. On oltava kp = (n — k)q, ja koska p:lla ja ¢:lla ei ole yhteisid tekijoita,
on k = aq ja (n — k) = ap jollakin a. Tasta seuraa, ettd n = a(p + q); koska n > p + ¢, on
a> 2.

Merkitaan y; = @jyptq—2i, 0 <@ <n—p—q. Jos jokin y; = 0, todistus on valmis. Muussa
tapauksessa tarkastellaan lukuja x;41 — i, Tito — Tit1, -+ -5 Titptrq — Titptq—1. Naista r
kappaletta olkoon = p ja p + ¢ — r kappaletta olkoon = —q. Siisy; =rp— (p+q—7)q =
(p+q)(r—q). Toisaalta yi11—yi = (Titptq+1—Titp+q) — (Tit1—2;) on joko 0 tai £(p+q).
Koska

Yo + Yp+q + Y2(p+q) +...+ Yn—p+q = Tn — Lo = 07

ei ole mahdollista, etta kaikki y;(,44):t olisivat positiivisia tai kaikki negatiivisia. Luvuista
Yi(p+q) Jotkin kaksi vierekkéistd ovat siten erimerkkisid. Koska y;(,44):t ovat (p + ¢)n
kerrannaisia, ja kahden vierekkaisen erotus on itseisarvoltaan p + ¢, on jonkin y;:n oltava
nolla.

K 1997.1. (a) Voimme olettaa, ettd kolmion kérjet ovat (0, 0), (0, m) ja (m, n). Olete-

1
taan nyt ja myohemmin, etta nelio, jonka keskipiste on <§, 5), on musta. Talloin mustia

1
ovat tasmalleen ne neliot, joiden keskipiste on (5 + k, 3 + j), missa k + 7 on parillinen.

Téaydennetédéin kolmio suorakaiteeksi, jonka neljas kérki on (0, n). Jos m ja n ovat molem-
mat parillisia tai molemmat parittomia, 180°:n kierto kolmioiden yhteisen hypotenuusan
keskipisteen ympari kuvaa kolmion toisikseen, jokaisen valkean nelion valkeaksi nelioksi ja
jokaisen mustan nelion mustaksi nelioksi. Mustan ja valkean alan erotus on kummassakin
kolmiossa sama. Jos mn on parillinen, suorakaiteessa on yhtd monta valkeaa neliota kuin
mustaa, joten kummassakaan kolmiossa ei voi olla toista varia enemman kuin toista. Tassa

tapauksessa S; — S2 = 0 = f(m, n). Jos mn on pariton, on suorakaiteessa mustia ruutuja

1
yksi enemmén kuin valkoisia. Téssa tapauksessa |S7 — S| = 3"
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(b) Oletetaan, ettd n on pariton, m parillinen. Kolmiossa, jonka kérjet ovat (0, 0), (m, 0)
ja (m, n—1) on valkoisen ja mustan osan ala sama (tdmé patee myds, kun n = 1). Mustan
tai valkean ylimaara siséltyy siten kokonaan kolmioon, jonka kérjet ovat (0, 0), (m, n—1)

1 1
ja (m, n). Tdmén kolmion ala on 5™ < 5 max(m, n).

(c) Arvioidaan itseisarvoa |S; — Sa| tapauksessa, jossa m on parillinen ja n = m + 1.

Aikaisemman perusteella tiedetddn, ettd |S; — So| on sama kuin mustan ja valkean alan
m+1

m

erotus kolmiossa 7', jonka kérjet ovat (0, 0), (m, m) ja (m, m 4+ 1). Suora y =
(m+ 1k . mk
- Jay =

Com 1
on helppo laskea, etta suorien x = k£ ja x = k + 1 valiin jadvan T:n valkean osan ala on

(1) (" 8) = gy

T:n valkean osan kokonaisala on siis

X

leikkaa suorat x = k ja y = k pisteissd x = Taman perusteella

m

1 2m +1 m
- - k2: < —
Zm(m-l—l)kz::1 12 6

1)(2 1
m(m +1)(2m + )) Mustaa alaa on siis oltava enemman kuin T,

3
joten mustan ja valkean alan erotus on suurempi kuin R Taméa on suurempi kuin mika

(koska >0 k? =

hyvansa C, kun m on tarpeeksi suuri.

K 1997.2. Koska A on ABC':n kulmista pienin, AC':n
keskinormaali leikkaa my0s sivun AB ja AB:n kes-
kinormaali sivun AC. Téasta seuraa, ettd pisteet V'
ja W ovat kolmion ABC sisapisteitd ja T samoin.
Leikatkoon suora BT kolmion ABC' ympaéri piirretyn
ympyran myos pisteessa X ja suora CT' pisteessa Y.
Koska AC:n keskinormaali n on ympyran halkaisija,
peilaus n:ssé vie janan AU janaksi CY (A peilautuu
C:ksi, W pysyy paikallaan, ja U:n kuva on C'W:n
ja ympyran leikkauspiste, siis Y. Siis AU = YC.
Samoin osoitetaan (peilataan AB:n keskinormaalissa
m), ettd AU = BX. Tastd seuraa, ettd kolmiot
BCX ja YXC ovat yhtenevét (yhteinen sivu XC ja
/ZCBX = /ZXY(). Siis XY = BC. Edelleen kolmiot

BCT ja Y XT ovat yhtenevét (kks). Siis YT = BT ja AU =YC =YT+TC = BT+TC.

K 1997.3. Olkoon p = (y1, Y2, - - -, Yn) mielivaltainen jonon py = (x1, x2, ..., T,) per-
mutaatio. Merkitddn s(p) = y1 + 2ya + - -+ + ny,. Jos p’ on se pp:n permutaatio, jossa
alkiot ovat tasmélleen kddnteisessa jarjestyksessd, niin [s(pg) + s(p')| = |(x1 + 229 + - - - +
nry) + (xn +2xp—1 + -+ nx1)| = (n+ 1)z + 22+ -+ x,| =n + 1. Jos jompikumpi
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. n+1 - . - .
luvuista |s(po)], [s(p’)| on < 5 tehtava on ratkaistu. Ellei niin ole, s(pg) ja s(p’) ovat

erimerkkiset. Permutaatio pg voidaan muuntaa permutaatioksi p’ tekemélld ketju perak-
kaisia muunnoksia, joissa kahden vierekkaisen alkion paikka vaihdetaan: vaihdetaan esim.
ensin xp ja xs, sitten x7 ja x3, jne., kunnes z1:n ja x,:n vaihdon jalkeen x1 on viimeisena,
siirretddn sitten x5 samalla menetelmalla toiseksi viimeiseksi jne. Jos p; = (y1, Y2, - - - Yn)
ja pit1 = (21, 22, ..., zn) Ovat permutaatioita, joissa yx = zx+1, Yk+1 = 2k ja y; = zj, kun
J # k, k+1, niin [s(p;) — s(pit1)| = [kyk + (k+1)ypgr — bz — (k+ 1) 21| = |ypgr — k| <
lyk| + |yg+1] < n+1. Jos nyt po, p1, .., pm = P’ on ketju permutaatioita, jossa kaksi pe-
rikkaistd saadaan toisistaan kahden vierekkaisen alkion vaihdolla, niin luvut s(pg), s(p1),
..., S(pm) eroavat toisistaan kukin enintddn maaralla n + 1, mutta s(pg) ja s(pm,) ovat
n+1 n+1
2 )
s(p;) on siten kuuluttava véliin 1.

suljetun valin [ = |— } eri puolilla sijaitsevia lukuja. Ainakin jonkin luvuista

K 1997.4. (a) Olkoon n > 1 mielivaltainen ja olkoon A = (a;;) n x n-hopeamatriisi.
A:n paalavistajalla on enintdén n eri alkiota, joten on olemassa x € S, joka ei ole A:n
paalavistajalla. Sanomme i:nnen vaaka- ja 7:nnen pystyrivin yhdistetta ristiksi ¢. Olkoon
T = a;;. Sanomme, ettd x litttdd ristin  ja ristin j. Koska z esiintyy jokaisessa ristissa vain
kerran, z ei voi liittaa ristia ¢ mihinkdan muuhun ristiin. Toisaalta z liittaa jokaisen ristin
johonkin toiseen. Tasta seuraa, etta ristien maara hopeamatriisissa on aina parillinen;

1997 puolestaan on pariton.
1 2
(3 1)

(b) Matriisi

on 2 X 2-hopeamatriisi. Olkoon A,, n x n-hopeamatriisi. Olkoon B,, matriisi, joka saadaan
lisadmalla 2n jokaiseen A:n alkioon, ja olkoon C), matriisi, joka saadaan B,,:std korvaamalla
jokainen B,,:n paalavistdjan alkio luvulla 2n. Talloin

(A, B,
A2n - <Cn An)
on 2n X 2n-hopeamatriisi. Jos nimittéin ¢ < n, niin As,,:n ristissa ¢ ovat ensinnékin kaikki
luvut 1,2, ...2n — 1 (Apmosuus); 1 +2n,2+2n, ..., 2n—1+4+2n=2(2n) — 1 (B,m ja
C:n alkiot, jotka ovat muotoa A,,:n alkio + 2n) seké 2n (C,,:n lavistdjdalkio). Néin ollen
n X n hopeamatriiseja on olemassa ainakin kaikilla n = 2%, k = 1, 2, ... [Hopeamatriisi-

nimityksen innoittajina olivat Argentiina ja Mar del Plata: hopea on latinaksi argentum
ja espanjaksi platal

K 1997.5. Olkoot a ja b tehtavan yhtéalon toteuttavia kokonaislukuja. Luvuilla a ja b
on samat alkutekijit: a = p{'p5? - p&n, b = pyips® - PP i, Bi > 1. Koska yhtilon

Oéi_g:
i
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kaikilla i. T#sté seuraa, ettd a = b* ja edelleen kb? = bF ja k = b*~2. Koska a ja b ovat
kokonaislukuja, k£ on rationaaliluku. Kokonaisluvun ratonaalilukueksponenttinen potenssi
on rationaalinen vain, kun eksponentti on kokonaisluku. Siis k on kokonaisluku. Jos k =1,
niin b = 1 jaa = 1. Jos k = 2, saadaan 2 = b° = 1. Siis k # 2. Jos k = 3, saadaan
3=0>b=0,a° = 3% jostaa =33 =27. Jos k = 4, saadaan 4 = b%, b = 2, a* = 47,
a=2*=16. Kun k > 5, yhtilolld k = b*~2 ei ole ratkaisuja, koska k < 28=2, kun k > 5.

K 1997.6. Havaitaan helposti, ettd f(2n) = f(2n + 1), koska
2n =) a;2% & 2n+1=>Y a;2" +1.

Vastaavasti jokainen 2n:n esitys joko sisdltaa ykkosia, ja tallaisia esityksia on tdsmalleen
yhta paljon kuin 2n — 1:n esityksia, tai sitten se ei sisalla yhtaan ykkosta, jolloin kahdella
jakamalla saadaan aina n:n esitys ja kaédntden. Siis f(2n) = f(2n—1) + f(n) = f(2n —
2) + f(n). Selvésti f(1) = 1. Madéritelladn f(0) = 1. f on ei-vdheneva. Nyt f(0) 4+
S+ f(n) = F(0) + (f(2) = F(0)) + ...+ (f(2n) — f(2n — 2)) = f(2n), joten f(2n) <
2+ (n—1)f(n) <nf(n), kun n > 2. Siis f(2") < 2n-L1f(2n=1) < on-l.on=2f(9n=2) <
2(n=D+(n=2)+...+1 £(9) = 2(n=1)n/2 . 9 « 97*/2 kyp p > 3.

Vasemmanpuoleisen epayhtalon todistamiseksi havaitaan, ettd kun a ja b ovat joko mo-
lemmat parillisia tai molemmat parittomia ja b > a, niin

fo+1) = f() = fla+1) = f(a). (1)

Nain on varmasti, jos a ja b ovat parillisia; jos ne ovat parittomia, b =25 — 1, a = 27 — 1,
j > i, niin vasen puoli on f(j) ja oikea f(i), ja viite seuraa f:n kasvavuudesta. Olkoot nyt
r > k > 1 jar parillinen; sijoitetaan kaavaan (1) perdkkdina =r—j,b=r+j,7=0,1,...,
k—1 jalasketaan epéyhtélot puolittain yhteen; saadaan f(r+k)—f(r) > f(r+1)—f(r—k+
1) ja (koska r on parillinen) f(r—+k)+f(r—k+1) > 2f(r) kaikillak =1, 2, ..., r. Kun ndméa
r epayhtélod lasketaan yhteen, saadaan f(1)+ f(2)+...4+ f(2r) > 2rf(r) eli f(4r)—1>
2rf(r), f(4r) > 2rf(r) kaikilla parillisilla r > 2.Erityisesti f(2™) > 2m~1f(2m~2), kun
m > 3. Jos m on parillinen, saadaan f(2™) > 2(m=D+m=8)+.+1 (1) — 9m°/4 Jos 1m, on
pariton, saadaan vastaavasti f(2") > 2(”2_1)/4f(2) = 2(n*=1)/4+1 5 gn®/4.

K 1998.1. Olkoon E AC:n ja BD:n leikkauspiste ja M, N P:n projektiot AC:1la ja
BD:lla. Kolmion APB ala on

1 1
AE-BN — 2(AE-EB+AM - EN + ME-NB) = -(AM - BN + EM - EN).
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1
Samoin saadaan kolmion C'PD alaksi §(M C-ND +

1
EM-EN). Kolmioiden alojen erotus on §(AM-BN—

MC - ND). Oletetaan, ettdi ABC'D on jannenelikul- b
mio. Silloin piste P on ABC D:n ympari piirretyn ym-
pyran keskipiste ja pisteet M ja N ovat janteiden AC
ja BD keskipisteet. Edella laskettu kolmioiden alo-
jen erotus on 0. Oletetaan toisaalta, ettd kolmioiden
alat ovat yhta suuret eli ettd AM - BN = MC - ND.
Oletetaan, etta AP > PC. Silloin AM > MC, ja
koska PB > PD, niin myés BN > ND. Mutta
nyt olisi AM - BN > MC - ND. Vastaavasti oletus
AP < PC johtaa ristiriitaan. Siis AP = PC, eli ne-
likulmion kaikki kérjet ovat yhta etaalla pisteesta P,
joten ABC'D on jannenelikulmio.

K 1998.2. Lasketaan kahdella tavalla sellaisten tilanteiden lukumaara, joissa kaksi tuo-
maria antaa jollekin kilpailijalle saman arvostelun. Jos kilpailija saa = hyvaksyntaa ja b—x
hylkaysta, pareja, joilta han saa saman arvostelun, on

<323>+(b;33> ::L'(:L'—l)-l—(b;:v)(b—x—l) :x(x_b)+b22—b . b22—b_b24—1

(b—1)°
1

kappaletta (z voi olla vain kokonaisluku, joten lauseke minimoituu, kun x = —+=). Jonkin

tuomariparin johonkin kilpailijaan kohdistamia samanlaisia arvosteluja on siis ainakin

a(b—1)2
4

kappaletta. Toisaalta tama luku ei voi ylittaa tuomariparien maaraa <2) kerrottuna k:lla.
Siis

kg _E(b—1)

mika on yhtapitavaa vaitoksen kanssa.

K 1998.3. Jos n = pi'ph? .. -p?j, missé p; < p2 < ... < p; ovat alkulukuja, niin d(n) =
(k1 +1)(ka+1) - (kj + 1) ja d(n?) = (2k; + 1)(2ka + 1) - - - (2k; + 1). Jos d(n?)/d(n) = k
on kokonaisluku, niin k£ on valttamatta pariton. Osoitetaan, ettd jokaisella parittomalla
d(n?)
d(n)

k:lla on esitys . Koska d(1) = d(1?) = 1, luvulla 1 on timi ominaisuus. Osoitetaan
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ettd jos luvulla 2 on esitys d(n?)/d(n), niin jokaisella luvulla 2¥2 — 1 on téllainen esitys.

Olkoon
d(n?)

d(n)

Olkoon p alkuluku, joka ei ole n:n tekija. Silloin

= X.

d(p*=D2p?) (22— 1)z

d(p*—1n) x
Vaite on tosi, kun £ = 1. Jos k > 1, valitaan
ok—1g, o ok—232 9.3k=1, o gk—1, 1
m=p; 7y T pfS TTpy Tin,

missa p1, p2 ..., pn ovat eri alkulukuja, jotka eivat ole n:n tekijoita. Talloin

d(m? k3 —3 92k—132, _ 3 223k—1p 3 92.3k1p 1
_ .. x =2k

- . ~1
d(m)  2F13p —12F232p — 1 2.3F1g—1 3k1g v

Nyt on helppo todistaa induktiolla, etta jokaisella parittomalla luvulla on haluttu esitys.
Jos se on kaikilla parittomilla luvuilla < n, niin kirjoitetaan n = 2¥2 — 1, missé z < n on
pariton luku; vaite seuraa edella sanotusta.

K 1998.4. Jos ab®+b+7 on luvun a?b+a+b tekiji, niin se on myods luvun b(a?b+a+b) —
a(ab®+b+7) = b* —7a tekiji. Koska ab®+b+7 > b? — 7a, niin ab® + b+ 7|b* — 7a vain, jos
b2 —Ta < 0. Jaollisuus on voimassa, jos b> — 7a = 0. Koska a ja b ovat kokonaislukuja, on
oltava b = 7k, a = 7k?. Tamaé on ratkaisu jokaisella k € N*. Jos b —T7a < 0, ab®+b+7 on
tekiji positiivisessa luvussa 7a — b? < 7a. Selvistikin timi voi olla mahdollista vain, jos
b=1taijos b=2. Tapaus b = 1: a+8|7a—1. Koska 7Ta—1 = 7(a+8) —57, on luvun a+8
oltava jokin 57:n tekija. Koska 57 = 3-19, luvut a = 49 ja a = 11 ovat mahdollisia; ne myos
toteuttavat tehtdvin ehdon. Tapaus b = 2: 4a + 9|7a — 4; nyt 4(7a — 4) = 7(4a+9) — 79.
Alkuluku 79 ei ole muotoa 4a + 9, joten téssa tapauksessa ei saada ratkaisuja.

K 1998.5. Olkoot kolmion ABC kulmat 2«a, 273 ja
2v. Tarkastellaan kolmion M RB kulmia. Janneneli-
kulmiosta AMIL néhdéan, ettd LZLMI = «. Tasta
seuraa, ettda ZRM B = 90° — a. Vastaavasti nahdéaan,
ettd ZRBM = 90° — (3, joten ZM RB = 90° —~. Edel-
leen ZRBI on suora. Sinilauseen nojalla

COS &

BR = MB.

coS 7y

Symmetrian vuoksi kolmiosta BK S saadaan samoin

COS 7y COs 7y

BS = KB =

COS & COS «x

MB.
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Kaytetaan nyt Pythagoraan lausetta suorakulmaisiin kolmioihin IBR ja IBS ja kosini-
lausetta kolmioon RSI:

2cos(Z/RIS)-IR-IS =IR?+1S* — RS?
= (BI? + BR?*) + (BI? + BS?) — (BR + BS)? = 2BI*> — 2BM*.

Koska BIM on suorakulmainen kolmio, viimeinen erotus on 2 - MI? ja siis positiivinen.
Siis kulman RIS kosini on positiivinen, joten kulma on teréva.

K 1998.6. Olkoon f(1) = a. Silloin f(f(s)) = (12f(s)) sf(1)?2 = a%s ja
flat?) = f(£2f(1)) = f(t)*. Edelleen (f(s)f(t))* = f(s)*f(at?) = f( 2f(f(at?))) =
f(s2a®(at?)) = f(a(ats)?) = f(ast)®. Siis f(s)f(t) = f(ast) ja edelleen af(t ) f(at),

af(st) = f(ast) = f(s)f(t). Tistéd seuraa induktiolla, ettd f(s)¥ = a*~1f(s¥). Osoi-
tetaan, ettd a|f(s). Jos p on alkuluku ja « suurin kokonaisluku, jolla p®|a, § suurin
kokonaisluku, jolla p?|f(s), niin p*~D on suurin p:n potenssi, joka on a*~'m tekiji
ja p*8 suurin p:n potenssi, joka on f(s)¥:n tekiji. Siis (k — 1)a < kB. Taméi epiyh-

1
talo toteutuu kaikilla k, joten on oltava o < [. Olkoon nyt g(s) = —f(s). Silloin
a

g(a) = 2f(f(1)) = 6;—2 = a, a’g(st) = af(st) = f(s)f(t) = a®g(s)g(t) eli g(st) = g(s)g(t).

Lisiksi a’g(g(s)) = ag(a)g(g(s)) = aglag(s)) = ag(f(s)) = f(f(s)) = a’s. Siis
g(g(s)) = s. Siis g(t?g(s)) = g(t*)g(g(s)) = sg(t)?. Siis g toteuttaa saman funktionaaliyh-
talon kuin f; f(1998):n pienintd arvoa etsittdessd voitaan néin ollen rajoittua funktioihin
f, joille f(1) = 1, ts. tyyppid g oleviin funktioihin. Osoitetaan, ettd g(p) on alkuluku,
jos p on alkuluku. Olkoon g(p) = wv. Silloin g(u)g(v) = g(uwv) = g(g(p)) = p, joten
esimerkiksi g(v ) = 1. Mutta v = g(g(v)) = g(1) = 1. Tamé& on mahdollista kaikille

(6% N e 3>}

g(p1 P - pi) = g ) () -~ g(p*). Ehdon g(g(s)) = s nojalla g on injektio ja saa
siis eri alkuluvuilla eri arvot. Siis g(1998) = g(2-33-37) = ¢(2)g(3)3¢(37) on mahdollisim-

man pieni, kun ¢(3) = 2, g(2) = 5 ja ¢(37) = 3; télldin g(1998) = 120. Toisaalta voidaan
madritelld ehdot toteuttava g asettamalla ¢g(2) = 5, g(3) = 2, g(37) = 3, g(5) = 37 ja
g(p) = p, jos p on alkuluku, joka ei ole 2, 3, 5 eikd 37. Kysytty pienin arvo on siis 120.

K 1999.1. Olkoon S tehtdvéan ehdon tayttdva joukko ja monikulmio S = A1A45... A,
pienin S:n sisaltava kupera joukko. Monikulmion kérjet ovat S:n pisteitd. Jos [ on S:n
symmetria-akseli, [ on myos S’:n symmetria-akseli, ja jokainen peilaus, jossa S kuvautuu
itselleen, kuvaa myos S’:n itselleen.. Oletetaan, ettd jokin S:n piste B olisi S’:n sisélla.
Silloin peilaus, jossa A; — B ei kuvaisi S’:a itselleen. Siis S’ = S. Mitkddn kolme
S:n pistetta eivat ole samalla suoralla. Jos X, Y ja Z olisivat kolme tallaista pistetta
ja l ja m janojen XY ja Y Z keskinormaalit, niin peilaukset P; ja P, suorien [ ja m yli
kuvaisivat S:n itselleen. Toisaalta yhdistetty kuvaus P,, o P; on translaatio, jossa X +— Z.
Mutta joukko, joka kuvautuu translaatiossa itselleen, ei voi olla darellinen. Peilaus, jossa
Ay — Aj pitda valttamaéatta pisteen A, paikallaan. Mutta téstéa seuraa, ettd A1 A; = AsAs,
ja symmetrian nojalla kaikki monikulmion sivut ovat yhtd pitkid. Olkoon nyt n > 4.
Peilaus, jossa A; — A4 kuvaa As:n As:lle. Mutta valttamatta LA, As Az = LA A3A,.
Siis S on sdannollinen n-kulmio. — On selvaa, etta jokainen sdannollinen n-kulmio toteuttaa
tehtavan ehdon.
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K 1999.2. Merkitaan

S=af+x3+ - +a2,
T'=z1+x2+ -+ xp.

Silloin yksinkertaisen arvion ja aritmeettis-geometrisen epayhtalon perusteella saadaan

Z :L'ij(:vf—i-x?)g Z waJSZ§S2Zx’ij§§( 2<] J) :§‘

1<i<j<n 1<i<j<n i<j

(Kiinan olympiajoukkueen jisenen Ruochuan Liun ratkaisu.)

K 1999.3. Olkoon n = 2k. Reunaan rajoittuvat 4(n — 1) ruutua olkoot valkoisia, néihin

rajoittuvat 4(n — 3) ruutua mustia, seuraavat 4(n — 5) valkoisia jne. Valkoisten ruutujen

2
madrd on joko 4(n —1+n—-5+---+1) = gnl_ = 2k(k + 1) (jos k on pariton) tai

n+2n

An—1+n—-5+---+3) =4 i 2k(k + 1) (jos k on parillinen. Koska jokaisella

ruudulla on naapurina tasan kaksi valkoista ruutua, on merkittéva ainakin k(k+1) ruutua,
jotta jokaisella valkoisella ruudulla olisi merkitty naapuri. Merkittavien ruutujen méaara on
siis ainakin k(k + 1). Aletaan nyt merkitd valkoisia ruutuja siten, etté jokaisen valkoisen
renkaan vasemman ylakulman kaksi vierekkaista ruutu merkitaan, seuraavat kaksi jatetaan
merkitseméatta, seuraavat kaksi merkitdan jne. Néin jokainen valkoinen ruutu on merkityn
ruudun vieressd. Mutta myos jokainen musta ruutu on merkityn ruudun vieressa: mustan
renkaan vasen ylakulma on ulkopuolisen valkean renkaan toisen merkityn ruudun vieressa,
myotapaivaan seuraavat kaksi sisapuolisen valkean renkaan kahden ensimmaisen merkityn
ruudun vieressé jne. (Australian olympiajoukkueen jisenen George Chun ratkaisu.)

K 1999.4. Parit (1, p) ja (2, 2) toteuttavat tehtévén ehdon. Muissa ratkaisuissa on
oltava p > 3. Koska (p — 1)™ + 1 on pariton, n on pariton ja siis n < 2p. Olkoon
g n:n pienin alkutekijd. ¢ on pariton. Koska ¢|(p — 1)", niin (p — 1)” = —1 mod gq.
Toisaalta n:lla ja g — 1:114 ei ole yhteisia tekijoité, joten on olemassa kokonaisluvut x ja v,
joille zn + y(¢g —1) = 1. Siisp—1 = (p— 1)*™ - (p — 1)¥©@~D mod ¢q. Mutta ylli olevan
perusteella tulon edellinen tekiji on kongruentti (—1)*:n ja Fermat'n pienen lauseen nojalla
jalkimmaéinen puolestaan kongruentti 1:n kanssa. Koska g on pariton, k on pariton. Siis
p— 1= —1mod q. Mutta tdméa merkitsee, ettd p on jaollinen g:lla, joten p = q. Edelleen
p|n, ja koska n < 2p, n = p. Luku p toteuttaa niin ollen ehdon p?~1|(p — 1) + 1. Mutta

-1+ :Z (*) i =2 z_j (")

Koska sulkulauseke ei ole jaollinen p:lla, p — 1 < 2 eli p < 3. n = p = 3 toteuttaa ehdon.
Ratkaisuja ovat siis parit (2, 2), (3, 3) ja (1, p), p alkuluku.
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K 1999.5. Todistetaan ensin aputulos: Jos y on
ympyra, y; toinen ympyra, joka sivuaa y:ta sisapuo-
lisesti pisteessd A, NM y:n janne, joka sivuaa yp:ta
pisteessd B ja C sen y:n kaaren keskipiste, joka ei si-
salld A:ta, niin A, B ja C ovat samalla suoralla ja
CA-CB = CM?. Todistus perustuu A-keskiseen ho-
motetiaan, joka vie y;:n y:ksi ja NM:m NM:n suun-
taiseksi y:n tangentiksi; tdméan tangentin sivuamis-
piste on C, joten C' on B:n kuva A-keskisessd homo-
tetiassa. Koska C' on kaaren M N keskipiste, kulmat
LCMB = ZCONM ja LCAM ovat yhtéa suuret. Siis
kolmiot ACM ja MCB ovat yhdenmuotoiset, mista
seuraa CA-CB = CM?.

Olkoot nyt P ja @ T'y:n ja I's:n keskipisteet ja ¢, u
ympyroiden yhteiset tangentit. Aputuloksen perus-
teella tangenttien I':sta leikkaamien kaarien (joilla I':n
ja I'1:n ja Ia:n sivuamispisteet eivét ole) keskipisteilla
on sama potenssi I'1:n ja I's:n suhteen. Pisteet, joilla
on sama potenssi kahden toisiaan leikkaavan ympyran
suhteen ovat ympyroiden leikkauspisteiden kautta kul-
kevan suoran (eli ympyroéiden radikaaliakselin) pisteet.
Téasta seuraa, ettd mainitut kaarien keskipisteet ovat
A ja B. Aputuloksen perusteella edelleen C' ja D ovat
I'y:n ja t:n sekda w:n sivuamispisteet. Jos H on M-
keskinen homotetia, joka kuvaa I'y:n I':ksi, niin C'D
kuvautuu H:ssa AB:ksi. Siis AB||CD, CDL1PQ ja

@ on I';:n kaaren C'D keskipiste. Olkoon X ¢:n ja I's:n sivuamispiste. Silloin ZXCQ =
/ZDCQ. @ on siis kulman XCD puolittajalla. Mutta tastd seuraa, ettd CD on I's:n
tangentti.

K 1999.6. Olkoon A R:n kuva kuvauksessa f. Olkoon a = f(0). Siis

f(=a) = f(a)+a—1.
Téstd nahdéan, ettd ¢ # 0. Jos z = f(y), niin
a= f(0) = f(z) + 2+ f(z) - 1,

joten

fa)= "=

kaikilla x € A. Osoitetaan, ettd jokainen reaaliluku voidaan kirjoittaa kahden A:han
kuuluvan luvun erotuksena: jos tehtavan ehtoon asetetaan y = 0, saadaan

_1+a 1,

flx—a) = f(x) = fla) + az - 1.
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Koska a # 0, lukujen f(z—a)— f(x) joukko on koko reaalilukujen joukko. Jokaisella x € R
on siis luvut gy, yo € A siten, ettd © = yo — y1. Alkuperiisen ehdon perusteella

f@)=fly2—y1) = f(y1) +y1y2 + f(y2) — 1

1 vt 1 v3 (y2 —91)° z’
— “(14a)- 4 Sl4a) -2 g W2 T
2( +a) 5 +y1y2+2( + a) 9 a 5 a 5
1 1
On oltava =(a+ 1) = a eli a = 1. Ainoa mahdollinen funktio on siis f(x) =1 — 53:2. -

On helppo tarkistaa, ettd se my0s on ratkaisu.

K 2000.1. Olkoon K suorien AB ja M N leikkaus-
piste. Lasketaan K:n potenssi molempien ympyroi-
den suhteen: AK? = KM - KN = BK?. Siis
AK = BK. Koska PQ|AB, on my6és M janan PQ
keskipiste. Vaitteen todistamiseksi riittaa nayttaa,
ettd EM 1 PQ. Mutta /EAB = /ECM = /BAM ja
/EBA=/EDM = ZABM. Suorat AE ja BE ovat
suorien AM ja BM peilikuvia suorassa AB, joten E
ja M ovat toistensa peilikuvia. Siis EM 1 AB, joten
EM 1 PQ.

K 2000.2. Koska abc = 1, voidaan valita positiiviset reaaliluvut x, y ja z niin, etta

X y oo, z
a=—, b== ja c=—.
z x

y
Epayhtalo saa muodon
(@-y+2)y—z+2)(z—z+y) <zyz.

Vasemman puolen kolmesta tekijasta enintaan yksi on negatiivinen, koska jokaisen kahden
summa on positiivinen. Jos yksi tekija on negatiivinen, epayhtialo toteutuu. Jos kaikki
tekijat ovat positiivisia, voidaan kayttaa aritmeettis-geometrista epayhtaloa:

1
\/(:L'—y-l—z)(x—i-y—z)gE(x—y—i-z-l—w-l—y—z):x

1
ViEty-2y+tz-a)<g@ry-2tyt+z—z) =y

1
\/(sc—y+z)(z+y—a:)§§(x—y+z+z+y—a:):z

Kun nama epayhtalot kerrotaan keskenaan, saadaan vaitetty epayhtalo.

K 2000.3. Muodostetaan siirtymajono niin, etta adarimmaéisena vasemmalla oleva kirppu
hyppad aarimmaisend oikealla olevan kirpun yli. Olkoon Dy suurin kirppujen vélinen
etdisyys ja dj pienin kirppujen véalinen etaisyys k:n siirtyman jalkeen. Selvasti Dy >
(n — 1)dg. k 4+ l:nen siirto tuottaa kirppujen vélisen etdisyyden ADy > A(n — 1)dg, joka
on samalla pienin hypanneen kirpun ja muiden kirppujen etaisyyksista. Tasta seuraa, etta
dk+1 > min{dy, A(n — 1)dg. Jos A(n — 1) > 1, jokaisen siirron jélkeen vasemmanpuoleisin
kirppu on siirtynyt ainakin dp:n verran oikealle, joten &arellisen monen siirtymén jalkeen
kaikki kirput ovat pisteen M oikealla puolella.
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Olkoon sitten A\ < Voidaan olettaa, ettd alussa vasemmanpuoleinen kirppu on
n J—

origossa. Olkoon k:nnen siirtymén jalkeen kirppujen sijaintien summa s ja darimmaéisena
oikealla olevan kirpun sijainti wg. Silloin s < nwg. Jos k + 1:ssd siirtymaéssd kirppu
siirtyy pisteesté, jonka koordinaatti on a pisteeseen, jonka koordinaatti on ¢ ylittaen kirpun
pisteessé B, jonka koordinaatti on b, niin sx11 = sp—a+cjac—b = A(b—a) = A(b—c+c—a),

(c—b). Siis

joten ¢ — a =
) T+ A

1+ A
Skl = Sk = — (c—0b).

Jos wg41 = ¢, niin b < wy,, joten

14+ A
Sk41 — Sk > T(wkﬂ — Wy).

Sama epayhtalo on tosi myos, jos ¢ < wy, koska télloin oikea puoli on 0 ja vasen ¢ —a > 0.
Mutta tdméa merkitsee, etta

1+ A S 1+ A
—— W, — S —w —s
\ k k — 2 k+1 k+1
o . 14+ A . . .
kaikilla k. Jokainen wy — Sk on pienempi kuin jokin vakio G. Mutta koska \ < 1
n —
14+ A ..
on 3 > n. Siis

1 1 1
(%/\—H)Wk< (%A—n)war(nwk—Sk):%/\wk—skﬁa

Mutta tdméa merkitsee, ettd {wy} on rajoitettu jono; oli alkuasetelma mika hyvénsa, oi-
keanpuoleisin kirppu ei padse mielivaltaisen kauas.

K 2000.4. Oletetaan, ettd kolme perakkiisnumeroista korttia ¢, ¢ + 1 ja ¢ + 2 ovat eri
laatikoissa, esim. 7 punaisessa, i+ 1 valkoisessa ja i+2 sinisessi. Koska i+ (i+3) = (i+1)+
(i+2)ja(i—1)+(i+2) =i+ (i+1) on i:nnen ja i+ 3:nnen kortin samoin kuin 7 — 1:sen ja
1+2:sen kortin oltava samoissa laatikoissa. Prosessia voidaan jatkaa kumpaankin suuntaan,
ja paadytaan siihen, etta kortit 1, 2 ja 3 ovat erivarisissa laatikoissa; naiden korttien sijoitus
maarad kaikki muut. Eri tapoja sijoittaa kortit 1, 2 ja 3 on 6. Oletetaan sitten, etta ei ole
kolmea perakkaisnumeroista korttia, jotka olisi sijoitettu erivarisiin laatikkoihin. Olkoon
esimerkiksi kortti 1 punaisessa laatikossa. Olkoon 7 pienin ei-punaisessa laatikossa oleva
kortti. Oletetaan, etta ¢ on valkoisessa laatikossa. Olkoon vield k pienin sinisessa laatikossa
oleva kortti. Koska perakkaisnumeroiset kortit eivat ole erivarisissa laatikoissa, on oltava
i+1<k. Koskai+ k= (i—1)+ (k+ 1), kortin k£ + 1 on oltava punaisessa laatikossa.
Mutta i + (k+ 1) = (i + 1) + k, joten kortin i + 1 on oltava sinisessé laatikossa, miké on
ristiriidassa sen kanssa, ettd k on pienin sinisessa laatikossa oleva kortti. Ristiriita valttyy
vain, jos k = 100. Koska (i — 1) + 100 = ¢ + 99, 99 on valkoisessa laatikossa. Osoitetaan
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viela, etta jos 1 < t < 99, niin t on valkoisessa laatikossa. Jos t olisi punaisessa, olisi
t+99 = (t — 1) + 100. Tamé& merkitsee, ettd ¢t — 1 olisi sinisesséd laatikossa, miké ei ole
mahdollista, koska pienin sinisen laatikon kortti on 100. Sijoittelu, jossa 1 on punaisessa
laatikossa, 100 sinisessd ja muut valkoisessa, toimii: jos summa on < 100, korttia ei ole
otettu sinisesté laatikosta, jos se on 101, ei valkoisesta, ja jos yli 101, ei punaisesta. — Eri
tapoja yhdistaa varit ja kortit on jalleen 6.

K 2000.5. Todistetaan yleisempi tulos: Jokaista positiivista kokonaislukua k£ kohden on
olemassa positiivinen kokonaisluku n = n(k) siten, ettd 2™ + 1 on jaollinen n:1l4, 3 on n:n
tekija ja n on jaollinen tasan k:lla ei alkuluvulla. Todistetaan vaite induktiolla. Nojaudu-
taan seuraavaan aputulokseen, joka todistetaan ensin: Jokaista positiivista kokonaislukua
a > 2 kohden on olemassa alkuluku p siten, etté p on tekijins a® + 1:ssi muttei a + 1:ssé.
Oletetaan, ettd a on luku, jolle timé ei pide. Koska a®+1 = (a+1)(a? —a+ 1), jokainen
luvun a? — a + 1 alkutekiji on a + 1:n tekiji. Koska a? —a+ 1= (a+ 1)(a — 2) + 3, vain
3 voi olla a? — a + 1m alkutekiji, joten a®> — a + 1 on kolmen potenssi. Mutta a + 1 ja
my6s a — 2 = a + 1 — 3 ovat jaollisia 3:1la. Téstd seuraa, ettd a? —a + 1 on jaollinen 3:la,
muttei 9:114. Siis a2 —a+1 = 3, miké ei ole mahdollista, jos a > 2. Aputulos on todistettu.
Siirrytéén sitten varsinaiseen induktiotodistukseen. Jos k = 1, luvuksi n = n(1) kéy 3.
Oletamme, ettd jollekin k£ > 1 on olemassa n = n(k) = 37-¢, ¢ > 1 ja t jaoton kolmella,
niin ettd 2" 4+ 1 on jaollinen n:1l1a ja n:lla on k eri alkutekijaa. Silloin n on pariton, mista
seuraa, ettd 227" —2"+1=1"—(-1)"+1 = 0 mod 3. Koska 23" +1 = (2" +1)(22" 2" +1),
237 1 1 on jaollinen luvulla 3n. Aputuloksen mukaan on olemassa pariton kokonaisluku p,
joka on tekijani luvussa 237 + 1 muttei luvussa 2" + 1. Luvulla n(k+1) = 3pn(k) on k+1
eri alkutekijii. (23)? + 1 on jaollinen seké 3n:lld ettéd p:lld, joten n(k + 1) on kelvollinen
luku ja induktioaskel on otettu.

K 2000.6. Olkoot K, L ja M pisteiden G, H ja
J kuvat peilauksissa kolmion ABC kulmien A, B ja
C puolittajissa. Koska kulmanpuolittajat ovat sisdan
piirretyn ympyran halkaisijoita, pisteet K, L ja M ovat
ABC'"n sisaan piirretylla ympyréalla. Osoitetaan, etté
suoran FF peilikuva a suoran HJ suhteen kulkee pis-
teen L kautta. Symmetrian nojalla tasta seuraa, etta
K LM on tehtavassa maaratty kolmio. Pisteet H ja E
ovat samalla puolella suoraa BI, H lahempana BI:ta
kuin E. Oletetaan, ettd myos C' on samalla puolella
suoraa BI kuin ndmé (todistus on muunnettavissa ta-
paukseen, jossa nain ei ole). Olkoot kolmion ABC
kulmat 2«, 20 ja 2v.

Osoitetaan, ettd pisteen E peilikuva suorassa H.J on suoralla BI. Olkoon ¢ suoran
HJ normaali, joka kulkee pisteen E kautta. Olkoon P /:n ja BI:n leikkauspiste ja ol-
koon S HJ:n ja BI:n leikkauspiste. Piste S on janalla BP ja janalla H.J. Osoitetaan,
ettd /PSE = 2/PSH. Kolmion kulman vieruskulmalauseen nojalla ja koska AI L HJ,
/PSH = /BSJ =/AJS — ZJBS = (90° — ) — 8 = . Koska G ja J ovat symmetrisia
suoran BI suhteen, /BSG = /ZBSJ = ~. Kulma BGS = 90° + «, joten S ja C' ovat
samalla puolella suoraa GI. Koska ZI1SG = ZICG, IGCS on jannenelikulmio. Tasta
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seuraa, ettd ZISC = ZIGC = 90°. Mutta tasta seuraa, ettda BCES on jannenelikulmio.
Siis /ZPSE =180° — Z/BSE = /BCFE =2y =2/PSH. Tasta seuraa, ettd P on suoralla
a. Edella suoritettu paattely osoittaa lisdksi, ettd /BPH = /SEH = 3, koska P ja FE
ovat peilikuvia suoran H.J suhteen ja koska BC'ES on jannenelikulmio. Koska L on H:n
peilikuva BI:ssd, /BPL = /BPH = 3 = ZCBP. Siis PL||BC. Koska P on suoralla
a, on todistettava, ettd a||BC. Jos = =, néin on laita. Olkoon  # ~. Olkoot D ja E
suoran BC ja suorien E'F ja HJ leikkauspisteet. (D ja E ovat BC:lla samalla puolella
C:té.) Koska ZBCF =90° — 20 ja ZOBE = 90 — 27 ja koska Z/CFE = Z/CBE (BCEF
on jannenelikulmio), on /ZBDF = 2y — 23. Koska ZHJI = o ja a+ [+ v = 90°, on
/BEJ = 180° — 23 — 90° — o = v — 3. Tasta seuraa, ettd suorien F'F ja H.J valinen
kulma on v — 8 ja @ on BC:n suuntainen. Todistus on valmis.

K 2001.1. Olkoon ZCAB = «, LABC = g,

/BCA =~vjaAO = BO =CO = R. Koska ZBOC = S
2-/BAC = 180° —2- Z0CP, /BAC + ZOCP =

90°. Vaiite tulee todistetuksi, kun osoitetaan, etta

/ZPOC < ZOCP. Téata varten riittaé, ettd osoitetaan,

ettd PC < OP. Suorakulmaisista kolmioista ABP ja

AC'P seka sinilauseesta saadaan

BP — PC = ABcos 3 — AC cos~y B
= 2R(sin~y cos B — cosysin ) = 2Rsin(y — ).

Mutta oletusten perusteella 30° < v — 3 < 90°, joten

BP — PC > Reli R+ PC < BP. Kolmioepéayhtalon

ja kolmion ABC' terdvikulmaisuuden perusteella BP < BO4+0OP = R+OP, josta haluttu
epayhtilo PC < OP seuraakin.

K 2001.2. Koska epdyhtélon vasen puoli on pysyy samana, jos (a, b, ¢) korvataan
(ka, kb, kc):114, voidaan olettaa, ettd abc = 1. On siis osoitettava, etté

On siis todistettava, etta
1 1 1
+ + > 1,
V1+8x V1+8y V1482
kun zyz = 1. Tama tulee todistetuksi, jos lIoydetasan c siten, etta
1 S x€ 1 S y°© 1 S z°
VI+8z — at+yc+ 2 VI+8y = x¢ yc 4 ze’ VI+8z — at 4y 4 2¢

Riittaa, kun todistetaan epayhtaloista ensimmainen. Mutta koska

2
yc +2¢ = <y0/2 - 20/2) + 2(?/2)6/2 2 c/2’
X
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riittaa, kun loydetaan c, jolle
1 e 1 1

> = =
VI+8r — at42x—¢/2 142¢73¢/2 14 2zd

eli 1+ 8z < (1+ 2x%)2. Téamin epdyhtilon molemmat puolet ovat samat, kun x = 1. De-

2
rivaattojen tarkastelu pisteessa x = 1 osoittaa, etta d = 3 on hyva ehdokas eksponentiksi.

On vield todistettava, ettd 14 8z < (1 + 222/3)? eli
x < 2( 2?3 4 ah).

Mutta tama nahdaan heti todeksi aritmeettis-geometrisen epayhtalon perusteella.

K 2001.3. Olkoon P tehtédvien joukko, G ja B kilpailuun osallistuneiden tyttojen ja
poikien joukot ja G(p), B(p) tehtdvin p € P ratkaisseiden tyttojen ja poikien joukot.
Olkoot vield P(g) ja P(b) niiden tehtdvien joukot, jotka g € G taib € B ratkaisi. Olkoon |A|
adrellisen joukon A alkioiden lukumééra. Oletetaan, ettéd jokaiselle p € P joko |G(p)| < 3
tai |B(p)| < 3. Tarkastellaan 441-ruutuista 21 x 21-ruudukkoa, jonka rivit edustavat
tyttoja ja sarakkeet poikia. Véritetddn ruudut seuraavasti: ruutua (g, p) kohden valitaan
p € P(g) N P(g). Véritetddn ruutu punaiseksi, jos |G(p)| < 3, muuten mustaksi. (Jos
(g9, p) on punainen, |G(p)| > 3 ja |B(p)| < 3.) Ruuduista ainakin 221 on toista vérid, ja
koska (ﬂ] = 11, jossakin rivissa on ainakin 11 mustaa neliota tai jossain sarakkeessa
on ainakin 11 punaista neliota. Oletetaan, etta tyttod g vastaavalla rivilla on ainakin 11
mustaa neliota. Silloin ruudun véaritykseen kaytetyn tehtavan oli ratkaissut enintdan kaksi
poikaa. g:n on taytynyt ratkaista ainakin 6 eri tehtavaa. Mutta g on ratkaissut enintaan
6 tehtavaa. Mutta nain ollen g on ratkaissut tasan kuusi tehtavaa, ja jokaisen niista on
ratkaissut enintaan kaksi poikaa. Yhdekséan poikaa ei ole ratkaissut yhtdan samaa tehtavaa
kuin g. Sama ristiriita johdetaan, jos jossain sarakkeessa on ainakin 11 punaista neliGta.

K 2001.4. Oletetaan, ettd milldén b # ¢ ei ole S(b) = S(c) mod n!. Lasketaan summa
>~ S(a) yli kaikkien permutaatioiden a ja johdetaan ristiriita summan n!:lla jaollisuudesta.
Summassa jokaisen k; tulee kerrotuksi (n — 1)! kertaa jokaisella luvuista 1, 2, ..., n. k;mn
kerroin summassa on siten i

(n—1)! Z (n+1)!

Koska sama patee joka kertoimelle,

n

> " S(a) n+1) > k. (1)

j=1
Jos mitkaan kaksi lukua S (a) eivit ole kongruentit modulo n!, lukujen S(a) jakojadnnokset
nl:lla jaettaessa ovat 0, 1, 2, , n! —1. Siis

Z S(a) = n' — 1)n! mod n!.
Jos m on parillinen, niin (1):ssé esuntyva summa on n!:n monikerta. Koska n! — 1 on

n! —1)n!
pariton, % ei ole n!:n monikerta.
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K 2001.5. Merkitdan kolmion ABC' kulmia tavan-
omaisesti a:lla, B:1la ja v:lla. Jatketaan AB:ta pistee-
seen X siten, ettd AX = AB + BP ja kiinnitetdan Y
suoralla AC niin, ettd AXY on tasasivuinen. Kolmio
BXP on tasakylkinen, ja koska Z/PBX = 180° — j3,
/ZBXP = (/2. Koska AQ + QY = AB + BX =
AB + BP = AQ + @QB, niin QY = @B ja siis
/QBY = ZQY B. Koska kolmion AXY on tasasivui-
nen ja AP on kulman CAB puolittaja, PY = PX.
Osoitetaan, etta B, P ja Y ovat samalla suoralla.
Ellei nain ole, kolmio BPY on oikea kolmio. Nyt
/PBQ = /PXB = /ZPY(Q = [(3/2. Naistd seuraa
/YBP = /ZPYB ja PY = PB ja siis PX = PY =
PB = BX. Kolmio BPX on siis tasasivuinen, joten
B/2 = 60° ja o + [ = 180°. Koska tdméa ei ole mahdollista, BPY on degeneroitunut.
Mutta télléin Y = C. Koska kolmio BCQ on tasakylkinen, 120° — § = ~v = (3/2, joten
8 = 80° ja v =40°.

K 2001.6. Tehdaan vastaoletus: ab + cd on alkuluku. Nyt
ab+cd = (a+d)c+ (b—c)a=mn,
missd n =s.y.t.(a+d, b —¢). Joko m =1 tai n = 1. Oletetaan, ettd m = 1. Silloin
n=ab+cd>ab+cd—(a—b+c+d)=(a+d)(c—1)+(b—c)(a+1)>0.

Koska (a+d)(c—1)4+(b—c)(a+1) on jaollinen n:ll4, se on > n. Johdutaan siis ristiriitaan
n > n. Oletetaan sitten, ettd n = 1. Sijoitetaan ac + bd = (a + d)b — (b — ¢)a tehtévin
yhtéloon ac +bd = (b+d+a —¢)(b+d — a + ¢); saadaan

(a+d)(a—c—d)=((b—c)(b+c+d).
Koska n = 1, on olemassa positiivinen kokonaisluku k, jolle patee

a—c—d=k(b-oc),
b+c+d=k(a+d).

Kun ndmé yht&lot lasketaan puolittain yhteen, saadaan a+b = k(a+b—c+d) ja k(c—d) =
(k—1)(a+1b). Jos k =1, saadaan ¢ = d, mika ei ole tehtdvéin oletusten mukaista. Jos
k > 2, niin
k a+b
2> = > 2.

“ k-1 c¢—d
Jalleen ristiriita. Oletus, ettd ab 4+ c¢d on alkuluku, johtaa aina ristiriitaan, joten se on
vaara.
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K 2002.1. Merkitdén a;:114 niiden S:n sinisten alkioiden (h, k) lukumaéaréa, joilla h =4
ja olkoon b; niiden S:n alkioiden (h, k) lukuma&éri, joille & = ¢. Tyyppiéd 1 olevien S:n
osajoukkojen lukumaara on agay - - - a,—1 ja tyyppia 2 olevien osajoukkojen lukumaara on
boby - - - b,,_1. Vaite tulee todistetuksi, jos voidaan osoittaa, etta jonoissa ag, a1, ..., Gn_1
jabg, by, ..., b,_1 eli a-jonossa ja b-jonossa on samat luvut, mahdollisesti eri jarjestyksessa.
Olkoon nyt ¢; suurin k, jolle (i, k) on punainen. Jos (i, k) on sininen kaikilla k, asetetaan
¢, = —1. Jos i < j ja (j, ¢j) on punainen, niin myds (i, ¢;) on punainen, joten ¢; < ¢;.
Koska (i, k) on punainen kaikilla k£ < ¢; ja (4, k) on sininen kaikilla k > ¢;, niin jono ¢y,
€1, ..., Cn_1, C-jono, maarittaa taysin S:n alkioiden varityksen. Tarkastellaan nyt S:n
sijasta joukkoa S;, jonka c-jono on c¢q, ¢1, ..., ¢;, —1, ..., —1. Siis 5,,_1 = S. Olkoon
vield S_1 joukko, jonka c-jono on —1, —1, ..., —1; téssa joukossa kaikki alkiot ovat sinisié.
Osoitetaan, ettd S_1:n a-jonossa ja b-jonossa on samat alkiot ja ettd jos nain on joukossa
S;, niin samoin on joukossa S;+1. Joukon Sy a- ja b-jonot ovat molemmat n—1, n—2, ...,
2, 1. Joukon S; ¢ ensimmaista a-jonon lukua ovat samat kuin S:n a-jonon i ensimmaista
lukua ja a;41 =n—i—1, a;42 =n—1i—2 jne. Joukossa S; 41 alkioiden véritys on muuten
sama kuin joukossa S;, mutta alkiot (i+1, 0), (i+1, 1), ... (i 41, ¢;+1) ovat S;:ssé sinisié
ja Siy1:ssé punaisia. Siis S;y1:8s8 a;41 = (n—i—1)—(¢j41+1) =n—1i—c;41 —2. Muuten
Sim ja S;41:n a-jonot ovat samat. Joukossa S; ovat b, 41, be, 42 jne. samat kuin joukon S
b-jonon vastaavat luvut. Sen sijaan by =n—t1—1,by =n—1—-2,...,b,, =n—1—¢; — 1.
Siirryttaessa joukosta S; joukkoon S;yi luvut bg, ..., be, , pienenevit kukin yhdelld ja
muut b-jonon luvut pysyvat ennallaan. Jonosta siis poistuu n — ¢ — 1 ja tulee tilalle
n —1 — Ci+1 — 2. b-jonon muutos on tasan sama kuin a-jonon, joten a- ja b-jonon lukujen
tulo on S;y1:ss8 sama. Induktioperiaatteen nojalla ndin on myos joukossa S,—1 = S.

K 2002.2. Koska FA = FO = AO, ZAOF = 60° <
ZAOC. Puolisuora C'A on puolisuorien C'F ja C'E va-

1
lissd. Koska ZBOD = 3 /BOA = /ZBCA, OD||CA.

Nelikulmio ADQOJ on siis suunnikas. Siis AJ = 0D =
FA. Tasta seuraa, ettd J on samalla puolella suoraa
EF kuin C, ja siis kolmion ECF sisélla. Pisteet F,
J, O ja E ovat kaikki A-keskiselld ympyralla. Keha-

1
kulmalauseen perusteella ZEFJ = 3 /ZFEAJ. Mutta

kehakulmalause alkuperaiseen ympyraan sovellettuna

antaa /FAJ = /EAC = ZEFC. Piste J on siis
kulman EFC puolittajalla. Mutta A on kaaren EF

keskipiste, joten J on myos kulman ECF puolittajalla. Se on siis kolmion FCF' sisdan
piirretyn ympyran keskipiste.

K 2002.3. Jotta tehtavassd kuvattu tilanne voisi ilmetd, on oltava m > n. Olkoot
q(z) ja r(z) kokonaislukukertoimisia polynomeja, joille 2™ + z — 1 = q(z)(z™ + 22 —
1) + r(x) ja r(r)m aste on < n. Nyt luku 2" + 22 — 1 on 7(x):n tekiji ddrettomin
monella kokonaisluvulla z. Mutta kaikilla tarpeeksi suurilla luvuilla 2™ + 22 — 1 > r(z).
Siis on oltava r(z) = 0, joten 2™ + x — 1 = q(z)(z™ + 22 — 1). Mutta 2™ + 2 — 1 =
™ ("2 1) -2 T T 1 = 2™ (222 - 1)+ (1—x) (2™ T ™ 1),
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Niin ollen 2" + 22 — 1 on my6s polynomin ™~ "+ 4 2™~ —1 tekiji. Siism—n+1 > neli
m > 2n—1. Edelleen 2™+ —1 on polynomin ™ "1 4gm=n 1 —gm=2ntl(pn 442 1) =
pmT — pmT2nd3 g gmeindl ] gme2nd3(gpn=3 1) 4 (g2 1) tekijd. Jos n > 3
jam > 2n — 1, viimeinen polynomi on aidosti negatiivinen kaikilla x € (0, 1). Toisaalta
Bolzanon lauseen nojalla 2™ +2x2 —1:114 on nollakohta vililla (0, 1). Siis ainoa mahdollisuus
onn=3jam=5 Koskaa®+x—-1=(2?-2+1)(z>+22—-1),n=3jam=2>5on
ratkaisu.

K 2002.4. Koska didj, = n, dadp_, = n jne. ja d; > j kaikilla j, niin d; < % dy < g
ceey dk—l—l—j < ﬁ,, ... Siis

J

Mutta
1 N 1 . 1 1 N 1 1 P
1-2 2.3 S\l 2 2 3 -

Siis d < n2. Epéayhtilo on aito, koska d on #rellinen summa. Jos n on alkuluku, d = 1-n,
ja d on n?:n tekiji. Olkoon sitten n yhdistetty luku ja olkoon p n:n pienin alkutekija.
2
n
p
2

n
Silloin d,_1 = — jad > dx_1d = . Mutta n?:n pienin ykkosti suurempi tekija on p,
b

3

joten jos d on n?:n tekiji, niin d < —. Siis d ei ole n?:n tekiji, jos n on yhdistetty luku.

< |

K 2002.5. Sijoitetaan yhtdloon = =y ja u = v = 0. Saadaan 4f(0)f(z) = 2f(0). Siis
1 1
joko f(0) = 0 tai f(x) = 3 Funktio f(z) = 5 toteuttaa yhtdlon. Oletetaan sitten,

etti f(0) = 0. Asetetaan z = uw = 1 jay = v = 0. Saadaan f(1)®> = f(1). Siis
f(1) =0 tai f(1) = 1. Oletetaan, ettd f(1) = 0. Asetetaan u = v = 1, y = 0. Saadaan
0 = 2f(x). Funktio f(x) = 0 toteuttaa selvésti yhtdlon. Oletetaan sitten, ettd f(1) =
1. Sijoitetaan x = 0, u = v = 1. saadaan 2f(y) = f(—y) + f(y) eli f(—y) = f(y).
Riittda siis, ettd mééritetddn f(x)m arvot, kun = > 0. Todistetaan induktiolla, etta
f(n) = n? kaikilla ei-negatiivisilla kokonaisluvuilla n. Viite on tosi, kun n = 0 ja n = 1.
Oletetaan, etta se on tosi arvoilla n — 1 ja n. Asetetaan x = n, y = u = v = 1. Saadaan
2(f(n) +1) = f(n—1)+ f(n+1)eli 2n? +2 = (n — 1) + f(n + 1). Tamé sievenee
muotoon f(n + 1) = (n + 1)2, ja induktioaskel on otettu. Olkoon sitten z = n, u = %,
2

y =v = 0. Saadaan f(n)f (%) = f(m)eli f (%) = % Kaikilla rationaaliluvuilla ¢ on
siis f(q) = ¢®. Asetetaan nyt z = u, y = v = 0. Saadaan f(z)? = f(2?). Siis f(z) >0
kaikilla reaaliluvuilla z. Asetetaan u = y, v = z. saadaan (f(z) + f(y))? = f(z% + y?)
eli f(z?+y?) = f(2)?>+2f(x)f(y) + f(y)? > f(x)? = f(2?). Téstd nidhdadn, ettd f on
kasvava positiivisten lukujen joukossa. Jos x on mielivaltainen reaaliluku, sitd voidaan
approksimoida alhaalta ja ylhaalta z:aa kohti suppenevilla rationaalilukujonoilla r,, ja q,.
Siis 72 = f(rn) < f(x) < f(q,) = ¢2. Tésti seuraa, etti f(z) = x2.

K 2002.6. Tarkastellaan ensin kahta yksikkoympyraa, I'y ja I's; naiden keskipisteet
ovat O ja P. Olkoot O:n kautta piirrettyjen I's:n tangenttien sivuamispisteet X ja Y.
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1 2
sin(ZPOX) = Op joten ZYOX > op" I'y ”varaa” kulman ZY OX ja sen ristikulman;

jos suora ei saa leikata I'y:sta, I's:sta ja kolmannesta ympyrasta kuin kahta, kolmannen
ympyran on oltava kokonaan mainittujen kahden kulman ulkopuolella. Tehtavan merkin-
noin

kaikilla 7.

Tarkastellaan sitten kolmea yksikkoympyraa I'y, I's ja
I's, jotka sijaitsevat niin, ettda mikaan suora ei leik-
kaa niista kaikkia kolmea; ympyroiden keskipisteet
ovat O, P ja Q. Jos A on OP:n keskipiste ja A:n
kautta piirretty I';:n ja I';:n yhteinen tangentti si-
vuaa ['5:ta pisteessi B. Olkoon OC||AB. Jos piste @
olisi kulman Z/POC'" aukeamassa, jokin suora leikkaisi
kaikki kolme ympyraa. Siis ZPOQ > ZPAB. Mutta

2 2
sin(£PAB) = Op’ joten ZPOQ > Op" Symmetrian //’

perusteella on myos ZPOQ > i
oQ

Tarkastellaan n:a4 pistettd O;. Naista jotkin m, m < n, muodostavat kuperan m-kulmion,

ja loput ovat taman monikulmion sisapisteitd. Oletetaan mukavuuden vuoksi, etta O,,, O

ja Oy ovat m-kulmion vierekkaisia karkia ja ettd £0,,0102 on n—2:n kulman Z0;110,0;,

1 =2,3,...n—1summa. Jokainen naista on edellisen tarkastelun mukaan ainakin suurempi

luvuist 2 Sij
uvuista —— . Siis
010;" 0109
n !
2

E < £0,,0104,

— 010;

7j=2
missa vasemmanpuoleisessa summassa on n — 2 termia; esimerkiksi pienin voidaan

15

jattad pois. Koska kuperan m-kulmion kulmien summa on (m — 2)m, saadaan toistamalla

paattely eri karkien kohdalla
12

< 0,0,

< (m—2)m.

i
Summassa ovat mukana kaikki muut kunkin karkipisteen ja muiden pisteiden etéisyydet
paitsi jokaisen ¢:n kohdalta puuttuu se j, jolle O;O; on suurin. Monikulmion sisapisteissa
patee alussa johdettu arvio. Kun ndmé yhdistetadn, saadaan

< (n—2)m.

Summasta puuttuvien termien huomioon ottamiseksi havaitaan, etta tiettyja summassa
mukana olevia n—2:ta termié kohden on ehka lisattava yksi, joka on kaikkia naita pienempi.
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Lopullinen summa on siis enintdan

n—1

S'—i-;S': S’

n— 2 n—2

Siis

1 T
Z <(n-—1)=.
oy 0,;0; 2

Tassa summassa jokainen etaisyys esiintyy kahdesti, joten

1 T
T
20102<(” )

i<j

K 2003.1. Tarkastellaan joukkoa D = {z —y | =,y € A}. Joukossa D on enintdin
101-100 4 1 = 10101 alkiota. Jost € A; N Aj, niin t =z +t;, =y + t;, joten t; —t; € D.
Jos voidaan valita 100 lukua ¢;, niin, ettd mikaén ¢; — t; ei ole joukossa D, tehtéva on
suoritettu. Valitaan t; mielivaltaisesti. Oletetaan, etta on jo valittu luvut tq, to, ..., t,
k <99. Jokainen jo valittu luku = estda valitsemasta seuraavaksi mitdan joukon x + D =
{z+y |y € D} alkiota. Kiellettyja alkioita on siis enintddn 10101k < 9910101 = 999999.
k 4+ 1:nen alkio voidaan siis valita.

K 2003.2. Tehtavan yhtalosta nahdaan heti, etta jos b = 1, jokainen parillinen a toteuttaa
yhtalon, ja ettd jos b = 2a, yhtdlo toteutuu. Oletetaan siis, ettd b > 1 ja ettd 2a # b.

Oletetaan, etti a? = k(2ab?> — b> + 1), missd k on positiivinen kokonaisluku. Silloin
b 1 b 1 1
202 =3 +1>0e€lia > 3 o2 > §—§6112a>b—1. Siis 2a > b, ja koska 2a # b,

2a > b. Koska k > 1, a® > b2(2a —-b)+1> b2, ja a > b. Luku a toteuttaa toisen
asteen yhtilon a? — 2kb%a + k(b3 — 1) = 0. Jos tilld yht#lolli on kokonaislukujuuri ay, sen
toinenkin juuri on kokonaisluku, koska a; + as = 2kb%. Juurista suurempi, sanokaamme
ai, on > kb® > 0. Koska juurien tulo on k(b — 1), pienempikin juuri on positiivinen.
Yhtélon molemmat juuret ovat alkuperiisen tehtdvan ratkaisujen a-lukuja. Liséksi

k(P —1) _ k(- 1)

o S <b.

Ao —

Alussa tehdyista oletuksista seuraa, ettd on oltava b = 1 tai as = 3’ ja jalkimmaisessa

b2 bt b
tapauksessa b:n on oltava parillinen: b = 2¢. Lisdksi on oltava k = 1 ja ap = 5 T 5=

8¢* — ¢. Mahdollisia ratkaisuja on siis kaikkiaan kolme sarjaa: (a, b) = (2¢, 1), (a, b) =
(¢, 2¢) ja (a, b) = (8¢c* — ¢, 2¢), missi ¢ on mielivaltainen positiivinen kokonaisluku.
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K 2003.3. Todetaan ensin, ettd jos kolmiossa PQR
L on sivun PQ keskipiste ja ZQRP > 60°, niin

3
RL < gPQ, ja yhtasuuruus vallitsee vain, kun kol-

mio PQR on tasasivuinen. Jos nimittdin PQS on
tasasivuinen kolmio ja S ja R ovat samalla puolella
suoraa P@, niin R on kolmion PQS ympari piirre-
tyn ympyran sisalla. Tama ympyra puolestaan on L-
keskisen S:n kautta kulkevan ympyran sisapuolella ja

LS = ?PQ.

Olkoon nyt ABCDEF tehtavan kuusikulmio. Tarkas-
tellaan sen lavistajia AD, BE ja C'F. Niiden leikkaus-
pisteet muodostavat (mahdollisesti pisteeksi surkastu-
neen) kolmion. Siten ainakin kahden lavistdjan vali-
nen kulma on > 60°. Olkoot nama lavistdjat esimer-
kiksi AD ja BE. Olkoot M ja N AB:n ja DFE:n keski-
pisteet ja olkoon P AD:n ja BE:n leikkauspiste. Kol-
mioepayhtalon ja tehtavan oletuksen perusteella on

MN < MP + PN < g(AB—i-DE) — MN.

I
E N D
F
Cc
A M ﬁB

Alussa tehdyn havainnon perusteella kolmioiden ABP ja DEP on oltava tasasivuisia.
Lavistaja C'F leikkaa ainakin toisen lavistajistd AD, BE ainakin 60°:een kulmassa. Olkoon
se AD ja olkoon leikkauspiste (). Toistamalle edellinen paattely ndhdaan, ettd kolmiot
AFQ ja CDQ ovat tasasivuisia. Mutta nyt myés C'F:n ja BE:n vélinen kulma on 60°.
Olkoon naiden lavistajien leikkauspiste R. Samoin kuin edelld ndhdaan, ettda myos BCR ja
EFR ovat tasasivuisia kolmioita. On siis todistettu, ettd jokainen kuusikulmion kulmista

on 120°.

K 2003.4. Simsonin lauseesta seuraa, etta P, @ ja
R ovat samalla suoralla. Koska kulmat ZDPC ja
/ZDQC ovat suoria, pisteet D, @), C ja P ovat sa-
malla ympyralla. Siis ZQCD = ZQPD. Samoin
ZQAD = ZQRD. Kolmiot ACD ja RPD ovat siis yh-
denmuotoiset. Samalla tavoin johdetaan yhdenmuo-
toisuudet DAB ~ DQP ja DBC ~ DR(@. Néin ollen

DA _ DR
DC  DP’

Mutta myo6s
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DR RQ DP QP
DB~ BC' DB BA

Siis
DA QR BA
DC  PQ BC’

Siis PQ = QR, jos ja vain jos
DA _ BA
DC  BC’

BA
Mutta kulman ZABC puolittaja jakaa AC:n suhteessa B0 ja kulman ZADC puolittaja

AD
jakaa AC:n suhteessa oleh Jakopisteet yhtyvét, jos ja vain jos PQ = QR.

K 2003.5. Tehtavan epayhtalo ei muutu, jos jokaiseen x;:hin lisdtdan sama vakio. Voidaan
siis olettaa, ettd 3, ;x; = 0. Selviisti

Do lwj— il =2 (w5 — ).

1,j=1 1<j
Oikean puolen summassa x; esiintyy ¢« — 1 kertaa ja —xz; n — ¢ kertaa. Summa on siis

n

2(21' —n—1)z;,

=1

joten
n n
S - a=2) (2i —n— 1)z
ij=1 i=1

Cauchyn—Schwarzin epayhtalon perusteella

n 2 n n
> olmi—agl | <4) @Qi—n—1)%> a7,
=1

i,j=1 i=1

n n

2(21' —(n41))?%= Z (4i% — 4i(n + 1) + (n + 1)?)
o+ 1)@2n+1) (n+1)

=4 —4(n+1)2

+n(n+1)?

n—1
3

(2n—|—1)—2(n+1)+(n+1)) R i %n(n2—1),

[SVIN )

=+ 1) (
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joten
2

n
4
Z |z — x| | < gn(n2 -1) Z:L‘ZQ
i,j=1 i=1
Toisaalta alussa tehdyn oletuksen perusteella

n

n n n n n

2 _ 2 , , 2 _ 2

E (x; —xj) —ng a:j—2§ ng a:]—i-ng xj—2ng xs.
=1 =1 j=1 j=1 i=1

2,7=1

Siis todellakin )

n

S lwi-al | <5213 - ay)

i,j=1 i,j=1

Cauchyn—Schwarzin epayhtalon yhtasuuruusehdosta seuraa, ettd yhtasuuruus vallitsee,
kun x; = a(2i —n — 1) kaikilla ¢. Talléin (z;) on aritmeettinen jono. Olkoon toisaalta

x1, T2, ..., T, aritmeettinen jono, jonka summa on 0 ja erotus d. Silloin z; = x1+(i—1)d =
d 2
3 <2i + % — 2). Mutta tehdyn oletuksen mukaan —x; = =, = x1 + (n — 1)d, joten

2x1 = (1 —n)d. Siis z; = 5(22 —n — 1), ja yhtdsuuruus vallitsee.

K 2003.6. Koska

pP—1
=1
luvulla s on ainakin yksi alkutekija ¢, joka ei ole kongruentti luvun 1 kanssa modulo
p?. Viitetdsn, ettd ¢:lla on tehtivissi vaadittu ominaisuus. Vastaoletuksena oletamme,
ett2£i jollain kokonaisluvulla n on n? = p mod ¢q. Koska ¢ on luvun p? — 1 tekija, on
n?” = pP = 1 mod ¢. Koska g on alkuluku, n9~! = 1 mod ¢q. Eukleideen algoritmin avulla
nahdédn, ettd jos d on p?m ja ¢ — 1:n suurin yhteinen tekiji, niin n¢ = 1 mod ¢. Luku p?
ei ole luvun ¢ — 1 tekijia. Lukujen ¢ — 1 ja p? suurin yhteinen tekijs voi olla 1 tai p. Tésté
seuraa, etti n”? = 1 mod ¢. Niin ollen p = 1 mod ¢. Siis 1 +p+---+p?~! = p mod gq.
Koska ¢ on luvun 1 + p + --- + pP~! tekija, p = 0 mod ¢. Johduttiin ristiriitaan, joten
vastaoletuksen taytyy olla vaara.

K 2004.1. Koska BCNM on jannenelikulmio,

s =14p+p*+---+pP ! =p+1modp?,

IMNA=180°—-ZCNM = LABC.

Samoin ZAMN = ZACB. Oletuksesta seuraa, etti
/ABC # ZACB, joten ZAMN # ZANM. Kol- N
mio OMN on tasakylkinen, joten kulman ZMON

puolittaja on myos sivun M N keskinormaali. Siis
MR = NR. Kolmioissa AMR ja ANR on kaksi pa- B\ o L / ¢

ria yhta pitkia sivuja ja yksi pari yhta suuria kulmia.
Koska kulmat ZAMN ja ZANM ovat eri suuria,
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mutta /NMR = /ZMNR, on ZAMR # ZANR. Yhtenevyyslauseen ssk perusteella on
siis ZAMR = 180° — ZANR. Tama merkitsee, ettd AM RN on jannenelikulmio. Tasta
puolestaan seuraa, ettd /M RA = ZMNA ja ZARN = ZAMN. Leikatkoon AR sivun
BC pisteessa L. Kolmiosta ABL saadaan ZALC = ZABC + ZBAL ja kolmiosta AMR
samoin /RMB = /M RA+ ZRAM. Edella sanotun perusteella kulmat ZALC ja ZRM B
ovat samat. Tama merkitsee, ettd M BLR on jannenelikulmio. Aivan samoin todistetaan,
ettd NRLC on jannenelikulmio. Sivun BC piste L on siis molempien kolmioiden M BR
ja NRC yhteinen piste.

K 2004.2. Osoitetaan, etti kysytyt polynomit ovat P(x) = asz? + asx?, missi a4 ja as

ovat mielivaltaisia reaalilukuja. Koska a = b = ¢ = 0 toteuttaa tehtavassa annetun ehdon,
on 3P(0) = 2P(0) eli P(0) = 0. Edelleen kaikilla = luvut a = z, b = ¢ = 0 toteuttavat
annetun ehdon, joten P(x) + P(—z) = 2P(x) = 0. Siis P(z) = P(—x). Polynomissa, joka
on samalla parillinen funktio, kaikkien x:n parittomien potenssien kertoimet ovat nollia.
Tehtdvan ehdon toteuttavia lukukolmikkoja on &arettomén paljon: jos (a, b, ¢) toteuttaa

yhtélon, myds (ta, th, tc) toteuttaa sen kaikilla ¢ € R. Esimerkiksi (1, 2, —g) toteuttaa
ehdon ja siten kaikki lukukolmikot (3¢, 6¢, —2¢). Siis P(—3t) + P(8t) + P(—5t) = 2P(Tt)
kaikilla ¢ € R. Kaksi polynomia on identtisesti samoja vain, jos niiden kaikki kertoimet
ovat samoja. Jos siis P(z) = aox? + agx* + . . ., niin agy (32F + 8%F + 52F) = 2. 72kay;,. Nyt
32482452 = 98 = 2.7? ja 31481 +5% = 4802 = 2-7%. Mutta 86—2.76 = 2(217—-493) > 2(128-
1000—125000) > 0, ja kun k > 8, niin 8% —2.7%F = (7T+1)F —2.78 > 7k 4+ k. 7k—1 2.7k > 0.
Ainoat polynomit, jotka voivat toteuttaa ehdon, ovat polynomit P(z) = asz? + asz*. On
vield osoitettava, ettd kaikki téllaiset polynomit toteuttavat tehtédvan ehdot. Jos Pi(z) ja
P»(z) ovat tehtdvén ehdot tayttévid polynomeja, niin aP; (x) 4 P (x) ovat myos tehtavén
ehdot tayttiviid polynomeja kaikilla o, 3 € R. Riittéa siis, ettd todetaan polynomien z?
ja x? toteuttavan tehtivin ehdot. Jos ab+bc+ca = 0, niin (a —b)? + (b—c)? + (c—a)? =
2(a® + b% + ¢®) — 4(ab + bc + ca) = 2(a®> +b*> + 2) ja 2(a+ b+ c)? = 2(a® + > + ) +
4(ab + be + ca) = 2(a? + b? + ¢?). Polynomi x? toteuttaa tehtiviin ehdon. Samoin ehdoin
2(a+b+c)t =2(a® + 1?4+ ¢?)? = 2(a* + b* + ¢*) + 4(a®b? + b*c? + 2a?) ja (a—b)* + (b—
)+ (c—a)* = 2(a*+b* 4+ ¢*) —4(a®b+ ab® + bPc+ bc® + ac® + a3c) + 6(a?b? + b*c* + ?a?).
On siis néytettiava, ettd 2(a®b + ab® + b3c + be + ac® + a3c) = a?b? + b2 + c?a®. Mutta
0 = (ab+bc+ca)? = a?b? +b%c? + c2a® + 2(ab’c+ a?be+ abc?). Onkin siis ndytettivi, etti
a’b+ab3+b3c+bcd +acd+adctab®c+a?bet-abc® = 0. Mutta a®b+a?be = a?(ab+bc) = —a’e,
b3c+ab?c = b2 (be + ca) = —ab? ja ac® + abc? = ¢*(ca+ ab) = —bc®. Kun ndmi sijoitetaan
edelliseen lausekkeeseen, nahdain, ettd yhtilo toteutuu. Siis 2* toteuttaa yhtilon, ja viite
on todistettu.

K 2004.3. Osoitetaan, etta peitto on mahdollinen jos ja vain jos luvuista m ja n yksi on
jaollinen kolmella ja yksi neljéilla eikd kumpikaan luvuista m, n ole 1, 2 tai 5. Oletetaan
ensin, ettd jokin m X n-suorakaide on peitetty koukuilla. Jokaista koukkua A kohden
on yksi ja vain yksi koukku B, joka peittad koukun A sisdan jaavan "poukaman”. A ja
B voivat yhdistya vain kahdella eri tavalla, joko 3 x 4-suorakaiteeksi tai ei-konveksiksi
kahdeksankulmioksi, jonka sivut ovat 3, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2. Kummassakin kuviossa on 12
neliota, joten peitto voi onnistua vain, jos mn on jaollinen 12:1la. Osoitetaan, etta joko m
tai n on jaollinen 4:11a. Ellei nain ole, sekd m ettd n ovat parillisia. Numeroidaan rivit ja
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sarakkeet ja kirjoitetaan luku 1 jokaiseen sellaiseen ruutuun, jonka rivi- ja sarakenumeroista
tasan toinen on neljalla jaollinen ja 2 jokaiseen sellaiseen ruutuun, jonka seka rivi- etta
sarakenumero on neljalla jaollinen. Koska riveja ja sarakkeita on parillinen méaara, koko
ruudukkoon kirjoitettujen lukujen summa on parillinen. Toisaalta 3 x 4-suorakaiteeseen
kirjoitettujen lukujen summa voi olla vain 3 tai 7 ja edella kuvattuun kahdeksankulmaiseen
koukkuyhdistelmaan kirjoitettujen lukujen summa voi olla vain 5 tai 7. Tasta seuraa, etta
koukkupareja on oltava parillinen maara, josta puolestaan seuraa, ettd mn on jaollinen
24:11a. Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd kumpikaan luvuista m ja n ei olisi jaollinen
neljalla. On selvaa, ettd kumpikaan luvuista m ja n ei voi olla 1 tai 2. Myoskaan 5 ei tule
kyseeseen, kuten helposti ndhdéaan, jos yritetaan sijoittaa koukkuja viiden nelion pituiselle
sivulle.

On vield osoitettava, ettd esitetyt valttdmattomat ehdot ovat riittéavid. Jos 3 |m ja 4 | n
tai 4 | m ja 3 | n, asia on triviaali: 3 x 4-suorakaiteet riittévét. Jos 12 | m jan ¢ {1, 2, 5},
3 /n, 4 /n, niin n = 3a + 4b joillain positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b (riittdéd, kun
havaitaan, ettd 7, 11, 13, 14, 17 ja 19 ovat tdtd muotoa). m x n suorakaide voidaan jakaa
m X 3a- ja m x 4b-suorakaiteiksi, jotka voidaan peittaa 3 x 4-suorakaiteilla.

K 2004.4. Symmetrian perusteella riittda, kun osoitetaan, ettd t1 < to +t3. On voimassa

- - 1 1 1 t;  t

)t = =+ = —(ty +t RN
PO "+1(t2+t3)+t1(2+3)+ 2 (tﬁm)
=1 =1 1<i<j<n

(i, 9)#(1,2), (1, 3)
Aritmeettis-geometrisen epayhtilon perusteella

1 1 2 ti  t
to +t3 > 2/tats  ja t—+t—322.

_ + _ Z —,
to  t3 T W/lal3 J i

Oletuksen perusteella on siis, kun merkitdan a = t1/+/tot3,

2t1 2\/t2t3 n 2
2 2
n 1>n + 2 -2 =2a+—-+n"—4.
+ + ot i + 9 .

a toteuttaa toisen asteen epayhtilon 2a + 2/a — 5 < 0, jonka ratkaisujoukko on (1/2, 2).
Siis t1 < 2\/% <ty + 3.

K 2004.5. Voidaan olettaa, ettd P on kolmiossa BC' D
ja kolmiossa ABC. Oletetaan ensin, ettd ABCD
on jannenelikulmio. Leikatkoon BP AC:n pisteessa
K ja DP AC:n pisteessd L. Tehtavan oletuksesta
ja kehakulmalauseen seurauksista ZABD = ZACD,
/BCA = ZBDA seuraa, ettd kolmiot ABD, KBC
ja LC'D ovat yhdenmuotoiset. Tasta seuraa /PLK =
/PKL,joten PK = PL. My0s kolmiot ADL ja BDC'
ovat yhdenmuotoisia. Siis

AL AD KC
BC BD BC’

Siis AL = KC. Mutta tasta seuraa, ettd kolmiot ALP
ja CK P ovat yhtenevié (sks). Siis AP = CP.
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Oletetaan sitten, ettd AP = PC. Oletetaan, ettd kolmion BC' P ympari piirretty ympyra
leikkaa suoran DC my6s pisteessd X ja suoran PD myos pisteessa Y. Silloin ZPXC =
/PBC = ZABP. Tasta seuraa, etta kolmioit ABD ja PX D ovat yhdenmuotoisia. Siis
AD  BD
PD DX’
Tésté seuraa, ettd kolmiot PDA ja X DB ovat yhdenmuotoisia (sks), joten
BX BD XD (1)
AP  AD PD’

Koska PY XC' on jannenelikulmio, ZPY X = ZPCD. Kolmiot DPC ja DXY ovat siis
yhdenmuotoisia. Siis

YX XD 9

TP = PD (2)
Koska AP = PC, yhtildista (1) ja (2) seuraa BX =Y X. Néin ollen ZDCB = ZDCP +
/PCB = /PYX + /PYB = /XYB = /XBY = /XPY = /PDX + /PXD =
/ADB+/ZABD = 180°—ZDAB. Edellisen yhtaloketjun ensimmaisen ja viimeisen kulman
yhtasuuruus osoittaa, ettd ABC'D on jannenelikulmio.

K 2004.6. Jos luku paattyy nollaan ja sen toiseksi viimeinen numero on parillinen, luvulla
ei ole vuorottelevaa monikertaa. Osoitetaan, etta kaikilla muilla luvuilla, siis luvuilla, jotka
eivat ole jaollisia 20:114, sellainen on. Merkitdan numeroin ay, ag_1, ..., a1 kirjoitettavaa
lukua @rary1...a;. Merkinté u*||a tarkoittaa, ettd u* | a, mutta u**1 fa. Osoitetaan
ensin, etta kaikilla luvun 2 potensseilla on vuorotteleva monikerta, jonka numeroiden lu-
kuméaara on parillinen. Tahan riittaa, jos voidaan konstruoida paattymaton jono valiin
[0, 9] kuuluvia kokonaislukuja a,, niin, etti a, = n + 1 mod 2, 22"~ !||as, _1a2,_2...a1 ja
22n+1 |@znazn—_1 - - - a1 kaikilla n. Aloitetaan konstruktio luvuista a; = 2 ja ag = 7. Olete-
taan, ettd jono on jo konstruoitu lukuun as, asti. Asetetaan ag,,; = 4. Koska 22"%2||4 -
102" ja 22"*Tl||@g,a2, -1 ... a1, niin 22"V Y| ag,1a2, ... a1. Merkitidin ag,5102, ... a1 =
227+l A missi A on pariton luku. Luvun ag,,o on nyt oltava pariton ja on oltava
22”+3Ha2n+2a2n+1 Lo.ap = a2n+2-102”+1+a2n+1a2n Lo.ap = 22”+1(a2n+252”+1+A). Tama
toteutuu, jos 5as,42 + A =4 mod 8. Lineaarisella kongruenssiyhtalolla on ratkaisu agg,42;
ratkaisu voidaan aina valita joukosta {0, 1, 2, ..., 7}. Konstruktiota voidaan siis jatkaa.

Osoitetaan sitten, etta jokaisella muotoa 2 - 5" olevalla luvulla on vuorotteleva monikerta,
jossa on parillinen maara numeroita. Tahan riittas, etta konstruoidaan paattymaton jono
valiin [0, 9] kuuluvia kokonaislukuja b, joille b, = n + 1 mod 2 ja 2 - 5™|byby—1...b1
kaikilla n. Aloitetaan asettamalla by = 0, by = 5. Oletetaan, ettd luvut by, bo, ...b, on
jo maaritelty ja olkoon b,b,_1...by = 59B, missa B ei ole jaollinen viidella ja ¢ > n.
Luvun b, on toteutettava b,+1 =n+2 mod 2, ja 5"*+1.n on oltava luvun bni1bn ...01 =
bp+110™ 4+ byby—1...01 = 5"(by412™ + 597" B) tekijd. Luvun b,2" + 57-"B on oltava
viidelld jaollinen. Kiinalaisen jaadnnoslauseen nojalla kongruenssiparilla

r=2"(n+1) mod 2"**
xr=-59""B mod 5
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on ratkaisu x. Lisdksi x = 2"y, missa y on kokonaisluku. Kongruenssiparilla

y=n+1mod 2
2"y +597"B =0mod 5
on siis ratkaisu y. Ratkaisu voidaan aina valita joukosta {0, 1, ..., 9}.
Siirrytddn sitten yleisen luvun n = 2°5°k, missé k ei ole jaollinen kahdella eikd vii-

delld. Jos 20 /n, niin 2°5% on joko kahden tai viiden potenssi tai muotoa 2 - 5%.Edelld
sanotun perusteella 2¢5°:1la on kaikissa néissd tapauksissa vuorotteleva monikerta M,
jonka numeroiden maéra on parillinen, 2m. Kaikilla p > 1 luku C,M, missa C), =
14 10% +10* + ... +10®=12m on 29581 vuorotteleva monikerta. Luvuista C) jotkin
kaksi, esimerkiksi C,, ja C,,, ovat laatikkoperiaatteen perusteella kongruentteja modulo
k. Mutta Cp, — Cp, = Cp,—p, 10P12™ joten k|Cp,—_,,. Luku C,,_,, M on siten luvun
n = 2°50k vuorotteleva monikerta.

K 2005.1. Olkoon P se kolmion ABC sisapiste, jolle
A1A5P on tasasivuinen kolmio. Koska Ay P| By Ba, A
A1P6’16’2 on suunnikas; koska A2B1 = BlBQ, BQPAQBl
on vinonelié. Samoin perustein A;PC1C5 on vino-
nelio. Mutta tastd seuraa, ettd BoC1 P on tasasivui-
nen kolmio. Mutta tdméa merkitsee, ettd £LA1 Ay By =
60° + ZPAsBy = 60° + £B1BysP = /B1B>(C. Kol-
miot A1 A;B1 ja B1Bo(Ch ovat siis yhtenevid tasakyl-
kisia kolmioita ja A1 B; = B1(C}. Symmetrian vuoksi
on oltava C1A; = A1B; ja kolmion C;C5A; yhte-
neva kolmioiden A;AsBy ja ByBs(C7 kanssa. Mutta

tasta seuraa, ettd B1Co, C1As ja A1 By yhtyvét kol- * *
mion A;B;C; korkeusjanoihin, ja leikkaavat toisensa
samassa pisteessa.

K 2005.2. Kaikille indekseille i < j péatee a; # a;; ellei nain olisi, jaettaessa lukuja ay, as,
..., a; 7:11a saataisiin enintaan j— 1 eri jakojaannosta. Havaitaan myos, ettd jos i < j < K,
niin |a; — a;| < k —1. Jos olisi m = |a; — a;| > k, lukujen a; ja a; jakojadnndkset m:lla
jaettaessa olisivat samat. Olkoon nyt k£ > 1 mielivaltainen. Olkoon a;, pienin ja aj, suurin
luvuista aq, as, ..., ai. Silloin a;, —a;, < k—1; koska luvut aq, ..., a; ovat eri lukuja, on
aj, — a;, > k—1. Siis aj, —a;, = k—1, joten luvut ay, aq, ..., a; ovat kaikki lukujen a;,
ja aj, véliset luvut. Olkoon nyt x mielivaltainen kokonaisluku. Koska tehtédvan jonossa on
aarettoman monta negatiivissta lukua, siina on luku a; < z. Koska jonossa on aarettoman
monta positiivista lukua, siind on luku a; > x. Jos k > 7, £ > j, niin edella sanotun
perusteella x on lukujen aq, as, ..., ar joukossa.

K 2005.3. 1. ratkaisu. Kun tehtavan epayhtalo kirjoitetaan muotoon

.’L‘2 y2 22 .’L‘5 y5 25

<
x5+y2+z2+y5+z2+$2+z5+$2+y2 _1‘5+y2+22+y5+z2+$2+z5+$2+y2
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ja epayhtalon molemmille puolille lisataan

y2+22 N Z2+Z2 N 5132+y2
.’L‘5+y2+22 y5+22+$2 Z5+.’132+y2,

todistettava epayhtalo saadaan yhtapitavaan muotoon

(2% + y* + 2%) ! + = + = < 3.
S +y?+22 0 P +224a22 P at+y?) T

Kun sovelletaan Cauchyn ja Schwarzin epayhtaloa ja ehtoa zyz > 1, saadaan
2
(25 + 92 + 22) (yz +y* + 2°) > (:L'%(yz)% +y? + 22) > (22 +y* + 22)?
eli

2 +yt+ 2 yz+yt+ AP
< .
$5+y2+2’2_$2+y2+22

Kun tama ja siita kiertovaihtelulla saatavat epayhtéalot lasketaan puolittain yhteen,saadaan

a:2+y2+22 x2+y2+22 x2+y2+22 Yz + zx + Yy
$5+y2+22 y5+22+x2 25+332+y2_ x2+y2+z2'

Tunnetusti z2 + y? + 22 > yz + zx + 2y, joten todistus on valmis.

2. ratkaisu. (Moldovalaisen Boreico Iurien erikoispalkinnolla palkittu ratkaisu.) Kaikilla
x patee
25— 2 25— 22

> .
oo+ y? 422 T xd + (y? 4 22)a3

Jos nimittdin « > 1, vasemman puolen nimittdja on suurempi kuin oikean puolen ja
epayhtalon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, jos taas = < 1, epayhtdlon molemmat
puolet ovat negatiivisia ja oikean puolen nimittaja on pienempi kuin vasemman puolen.
Siis

x® — 2?2 2 4+ 271

> .
$5+y2+22 _$2+y2+22

Koska vastaavat epayhtalot ovat voimassa kiertovaihtelun jalkeen, todistettavaksi epayh-
téaloksi jaa
T4yt + 27> E—l———i—;:yz—i—zx—i-xy,

<

mika on tunnetusti totta.

K 2005.4. Riittasa, kun osoitetaan, etta jokainen alkuluku on tekijana jossain luvuista
an. Koska ao =4+ 9+ 36 — 1 = 48, ainakin alkuluvut 2 ja 3 ovat tallaisia alkulukuja.
Olkoon sitten p > 3 mielivaltainen alkuluku. Lasketaan modulo p. Fermat’'n pienen lauseen
nojalla 2P~ =1,3?"! =1ja6P 1 =1. Siis6=3+2+1=3-2P"1 2.3 4 6P~ ! =
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6(2P~2 +3P=2 + 6P 2). Koska 6:1la ja p:lli ei ole yhteisia tekijoité, 2072 +3P~2 4 6P~2 = 1,
joten a,_o = 2P72 4+ 3P=2 4+ 6P=2 — 1 on jaollinen p:ll.

K 2005.5. Olkoon O janojen AC ja BD keskinor-
maalien leikkauspiste. Osoitetaan, ettd jokaisen kol-
mion PQR ympari piirretty ympyré kulkee pisteen O
kautta. Kolmioissa AOD ja COB on AD = BC,
OA = OC ja OD = OB. Kolmiot ovat siis yhtene-
vid. Suoritetaan kierto pisteen O ympari niin, etta
OB kiertyy OD:ksi. Silloin kolmio OBC kiertyy kol-
mioksi ODA. Koska BE = DF, piste E kiertyy pis-
teeksi F. Siis OF = OF ja kulmat ZFOFE, Z/DOB
ja ZAOC ovat yhtd suuret (kiertokulman suuruiset).
Kolmiot FOF, BOD ja COA ovat siis yhdenmuotoisia
tasakylkisid kolmioita. Siis

AC  OC
BD OB’
Oletetaan ensin, ettd EF ei ole AB:n tai C'D:n suuntainen. Oletetaan esimerkiksi, etté

suora E'F leikkaa suoran C'D pisteessd X. Sovelletaan Menelaoksen lausetta suoraan F'E
ja kolmioihin ACD, BCD. Saadaan

AR CX DF_1 D@ BE CX

. . = . . =1
RC XD FA " QB EC XD

Y

joista

AR AF DX CE DX DQ

RC  FD XC EB XC QB
Samaan tulokseen paadytadn, jos tarkastellaan EFF:n ja AB:n leikkaamista. Jos taas
EF||AB ja EF||CD, ABCD:n on oltava tasasivuinen puolisuunnikas ja F:n ja F:n sen
sivujen keskipisteita. Talloin triviaalisti

AR _ DQ
RC  QB’
Yht#lsista (1) ja
RC AR AC-RC
QB DQ DB-QB

ratkaistaan
RC B ocC

QB OB
Kolmiot OBQ ja OCR ovat yhdenmuotoiset (sks), joten ZCRO = Z0QB. Nelikulmiossa
PROQ ovat vastakkaiset kulmat vieruskulmia, joten nelikulmio on jannenelikulmio. Neli-

kulmion ympari piirretty ympyréa on samalla kolmion PR(Q) ympéri piirretty ympyra, joten
todistus on valmis.
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K 2005.6. Olkoon kilpailijoita n kappaletta. Olkoon N jérjestettyjen parien (K, T),
missa K on kilpailija ja T" on tehtava, jonka K ratkaisi, lukuméara. Tehtavapareja on

6 2
(2) = 15 kappaletta. Koska jokaisen parin ratkaisi yli R kilpailijoista,

N> 15- — 6n -+ 3. (1)

Olkoon tasan viisi tehtévia ratkaisseiden kilpailijoiden lukumaéra k. Naistd kukin on
ratkaissut <;> = 10 tehtavaparia, mutta muut n — k kilpailijaa enintaan <;1) = 6 tehtéa-
véaparia. Siis

N <10k + 6(n — k) = 6n + 4k. (2)

Siis 6n + 3 < 6n + 4k, joten k > 1. Jos 2n + 1 ei ole jaollinen 5:114, 2n + 1 kaavassa (1)
voidaan korvata luvulla 2n + 2, jolloin N:n alarajaksi tulee 6n + 6. Talloin k > 2. Jos taas
joku kilpailija ratkaisi enintddn 3 tehtavaa, ylaraja kaavassa (2) pienenee 3:lla, ja saadaan
taas k > 2.

Tarkasteltavaksi jaa tapaus, jossa 5|(2n + 1) ja kaikki kilpailijat ratkaisivat vahintdan 4
tehtavaa. Johdetaan ristiriita oletuksesta k = 1. Viisi tehtavaa ratkaissut on voittaja. Nyt
N =10+ 6(n —1) = 6n + 4. Sanomme, ettd tehtdvapari on helppo, jos sen kummankin

tehtavan ratkaisi yli kilpailijaa. Jos helppoja tehtavapareja olisi enemman kuin

yksi, olisi

N >13-

o + 2 om + 1
nt +2<”Jr +1>:6n+5.

Helppoja tehtavapareja on siis enintaan yksi. Jos helpon tehtavaparin tehtavat olisi rat-
2n+1

kaissut yli + 1 kilpailijaa, olisi

2 1 2 1
N> 4. n + +(n+

5 +2) = 6n+ 5.

Olkoon T se tehtdvé, jota 5 tehtdvad ratkaissut ei osannut. Lasketaan parien (K, Tp)
lukumaara M. Tehtdva on mukana viidessd parissa, joista enintdan yksi on helppo. Siis
M =5- % =2n+1 tai M = 2n + 2. Jos Tp:n ratkaisi m kilpailijaa, niin kukin
néista ratkaisi kolme muuta tehtédvaa eli kolme paria, joissa Tj on toinen osapuoli. Siis
M = 3m. Siis joko 2n +1 = 0 tai 2n + 1 = —1 mod 3. Olkoon sitten 77 # Tj, missa
T} ei ole mahdollisen helpon tehtédvéparin osapuoli. Olkoon L parien (K, T}) lukuma&éra.
Silloin L = 2n + 1. Olkoon [ niiden kilpailijoiden, jotka ratkaisivat 77:n, mutta eivat
viitta tehtavaa, lukumaéra. Silloin L = 4 4 31, koska voittaja ratkaisi 77:n ja nelja muuta
tehtavaa, muut 77:n ratkaisseet kolme muuta tehtavaa. Mutta tama merkitsee, etta 2n +
1 =1 mod 3. Oletus £ = 1 on kaikissa tapauksissa johtanut ristiriitaan, joten se on
hylattava. Siis k£ > 2.
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K2006.1. Olkoon ZCAB = a, ZABC = 8 ja ™
/BCA = ~. Koska /PBA+ /PCA + /PBC +

/PCB = 3 + 7, on tehtivian ehdon perusteella

ZPBC + ZPCB = (f +7)/2, joten ZBPC = 180° —

(B+7)/2). Mutta selvisti myos ZBIC = 180° — (8 +

v)/2. Pisteet P ja I ovat siis samalla, pisteiden B ja C

kautta kulkevalla ympyran kaarella, eli piste P on kol- A

mion BCI ympari piirretylla ympyralla. Olkoon M B
kolmion ABC' ympari piirretyn ympyran kaaren BC

keskipiste. Silloin M B = MC. Kolmion ABI kulman

vieruskulmana ZMIB = a/2 + (/2. Kehdkulmalau-

seen perusteella Z/CBM = «/2. Siis ZIBM = «/2+ (/2 = ZMI1B. Kolmio MIB on
siis tasakylkinen, M1 = M B. Mutta tama merkitsee, ettd M on kolmion BIC' ympari
piirretyn ympyran keskipiste. Kolmiosta APM saadaan nyt AP + PM > AM = Al +
IM = Al + PM, joten AP > AI. Yhtasuuruuden valttamaton ja riittdava ehto on, etta P
on janalla AM eli ettd P = I.

K2006.2. Sanomme tasakylkistd kolmiota, jossa on kaksi hyvéda janaa sivuina, tasahy-
vaksi. Tasahyvia kolmioita voi olla ainakin 1003: jos yhdistetdan P:n joka toinen karki
lavistajilla, syntyy 1003 tasahyvaa kolmiota ja sddnnollinen 1003-kulmio. Se voidaan jakaa
mielivaltaisesti 1000:1la lavistajalla kolmioiksi.

Osoitetaan sitten, ettd 1003 on suurin tasahyvien kolmioiden méara. Osoitetaan induk-
tiolla, ettd jos AB on jokin P:n halkaisija ja £ lyhempi A:n ja B:n rajoittamista P:n
piirin osista, ja ettd jos £ koostuu n:std P:n sivusta, niin sellaisia tasahyvid kolmioita,
joiden kérjet ovat murtoviivan £ karkia, on enintdan L kappaletta. Vaitteen totuus on

ilmeinen, jos n = 2 tai n = 3. Oletetaan, ettd se patee kaikilla n < k ja ettd £ kosstuu
k:sta P:n sivusta. Olkoon PQ pisin sellaisen tasahyvan kolmion sivu, jonka karjet ovat
murtoviivalla £. (Jos téllaisia kolmioita ei ole, viite on ilmeinen.) Olkoon PQS kyseinen
tasahyva kolmio. Koska £ on lyhempi murtoviivoista AB, kaikki kolmiot, joiden kérjet
ovat L:lla, ovat joko tylppa- tai suorakulmaisia. Tasta seuraa, ettd S on PQS:n huippu.
Voimme olettaa, ettd A, P, S, Q ja B seuraavat toisiaan téssa jarjestyksessd. Pisteet
jakavat £:m neljaksi murtoviivaksi Lap, Lps, Lsg ja LgB, joista kaksi voi surkastua vain
yvhdeksi pisteeksi. Koska P:n jakoon kaytetyt lavistajat eivat leikkaa toisiaan P:n sisalla
ja koska PQ oli pisin L:dan sisaltynyt tasahyvan kolmion sivu, kaikkien £:n tasahyvien
kolmioiden, paitsi PQ.S:n, kaikki karjet ovat jossakin L:n neljasta jako-osasta. Niihin voi-
daan soveltaa induktio-oletusta. Lisaksi PS ja PQ ovat hyvia janoja, joten sovellettaessa
induktio-oletusta Lpg:dan ja Lgg:hun jad epayhtalon puolikkaiden eroksi parittomuuden

takia kummassakin tapauksessa ainakin 5 Nama puolikkaat kattavat kolmion PQ.S, joten
yvhteen laskien véite pétee L:4én.

Olkoon nyt XY pisin P:n jaossa kaytetty lavistaja ja Lxy lyhempi X:n ja Y:n rajaamista
P:n piirin osista. Olkoon Z se jakoon kuuluvan kolmion XY Z kérki, joka ei ole murtovii-

valla £xy. Kolmion XY Z kaikki kulmat ovat teravia tai suoria: ZY ZX, koska Lxy on
murtoviivoista P:n piiriin kuuluvista murtoviivoista X ...Y lyhempi ja muut kaksi kulmaa
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siksi, ettd XY on kolmion XY Z pisin sivu. Maéritelladn kuten aikaisemmin murtoviivat
Lxz ja Lzy. Kaikkien tasahyvien kolmioiden kérkien, paitsi mahdollisesti XY Z:n, tulee
kuulua tasan yhteen paloista Lxy, Lxz ja Lzy. Niihin voidaan soveltaa induktio-oletusta.
Jos XY Z ei ole tasahyva, todistus on valmis. Jos XY Z on tasahyvéa, mainituissa paloissa
on kaksi, joiden sivujen maara on pariton, ja joille tasahyvien kolmioiden lukuméaran arvio

ei ole tarkka. Kuten edella, naméa epayhtaloiden puolien erotukset, jotka ovat ainakin 2’

kattavat kolmion XY Z.

K2006.3. Tarkastellaan tehtavan epayhtalon vasemmalla puolella itseisarvomerkkien vé-
lissé olevaa lauseketta a:n kolmannen asteen polynomina. Siind kolmannen asteen termin
kerroin on b—c. Jos a = b tai a = ¢, polynomin arvo on 0. My6s —(b+¢)b((b+c)? —b?) +
be(b?—c?)—c(b+-c)(c?—(b+c)?) = (b+c)(—2b%c—bc?+b%c—bc?4+-2bc? +b%c) = 0, joten —(b+c)
on polynomin kolmas nollakohta. Kyseinen polynomi on siis (b—c¢)(a—b)(a—c)(a+b+c).
Tehtavan epayhtalo on

|(b—c)(a—0b)(a—c)a+b+c)| <M(a®+b*+ c*)>.
Epayhtalo on symmetrinen, joten voimme olettaa, etta a < b < ¢. Talloin

a=0)0-0) = 0-a)e-n < (D) _Lemal g

ja yhtasuuruus on voimassa, kun b —a = ¢ — b eli kun 2b = a + c¢. Lisaksi

((c—b);(b—a)fS <c—b>2;<b—a>2

eli
3c—a)?<2((b—a)®*+ (c—b)*+(c— a)z) ; (2)

missé yhtdsuuruus on voimassa vain, kun b —a = ¢ —b eli 2b = a + ¢. Kun (1) ja (2)
yvhdistetdaan ja kaytetaan aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon valista yhtaloa, saadaan

|(b—c)(a—b)(a—c)(a—l—b—irc)lSi|(c—a)3(a—l—b—|—c)|:%\/(c—a)f‘(a—l—b—l—c)2
Si\/(Q((b—@)“r(C;b)2+(c—a)2>) (a+b+c)?
g il/((b—a)2+(c—3b)2+(c—a)2) (atbic?

§g<<b—a) SEDRIC) +<a+b+c>) :%(a2+b2+02)2.

9v2
Tehtavan epayhtalo toteutuu siis, kun M = 3—\27, ja epayhtalo on yhtalo, kun 2b = a + ¢

(b—a)?+ (c—b)?+ (c—a)?
3

ja

=(a+b+c)
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I e s a+c
Kun viimeiseen yhtaloon sijoitetaan b = —5 > se saa muodon 2(c — a)? = 9(a + ¢)%

Yhtisuuruusehdot ovat siis 2b = a + ¢ ja (¢ —a)? = 18b%. jos b = 1, ehdot toteutuvat, kun
3 3 9v2
a=1-— 5\/5 jac=1+ 5\/5 Taten M = 3—\27 on todellakin pienin ehdon toteuttava M.

K2006.4. Todetaan, ettd yhtalolla ei ole ratkaisuja (z, y), missd x < 0. Jos x < —2,
27 4 222+1 ¢ ole kokonaisluku, ja jos x = —1, yhtélon vasen puoli on 2, joka puolestaan
ei ole kokonaisluvun neli6. Jos (x, y) on ratkaisu, niin my6s (z, —y) on ratkaisu. Selvésti
(0, 2) ja (0, —2) ovat ratkaisuja. Voidaan olettaa, etti o > 1ja y? > 1l eliy > 3. y on
pariton luku, joten y > 5. Yhtélo on yhtapitava yhtalon

272" 4 1) = (y—1)(y+1)

kanssa. Parillisista luvuista y — 1 ja y 4+ 1 tasan toinen on jaollinen 4:11a. Jos tama luku on
y — 1, niin y = 2714 + 1, missi u on pariton luku. Siis 27(27T1 4+ 1) = 2272¢2 4 2%y eli
2272924y = 22141, Tallsin 1—u = 27 2(u?—8). Siis u2—8 < 0, joka on mahdollista vain,
kun u = 1. Ristiriita osoittaa, etta y — 1 ei ole neljalla jaollinen. Jaljelle jaa mahdollisuus
y+ 1 = 2*7l4. Samoin kuin edelld saadaan nyt 1 +u = 277 2(u? — 8) > 2(u? — 8) eli
2u? —u — 17 < 0. Tastd seuraa u < 3. u = 1 ei ole mahdollista. Sen sijaan © = 3 antaa
ratkaisun x = 4 ja y = 23. Ainoat ratkaisut ovat siis (0, +2) ja (4, £23).

K2006.5 Jos jokainen ehdon Q(x) = x toteuttava luku toteuttaa myds ehdon P(z) =
x, vaite on tosi, koska n:nnen asteen polynomilla P(x) — x on enintddn n nollakohtaa.
Oletetaan siis, ettd on olemassa luku xg, jolle Q(z¢) = xg, mutta P(xg) # zo. Jos nyt
x1 = P(xg), o = P(x1), ..., niin 2 = P(xx—1) = Q(x9) = xo. Jos u ja v ovat
mielivaltaisia kokonaislukuja, niin luku P(u) — P(v) on jaollinen luvulla v — v (koska
uw) — v7 on kaikilla j jaollinen (u — v):1ld). Néin ollen z;41 — z; = P(z;) — P(z;—1 on
jaollinen (z; — x;_1):1la. Jonossa

o — X1, T, — T, “uey Tk—1 — Tk, T — Lk+1 — Lo — X1

jokainen jasen on jaollinen edellisella. Tama on mahdollista vain, jos jonon kaikkien
jasenten itseisarvo on sama; itseisarvo ei ole 0, koska z; # xzg. Jos x, on luvuista
xo, ..., Tk pienin, niin on oltava T,,_1 — Ty, = —(Tp — Tima1). SIS Tyl = Tint1,
Tmio = P(xmy1) = P(xpm—1) = Ty, june. Jono zg, x1, ..., 2% on siis vuorotteleva ja koos-
tuu vain kahdesta eri luvusta. Jokainen ehdon Q(x) = z toteuttava luku toteuttaa myos
ehdon P(P(z)) = x. On osoitettava, ettd téllaisia lukuja on enintddn n kappaletta.
Olkoon nyt a ehdon P(P(a)) = a toteuttava luku ja olkoon b = P(a) # a. Silloin P(b) = a.
Olkoon vield ¢ jokin ehdon P(P(c)) = c toteuttava luku ja d = P(c), ¢ = P(d). (On
mahdollista, ettd ¢ = d.) Aikaisemmin esitetyn mukaan ¢ — a ja d — b ovat toistensa
tekijoita samoin kuin ¢ — b ja d — a. Siis

c—b==+(d—a), c—a==x(d-0D).

Jos molemmissa edellisissa yhtéloissa olisi +-merkki, niista seuraisi puolittain vahentamalla
a—b=b—aelia=0b. Koska a # b, on ainakin toisessa yhtéalossd —merkki. Taméa yhtalo
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olisi silloin a + b = c+d eli a + b — ¢ — P(c) = 0. Mutta tdmé& merkitsee, ettd jokainen
yhtélon P(P(x)) = x toteuttava luku toteuttaa yhtélon a +b—x — P(z) = 0 eli on n:nnen
asteen polynomin P(z) 4+ z — a — b nollakohta (my0s a ja b toteuttavat yhtélon). N&itd
nollakohtia on enintaan n kappaletta.

K2006.6. Osoitetaan ensin, etta jos kuperan 2n-kulmion ) ala on S, niin jokin @:n sivu ja

Q:n karki muodostavat kolmion, jonka ala on ainakin — -.S. Sanomme niita ():n lavistajia,
joiden péatepisteet jakavat (Q:n piirin murtoviivoiksi, jgissa on n sivua, Q:n pdaldvistagjiksi.
Jos b = AB on @Q:n sivu, niin paalavistajat AA" ja BB’ leikkaavat pisteessid C. Merkitaan
kolmiota ABC symbolilla Ay. Vaitdmme, ettd kun b kay lapi kaikki 2n-kulmion @ sivut,
niin kolmiot A; peittdvat koko monikulmion (). Jokainen jonkin pailavistajan piste on
jonkin kolmion Ay sivun piste. Olkoon X sellainen Q):n piste, joka ei ole milldan pa&la-
vistdjalla. Tulkitaan paaldavistdjat suunnatuiksi janoiksi ja oletetaan, ettd X on AA’:n
vasemmalla puolellla. Tarkastellaan paalavistajia AA’, BB', CC’, ..., missi A, B, C,

. ovat @Q:n periakkaiset karjet A:sta lukien A:n oikealla puolella. P&aldvistajajonon n:s
jasen on paalavistaja A’A, jonka oikealla puolella X on. Tésta seuraa, etta (Q:lla on sivu
K L niin, ettd X on K K’:n vasemmalla, mutta LL :n oikealla puolella. Mutta nyt X:n on
oltava kolmiossa Ag/r,. — Vastaava paéttely toimii luonnollisesti myos, jos X on AA":n
vasemmalla puolella. Kolmiot A; peittavéit siis koko Q:n. Téstd seuraa laatikkoperiaat-
teen nojalla, ettd on olemassa sivut b = AB ja b’ = A’B’ niin, ettd kolmioiden A, ja Ay

1

yhteen laskettu ala on ainakin —S. Leikatkoot AA’ ja BB’ pisteessa Y. Oletetaan, etté
n

BY > B'Y. Silloin

1
|ABA'| = |ABY | + |YBA| > |ABY | + [YA'B'| > ~S.
n

Aputulos on todistettu.

Tarkastellaan nyt tehtavan n-kulmiota P. olkoot sen sivut by, bo, ..., b, ja olkoon S; suu-
rimman sellaisen P:hen sisaltyvan kolmion, jonka yksi sivu on b;, ala. Tehdaan vastaoletus

n
Si
Y <2
i=1 S
Talloin on olemassa rationaaliluvut ¢; niin, etta

n
qi>§, izl,...,n, ja Zq222
i=1

Kirjoitetaan ¢; = —i, missa m on murtolukujen ¢; nimittajien pienin yhteinen monikerta.
Lukujen k; summa on 2m. Jaetaan nyt jokainen P:n sivu b; k;:hin yhta suureen osaan.
Syntyy kupera 2m-kulmio @ (jonka jotkut kulmat ovat 180°). Aputuloksen mukaan Q:lla

on sivu b ja karki H, jotka muodostavat kolmion, jonka ala on > —S. b on erdédn P:n
m

1
sivun b; osa. Kolmion, jonka méaarittavat b ja H, ala on > k; - —S = ¢;S > S;. Tama

n
on ristiriidassa luvun S; maaritelman kanssa. Vastaoletus on siis vdara ja tehtavan vaite
todistettu.
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K2007.1. Olkoon k jokin sellainen indeksi, jolle d = di. Olkoon ki ja ko > ki sellaiset
d
indeksit, joille dy, = ax, — ak,. Jos x1 < x2 < ... <z, niin xg, < xg,. Jos ag, — Tk, > 37
d
niin (%) patee. Oletetaan, ettd ay, — xg, < 3" Mutta silloin

d d
xkz—akZzxkl—ak1+d2—§+d:§.

Viite (a) on todistettu. Kohdassa (b) vaadittu jono voidaan rakentaa esimerkiksi seuraa-
vasti. Olkoon x1 = a1 — 5 ja olkoon xj suurempi luvuista xp_1 ja ap — 5 Silloin zg_1 < 3
d
kaikilla k. Olkoon m mielivaltainen indeksi. Jos z,, = a,, — 2 niin |z, — an,| < ok Jos
T > Qo — o niin z,, = Z,—1. Olkoon nyt p pienin indeksi, jolle z,, = x,. Silloin
d
:L'p:ap—gja, koska p < m, xm—am:ap—§—am<d——:d. Siis (@, — Tpm| < =

- 2 -2

Namé epéayhtalot osoittavat, ettd epadyhtélossa (x) vallitsee jonolle (x) yhtdsuuruus.
K2007.2. Riittaa, ettd osoitetaan C'F = CG, koska

talloin LZFAD = L/FGC = LCFG = ZBAF. Teh-

déan vastaoletus CF < GC. Olkoot K ja L pisteen D G

E kohtisuorat projektiot janoilla C'F' ja C'G. Silloin g/

KF < CL. Koska F(C' ja GC ovat E-keskisen ympy- A

‘\
ran janteitd, on FL < FK. Koska BC'ED on jannene- i

likulmio, ZCBE = ZCDE. Suorakulmaiset kolmiot
BFEL ja DEK ovat yhdenmuotoiset, joten DK > BL.
Niin ollen DF = DK —~KF > BL—CL = BC = AD. A B
Mutta tdméa on ristiriidassa sen kanssa, ettd kolmiot
ADF ja GCF ovat yhdenmuotoiset ja CF < CG. Eh-
dosta C'F' > GC' johdetaan ristiriita samoin.
2. ratkaisu (Suomen joukkueen jasen Sebastian Dumitrescu). Kolmiot ABG, FCG ja FDA
ovat yhdenmuotoisia. Koska AD = BC' ja AB = DC, saadaan
BC  BG ]
DF — DC’ 1)
Lasketaan pisteiden B ja D potenssi E-keskisen ja pisteet F', C' ja G sisaltdvin ympyran
suhteen. Saadaan BC-BG = BE? —~EC? ja DF-DC = DE? — EF?. Kun yhtilot jactaan
puolittain ja otetaan huomioon (1), saadaan

BC?  BE®? - EC? )
DF?  DE? - EF?
Kosinilause sovellettuna kolmioihin EBC ja EDF antaa BE? — EC? = BC(2 -
BE cos(/CBE)) ja DE? — EF? = DF(2 - DEcos(/EDF) — DF). Sijoitetaan edelli-
set lausekkeet kaavaan (2), joka sievenee muotoon
BC  2-BE-cos(L{CBE) - BC 3)
DF  2-DE-cos(/EDF) — DF’
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Mutta koska BCED on jannenelikulmio, ZEDF = ZEDC = ZCBE. (3) sievenee siten
muotoon

BC BE
DF DE’

Téasta ja juuri havaitusta kulmien yhtasuuruudesta seuraa, ettd kolmiot BCE ja DFE
ovat yhdenmuotoiset. Koska kolmioissa on yhta pitkat sivut FF ja EC, kolmiot ovat
yvhtenevét. Siis DF = BC = AD, joten ZDAF = /DFA=/FAB.

K2007.3. Merkitaan |E|:lla joukon FE alkioiden lukuméérdd. Merkitddn huoneissa ole-
vien kilpailijoiden joukkoja symboleilla A ja B ja merkitdan vastaavasti huoneessa olevan
suurikokoisimman klikin kokoa c¢(A):lla ja ¢(B):11a. Olkoon M jokin klikki, jonka koko on
suurin mahdollinen. Olkoon |M| = 2m. Sijoitetaan aluksi kaikki M:n jdsenet huoneeseen
A ja kaikki muut kilpailijat huoneeseen B. Silloin ¢(A) = |[M| > ¢(B). Jos ¢(A) = ¢(B),
vaadittu sijoittelu on tehty. Jos ¢(A) > ¢(B), siirretddn yksi henkil6 huoneesta A huonee-
seen B. Talloin ¢(A) pienenee yhdelld ja ¢(B) joko siilyy ennallaan tai kasvaa yhdella.
Jatketaan siirtoja, kunnes c¢(A) < ¢(B) < ¢(A) + 1. Talléin ¢(A) = |A| > m. Merkitadn
c(A) = k. Jos nyt ¢(A) = ¢(B), jako on valmis. Oletetaan, ettd ¢(B) = ¢(A) + 1. Jos nyt
B-huoneessa on kilpailija x € M ja klikki C, jolle |C| = k 4+ 1 ja ¢ C, niin siirretdén
x huoneeseen A. Silloin ¢(A) = k + 1 = |C| = ¢(B), ja jako on suoritettu. Ellei téllaista
kilpailijaa ole, niin jokainen x € B N M kuuluu jokaiseen sellaiseen klikkiin C' C B, jolle
|C| = k + 1. Valitaan nyt jokin téllainen klikki ja siirretdén siitd yksi kilpailija, joka
ei kuulu M:48n, A-huoneeseen. Toistetaan askel niin monta kertaa kuin se on mahdol-
lista. Joka siirrossa c¢(B) pienenee enintdén yhdelld. Viimeisen mahdollisen siirron jélkeen
c¢(B) = k. Tarkastellaan nyt tilannetta. A:ssa on yhé klikki A N M, joten c(A) > k.
Olkoon @ mielivaltainen A:n klikki. Jos z € @, niin joko z € AN M, jolloin = on jokaisen
B N M:n jasenen ystava, tai x on siirretty sellaisesta B:n klikista, joka sisidlsi B N M:n,
jolloin z my6s on jokaisen B N M:n jasenen ystéva. Siis Q U (BN M) on klikki. Mutta M
on suurikokoisin klikki, joten |M| > |QU (BNM)| = |Q|+|BNM| = |Q|+|M|—|ANDM]|.
Siis |Q < |[AN M| = k. Siis ¢(A) < k. Siis ¢(A) = k, ja haluttu jako on suoritettu.

K2007.4. Olkoon ZBCA = 2v. Kolmion RPK sivua RP vastaan piirretyn korkeusjanan
pituus on KC' - sinvy ja kolmion RQL sivua R(Q) vastaan piirretyn korkeusjanan pituus
on LC -sin~vy. Viite tulee todistetuksi, jos saadaan osoitettua RP - KC = RQ - LC.
Olkoon O kolmion ympari piirretyn ympyran keskipiste eli keskinormaalien leikkauspiste.
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Suorakulmaisista kolmioista CPK ja CQL nadhdaan
heti, ettda /ZKPC = ZLQC = Z0OQP. Kolmio OQP
on siis tasakylkinen. (Jos Q = P = O, tehtévén véite
patee triviaalisti.) Téstd seuraa, ettd pisteillda P ja

() on sama potenssi kolmion ABC ympari piirretyn P
ympyran suhteen ja edelleen, ettd RP - PC' = CQ - o
QR. Tama on mahdollista vain, jos RP = QC ja
RQ = PC. Mutta yhdenmuotoisista kolmioista PKC K c
ja QLC saadaan
QC PC
LC ~ KC’

joten vaite on tosi.

K2007.5. Tehd&én vastaoletus: oletetaan, ettd on olemassa vastaesimerkkipari (a, b), niin
ettid a # bja 4ab—1 on luvun (4a? —1)? tekiji. Koska 4ab = 1 mod (4ab— 1), niin (4ab)? =
1 mod (4ab—1) ja (4b> —1)% = (4b* — (4ab)?) = 16b*(4a® —1) = 0 mod (4ab—1). Siis myds
pari (b, a) on vastaesimerkkipari. Voidaan siis olettaa, ettd on olemassa vastaesimerkkipari
(a, b) niin, ettd a < b. Olkoon nyt

B 4a% — 1
 dab—1"

Silloin
r=(=r)(=1) = (=r)(4ab — 1) = —(4a®* — 1)*> = —1 mod (4a).

Siis = 4ac— 1 jollain positiivisella kokonaisluvulla c. Mutta r on luvun 4a? —1 aito tekiji,
joten r < 4a? — 1. Siis ¢ < a. Tdmi merkitsee, ettii (a, ¢c) on myds vastaesimerkkipari
ja ¢ < a. Tarkastellaan nyt kaikkia vastaesimerkkipareja. Jollakin parilla (a, b) lauseke
2a + b saa pienimméan mahdollisen arvonsa. Jos a > b, niin 2b + a < 2a + b. Kuitenkin
myo6s (b, a) on vastaesimerkkipari. Jos a < b, on olemassa vastaesimerkkipari (a, ¢), jolle
¢ < a. Selvésti 2a + ¢ < 2a + b. Kummassakin tapauksessa tullaan ristiriitaan 2a + b:n
minimaalisuuden kanssa. Vastaesimerkkipareja ei siis voi olla olemassa.

K2007.6. Tasot, joiden yhtalot ovat x +y +2 =k, k =1, ..., 3n, sisdltdavat kaikki S:n
pisteet, mutta (0, 0, 0) ei kuulu mihink&&n niistd. N&ita tasoja on 3n kappaletta. Osoite-
taan, etta vahemmilla tasoilla peitto ei onnistu. Jos peittavien tasoja on m kappaletta ja
niiden yhtalét ovat Ty (z, v, 2) = axx + by + cxz —1 =0, k=1, ..., m, niin polynomi

m
P(z,y, 2 H (z, y, 2

saa arvon 0 aina kun (z, y, z) € S, mutta P(0, 0, 0) = (—1)™ # 0. Polynomin aste on m.
Osoitetaan, ettd m > 3n.
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Tarkastellaan ensin kahden muuttujan polynomia P(z, y), jolle P(x, y) = 0, kun x tai y
on jokin luvuista 0, 1, ..., n, mutta (z, y) # (0, 0), ja jolle P(0, 0) # 0. Olkoon S(y) =
y(y—1)(y—2)---(y—n) ja olkoon R(z, y) polynomi, joka saadaan jakojadnnokseksi, kun
P(x, y) jaetaan S(y):1la: P(zx, y) = Q(x, y)S(y)+ R(x, y). Nyt R(z, y):n aste y:n suhteen
on < S(y)mn aste. Liséksi R(z,y) = P(z,y), kun =,y € {0, 1, ..., n}. Siis R(x, y) =
Ry(x)y™ + Ry_1(z)y" t + -+ + Ro(z). Polynomi R(0, y) saa arvon 0, kuny =1, ..., n,
mutta R(0, 0) # 0. Siis R(0, y):n aste on > n. Téstd seuraa, ettd R,(0) # 0. Olkoon
sitten x € {1, ..., n}. y:n n:nnen asteen polynomi R(z, y) =0, kuny =0, 1, ..., n, joten
polynomi on identtisesti 0. Siis myods R,(z) = 0, kun z € {1, ..., n}. Koska R, (z) ei
ole nollapolynomi, sen asteen on oltava > n. Mutta tim& merkitsee, ettd R(z, y):n ja siis
my6s P(z, y):m aste kahden muuttujan polynomina on > 2n.

Nyt todistetun perusteella voidaan osoittaa, ettd kolmen muuttujan polynomin P(z, y, z),
jolle P(x,y, z) = 0, kun (z,y, z) € S, mutta P(0, 0,0) # 0, aste on > 3n. Paéat-
tely on aivan sama kuin edelld (ja voitaisiin kiteyttdd induktioaskeleeksi). Muodostetaan
P(z,y, z)m jakojddnnds R(z, y, z) modulo S(z) = 2(2 —1)---(# —n). Rm aste z.n
suhteen on < n ja R saa saman arvon kuin P kaikissa niissd pisteissi (z, y, z), joissa
x,y,z € {0, 1, ..., n}. Jos kirjoitetaan R(z, y, z) = Rp(z, y)z" + --- + Ro(x, y), niin
R(0, 0, z) ei ole nollapolynomi, mutta kuitenkin polynomi, jolla on ainakin n nollakohtaa;
siis R, (0, 0) # 0. Jos (z, y) # (0, 0), mutta x, y € {0, 1, ..., n}, niin R(x, y, z) on z:mn
n:nnen asteen polynomi, jolla on n + 1 nollakohtaa. Se on siis identtisesti nolla, joten
R, (z,y) = 0. Mutta aikaisemmin todistetun perusteella R, (x, y):n on oltava ainakin
astetta 2n. Siis R(z, y, z) ja myds P(z, y, z) on kolmen muuttujan polynomina ainakin
astetta 3n. Ratkaisu on valmis.

K2008.1 Olkoon Ag sivun BC keskipiste ja By sivun
AC keskipiste. Ainoa piste, joka voi olla tehtavassa
vaaditun ympyréin keskipiste, on janojen A; Az, By Bs
ja C1C5 keskinormaalien leikkauspiste. Sanotut kes-
kinormaalit ovat myos kolmion sivujen keskinormaa-
leja, ja ne leikkaavat kolmion ympari piirretyn ympy-
rian keskipisteessd O. Olkoon kolmion ABC' ympari
piirretyn ympyran sade R. Koska AgH = AgA;, Pyt-
hagoraan lauseesta saadaan

OA2 = 042 + AgA2 = OA2 + AgH?. (1)

Olkoot K ja L janojen AH ja CH keskipisteet. Kolmioista BCH ja CAH saadaan
AoL||BH ja BoL|AH. XKoska BHL1AC ja OByLlAC, niin AoL||OBy. Vastaavasti
ByL||OAy. Nelikulmio AgLByO on siis suunnikas, joten OAy = ByoL = KH. Koska
KH|OAy, HA)OK on suunnikas. Samoin K AgOA on suunnikas. Siis AgK = OA = R.
Sovelletaan suunnikaslausetta suunnikkaaseen H AqOK ; saadaan

2(0A3 + AgH?) = OH? + AgK* = OH? + R (2)

Yhtéloistda (1) ja (2) saadaan heti OA? = —(OH? + R?). Tiedetiin, etti OA; = OAs.

1
2
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Toisaalta sama lasku antaa saman arvon suureille OB% ja 0012 ja OBy = OBy, OC, =
OCs5. Kysytyt pisteet ovat siis kaikki samalla O-keskiselld ympyralla.

K2008.2. (a) Tehdddn muuttujanvaihto

eli

a1 YT hor Tt

On siis todistettava, ettd a® +b% +c¢? > 1, kun abc = (a —1)(b—1)(c—1), kun a, b, ¢ # 1.
Mutta viimeinen yhtalo on yhtapitava yhtaloiden
a+b+c—1=ab+ bc+ ca,
20a+b+c—1)=(a+b+c)* — (a®> +b* +?),
a?+b*+c?—2=(a+b+c)*—2(a+b+c),
A+ 4+ —1=(a+b+c—1)*>0.

Vaite on siis tosi.

(b) Edellisen yhtaloketjun viimeinen yhtald osoittaa, ettd alkuperéisessi yhtalossa vallitsee
yhtésuuruus jos ja vain jos a®? +b? +c> =a+b+c=1. Koska a®? + b2 +c? = (a+ b+
c)? — 2(ab + bc + ca), yhtisuuruuden ehto on yhtiléiden a + b+ ¢ = 1 ja ab + be + ca =
0 yhtéaikainen voimassaolo, sekéd a, b, ¢ # 1. Kun yhtaloistd eliminoidaan ¢, saadaan
a® + ab + b?> = a + b. Tulkitaan timai b:n toisen asteen yhtiloksi. Yhtilon diskriminantti
on D = (a—1)% —4a(a — 1) = (1 — a)(1 + 3a). Saamme rationaalisia ratkaisuja, jos
valitsemme a:n niin, ettd 1 —a ja 14 3a ovat rationaaliluvun nelicita; talloin diskriminantti

ja b ovat my0s rationaalisia ja samoin ¢ = 1 — a — b. Asetetaan a = —, missé k ja m ovat
m
kokonaislukuja. Jos m = k? — k + 1, niin m — k = (k — 1)? ja m + 3k = (k + 1)2. T4ll6in
k% —1)? 1 1—k
D = %,b: 5o (m—kE (K —1) jac=—= Kunk# 1, niin a, b c # 1.
m

Kun k kay lapi luonnolliset luvut > 1, saadaan talla tavoin aarettoman monta yhtalon
a?+b%+c? = 1 toteuttavaa rationaalilukukolmikkoa (a, b, ¢) ja samoin déirettémin monta
tehtavén yhtdlon toteuttavaa rationaalilukukolmikkoa (z, y, z).

K2008.3. Tarkastellaan kokonaislukua k > 20. Olkoon p jokin luvun (k!)? + 1 alkutekija.
Silloin p > 20 ja luvuilla p ja k! ei ole yhteisia tekijoita. Olkoon x = k! mod p ja 0 < z < p.
Jos p/2 > x, niin p —x < p/2 ja p—x = —k! mod p. Joka tapauksessa on olemassa n,
0 < n < p/2 niin, ettd n?> = (k!)2 = —1 mod p. p on siis luvun n? + 1 tekiji. Tasti
seuraa edelleen (p — 2n)? = p? — 4pn + 4n? = 4n? = —4 mod p. Siis (p —2n)? > p—4
elip>2n+p—4>2n++2n, jos p > 20, silld talldin p—4 > 2n+ /p — 4 — 4 > 2n.
On viela osoitettava, ettd ehdon tayttavia lukuja n on addrettoman monta. Olkoon n ja
p edelld tuotetut luvut. Olkoon ¢ jokin luvun (p?)! + 1 alkutekiji. Samoin kuin edells
16ydetédn n’, n’ < /2, niin ettd g on n'2 +1:n tekiji ja ¢ > 2n’ ++/2n/. Toisaalta n/? +1 >
g > p?> > 4n? > n? + 1, joten n’ > n. Jokaista ehdon tiyttivii kokonaislukua kohden
loytyy siis suurempi ehdon tayttava kokonaisluku, joten ehdon tayttavid kokonaislukuja
on aarettoman monta.
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K2008.4. Olkoon f jokin ehdon toteuttava funktio. Asettamalla w = x =y = 2z =1
saadaan

21
2f(1) 7

josta seuraa f(1) = 1. Olkoon sitten w > 0, z =1, y = z = y/w. Nyt

fw)P+1  w?+1
2f(w) 2w

Yhtélo sievenee muotoon
(wf(w) = 1)(f(w) —w) =0,

1 1
Siis joko f(w) = w tai f(w) = = On ilmeistd, ettd funktiot f(z) = z ja f(x) = -

(kaikilla > 0) toteuttavat yhtdlon. Osoitetaan, ettd muita yhtélon toteuttavia funktioita

ei ole. Tehdaan vastaoletus, jonka mukaan tallainen funktio f olisi olemassa. Silloin olisi
1

olemassa positiiviset luvut a ja b, a, b # 1, niin ettd f(a) = — ja f(b) = b. Asetetaan
a

w=a,x=D>b, y=z=+ab. Saadaan

1 2
gﬁ‘b _a2+b2

2f(ab)  2ab

eli
ab(a™? + b?)

f(ab> = a2 n b2

2

1
Mutta f(ab) on joko ab tai e Edellisessi tapauksessa on oltava a=2 = a? eli a = 1.
a

Jélkimméisessi tapauksessa a?b?(a=2 + b?) = a? + b?, josta seuraa b = 1. Kumpikin
vaihtoehto johti ristiriitaan, joten vastaoletus on vaara.

K2008.5. Sanomme, etta jono, jolla padstaan alkutilasta tehtavian lopputilaan, on sallittu
jono, ja sallittu jono, jolla padstaan lopputilaan niin, ettd minkdan lampun n+1, ..., 2n
tilaa ei muuteta, on rajoitettu jono. Rajoitettuja jonoja on olemassa, koska on mahdollista
sytyttaa kukin lampuista 1, ..., n ja sen jalkeen sytyttda ja sammuttaa lamppua 1 %(k—n)
kertaa. Tarkastellaan nyt mielivaltaista rajoitettua jonoa X ja mielivaltaista lamppua p,
1 < p < n. Oletetaan, ettd jonossa taman lampun tilaa on muutettu k, kertaa; k, on
pariton. Valitaan mielivaltainen parillinen maara jonon sellaisia askelia, joissa lampun p
tilaa vaihdetaan ja korvataan jokainen askeleella, jossa lampun n + p tilaa vaihdetaan. Ta-
ten saadaan 2F»~1 jonoa, joiden askeleet yhtyvit jonon X askeliin muuten kuin valittujen
pn tilaa muuttavien askelten kohdalla. (kj-alkioisella joukolla on 2kp—1 parillisalkioista
osajoukkoa.) Samalla tavalla voidaan jokaiseen lamppuun 1, ..., n liittyvat tilanvaihdot
siirtda lampun n + 1, ...2n tilanvaihdoiksi. Rajoitettuun jonoon X liittyy talla tavoin
ok1—1 . gka—1 .. 9kn=1 — 9k—n orilajsta sallittua jonoa.



58

Osoitetaan kaantaen, ettd jokainen sallittu jono Y saadaan rajoitetusta jonosta kuvatulla
tavalla: korvataan jokainen lampun ¢ > n tilan muuttava Y:n askel lampun ¢ — n tilan
muuttavalla askeleella. Nain saadaan eras rajoitettu jono X. Koska jonossa Y lamppujen
q > n tilaa on muutettu parillinen maara kertoja, jonon Y ja jonon X lopputilat ovat
samat. Selvasti Y saadaan X:sta edelld kuvatulla menetelmélla. Jokaista rajoitettua jonoa
kohden on siis tasan 2¥~" samaan lopputilaan johtavaa sallittua jonoa. Siis N/M = 2F—n,

—

K2008.6. Viitteen todistamiseksi riittaa
osoittaa, ettd ympyroiden w; ja wo vilisen
homotetiakuvauksen homotetiakeskus on ym-
pyralla w. Osoitetaan ensin, ettd ympyrian w
olemassa olo asettaa rajoituksen nelikulmion
ABCD muodolle. Olkoot ympyrén w ja suo-
rien BA, BC, CD ja AD sivuamispisteet K.
L, M ja N. Nyt AB+ AD = (BK — AK) +
(AN—-DN)=BL—-AN+AN—-DM = BL—
(CM—-CD)=BL-CL+CD=BC+CCD.

Olkoon nyt P ympyran w; ja sivun AC' yhteinen piste; olkoon R ympyrian w; P:n kautta
piirretyn halkaisijan toinen péaatepiste ja Q BR:n ja AC:n leikkauspiste. Olkoot vield U ja
V' R:n kautta piirretyn wy:n tangentin ja suorien BA ja BC' leikkauspisteet. B-keskinen
homotetia, joka kuvaa UV:n janaksi AC, kuvaa ympyrin wp, joka on kolmion BUV si-
vuun UV liittyva sivuympyré, kolmion BAC sivuun AC' liittyvéaksi sivuympyraksi. @
on néin ollen viimemainitun sivuympyran ja sivun AC yhteinen piste. On helppo nédhda
(ja tunnettua), ettd kolmion XY Z siséén piirretyn ympyran sivuamispisteen etaisyys kol-
mion karjestd X on sama kuin sivuun XY liittyvan sivuympyréan sivuamispisteen etaisyys
karjestda Y. Néin ollen AP = CQ.

Kolmion sisaan piirretyn ympyran sivuamispisteen ja kolmion karjen etaisyys on lasket-

1
i(AB +
AC — BC). Vastaavasti kolmion ADC' siséén piirretyn ympyréin ja sivun AC' yhteiselle

1
pisteelle Q' saadaan CQ’ = §<AC + CD — AD). Koska edelld sanotun mukaan tehtévin

nelikulmiolle patee AB — BC = CD — AD, on CQ' = AP = CQ. Q on siis ympyran ws
ja suoran AC yhteinen piste. Vastaavalla tavalla ndhdéan, ettd ympyran wsy pisteeseen @)
piirretyn halkaisijan toinen paatepiste S, D ja P ovat samalla suoralla.

tavissa tunnetun (ja helposti johdettavan) kaavan avulla. Sen mukaan AP =

Olkoon sitten T ympyrdn w AC:n suuntaisen tangentin sivuamispiste (tarkemmin sanoen
se niistd, joka on ldhempéna suoraa AC'). Homotetia, jonka keskus on B ja homotetiasuhde

PR kuvaa ympyrian wy ympyraksi w. B, R, () ja T ovat siis samalla suoralla. Vastaavasti

DT
homotetia, jonka keskus on D ja homotetiasuhde ——— kuvaa ympyran ws ympyraksi w.

P, S, D ja T ovat siis samalla suoralla. Mutta koska ympyroiden w; ja wo halkaisijat PR
ja SQ ovat yhdensuuntaiset, ne kuvautuvat toisilleen T-keskisessé homotetiassa. Tésta
seuraa, etta itse ympyriat wi ja we kuvautuvat toisilleen tassd homotetiassa. Mutta talloin
T':n on oltava ympyroiden yhteisten ulkopuolisten tangenttien leikkauspiste, ja todistus on



59

valmis.
K2009.1. Tehtavan oletuksen perusteella

a;a;+1 = a; mod n,
kuni=1, 2, ..., k—1. Siis
ai- - Qp_1ar =ai-*-0p—1 = -+ = a1 mod n.
Tehdaan vastaoletus apa; = ax mod n. Silloin
a1 =a1- - Qp_10r = QG171 Qh—1 = ARA1 - Ap—o = -+ = ara1 = ar mod n.

Mutta a1, ax € {1, 2, ..., n}, joten on oltava a; = aj. Oletuksen mukaan a; ja aj ovat
eri lukuja. Vastaoletus johti ristiriitaan, joten se on vaara.

K2009.2. Koska M ja L ovat kolmion CQP sivujen
keskipisteet, M L||PC. Siis ZLMP = ZMPA. Koska
QP on ympyran I' tangentti, /LMP = /ZMKL.
Siis /MKL = ZQPA. Vastaavasti osoitetaan, etta
/MLK = ZAQP. Kolmiot AQP ja M LK ovat siis
yhdenmuotoiset. Siis

AP MK QB
AQ ML  PC’

Mutta tdméa merkitsee, etta AP - PC = AQ - QB. Pis-
teiden P ja @ potenssit kolmion ABC ympari piirre-
tyn ympyran suhteen on siis samat. Molemmat pisteet
ovat nain ollen samalla etaisyydella ympyran keskipis-
teesta O.

K2009.3. Olkoon aritmeettisen jonon (ss,) perdkkaisten termien erotus D. Merkit&dan
dn = Spt1 — Sp. Osoitetaan, ettd d, on vakio. Osoitetaan ensin, ettd luvut d,, ovat
rajoitettuja. Koska (s,) on kasvava kokonaislukujono, d,, > 1 kaikilla n. Siis

dn = Sn+4+1 — Sn S dsn + dsn—l—l i dsn+1—1 = Ss,41 — Ss, — D.
Siité, ettd jono (d,) on rajoitettu, seuraa, ettd on olemassa

m=min{d, |n=1,2,...}, M=max{d, |n=1,2,...}.

Vaite tulee todistetuksi, jos osoitetaan, ettd m = M. Tehdaan vastaoletus m < M. Jollain
nonm=d, = Sp4+1 — Sp. Nyt

D = Ssn-‘rl = Ssp, = Ssptm T Ssp, = dsn + dsn"'l et d57L+m_1 S nM’ (1)
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koska summassa on m termié ja niistd jokainen on < M. Jollain n’ on d,,, = M. Samoin
kuin edella saadaan

D — Ssn/-i-M - SSn/ - dsn’ + dsn/-i-l + -+ dSn/—FM—l Z Mm (2)
Siis D = mM ja jos d,, = m, niin ds, = ds,, 11 = -+ = ds,.,—1 = M ja vastaavasti jos
dn = M, niin d,, = ds,41 = -+ = ds,,,—1 = m. Kaikille n pétee s, > s; + (n — 1) > n.

Jos d,, = m, on oltava s,, > n. Jos nimittain olisi s, = n, olisi m = d,, = d;, = M,
mika olisi ristiriidassa oletuksen m < M kanssa. Samoin, jos d,, = M, niin ds, = m ja

$n > n. On siis olemassa aidosti kasvava jono ni, ng, ..., jolle ds, = M, ds, = m,
ds,, = M, ds,, = m jne. Mutta jono ds,, ds,, ... on aritmeettisten jonojen s, 11, Ss,, - ..
ja 85,41, Ssy+1, ... termien erotusjono ja siis myos aritmeettinen jono. Silla voi olla ei-

kasvava ja ei-vaheneva osajono vain, jos se on vakiojono. Ei siis voi olla m < M, ja
todistus on valmis.

K2009.4. Olkoon I kolmion ABC sisdan piirretyn
ympyran keskipiste. Koska kolmio ABC' on tasakylki-
nen, AD1 BC'. Siis ZIDK = 45°. Olkoon G pisteen
E peilikuva peilauksessa yli suoran C'I. Koska CT
on kulman BCA puolittaja, G on puolisuoralla C'B.
Jos G = D, jana EI on peilautunut janaksi DI, jo-
ten ZIEC = 90°. Mutta silloin kolmion ABC B:sté
piirretyt korkeusjana ja kulmanpuolittaja yhtyvat, ja
BC = BA. Kolmio on tasasivuinen ja ZBAC = 60°.
Oletetaan sitten, ettd G # D ja ettd G on D:n ja C'n DG
valissa. Nyt LZIGK = ZIFK = /BEK. Jos Z/ZBEK

= 45°, niin LIGK = ZIDK. Pisteet I, D, G ja K ovat samalla ympyralla. Talloin
/EIK = /GIK = /GDK = 45°, /BIC = 180° — /ZEIK = 135°, 2- Z/BCI = 45°,
2. /ZBCA = 90° ja ZBAC = 90°. Jos G olisi B:n ja D:n valissa, olisi samoin
ZEIK = Z/GIK = 180° — ZGDK = 180° — 135° = 45°, ja saataisiin ZBAC = 90°.
(Voidaan kuitenkin helposti osoittaa, ettd G ei voi olla janalla BD.) Kulman ZBAC ai-
noat mahdolliset arvot ovat siis 60° ja 90°. On vield varmimstettava, ettd nailla arvoilla
todellakin /BEK = 45°. Olkoon ZBAC = 60°. Silloin BELAC ja peilaus yli IC':n
kuvaa D:n E:lle. Koska ZIDK = 45°, on ZIEK = 45°. Olkoon ZBAC = 90°. Silloin
LAIE = /BID = /BEA = 90° — 225° ja ZEIK = 180° — 2 - ZBID = 45°. Kol-
mio AIFE on tasakylkinen, joten peilauksessa yli AK:n [ ja E vastaavat toisiaan. Siis
/IEK = /FEIK = 45°.

K2009.5. Osoitetaan, ettd tehtdvén ainoa ratkaisu on funktio f(x) = x. Varmistutaan
ensin, ettd tdmé funktio kelpaa. Olkoon siis f(x) = x ja olkoot a ja b positiivisia koko-
naislukuja. Kolmion sivujen pituuksiksi ovat tarjolla a, b jac=a+b—1. Nyt ¢ < a + b,
mutta ¢ > a > 1jac>b> 1. Silloin ¢ > |a — b, joten kolmio, jonka sivut ovat a, b ja ¢
on olemassa.

Osoitetaan sitten, ettd f(x) = x on ainoa ratkaisu. T&h&n pa#stdén soveltamalla tois-
tuvasti kolmioepayhtéloa, jonka mukaan kolmion kahden sivun pituuksien summa on ai-
dosti suurempi kuin kolmas sivu. Osoitetaan ensin epésuorasti, ettd f(1) = 1. Jos olisi
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f(1) = 14m > 1, muodostaisi kaikilla a kolmikko 1, f(a), f(a+m) kolmion sivujen pituu-
det. Silloin olisi f(a)—1 < f(a+f(1)—1) < f(a)+1. Koska f:n arvot ovat kokonaislukuja,
on valttamétta f(a+ f(1) — 1) = f(a) kaikilla a. Jos olisi f(1) —1 =m > 0, f voisi saada
enintddn m eri arvoa f(1), f(2), ..., f(m), ja jokin niista olisi suurin; olkoon tdma suurin
M. Mutta silloin ei olisi kolmiota, jonka sivut olisivat 2M, f(b) ja f(b+ f(2M)—1). Onkin
oltavam =0 eli f(1) =1.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on niin sanottu involuutio eli ettd f(f(a)) = a kaikilla
a. Tama seuraa siitd, ettd a, 1 = f(1) ja f(1 + f(a) — 1) = f(f(a)) ovat kolmion si-
vut. Involuutiokuvaukset ovat niin sanottuja injektioita: ne saavat eri pisteissa eri arvot.
Jos nimittédin f(a) = f(b), niin a = f(f(a)) = f(f(b)) = b. Kéytretdan hyviksi tata
ominaisuutta.

Koska f on injektio, f(2) # 1, joten f(2) = 1+ ¢, missd ¢ > 1. Jos b on mielivaltainen
positiivinen kokonaisluku, niin 2, f(b) ja f(b+ f(2) — 1) = f(b+ ¢) ovat kolmion sivut,
joten f(b)—2 < f(b+c) < f(b)+2tal f(b)—1 < f(b+c) < f(b)+1. Koska f(b+c) # f(b),
niin f(b+c) = f(b) £ 1. Koska f(1+¢) = f(Ff(2) =2, f(1+2) = f(1+c)£1=2=+1.
Injektiivisyyden vuoksi ei voi olla f(1 + 2¢) = 1. Siis f(1 + 2¢) = 3. Induktiolla ndhd&én
helposti, ettd f(1 + kc) = k + 1 kaikilla luonnollisilla luvuilla k. Jos olisi ¢ > 1, olisi
f(e) = f(1 + ke) jollain luonnollisella luvulla k. Tdm& on mahdotonta, joten on oltava
c = 1. Tésté seuraa, ettd f(1+ k) =1 + k kaikilla & > 0.

K2009.6. Olkoon heinésirkan hyppyjarjestys (i1, ia, ..., i5), jos sen perdkkaisten hyp-
pyjen pituudet ovat a;,, ai,, ..., a;,. Todistetaan vaite induktiolla. Véite on ilmeisen
tosi, kun n = 1. Olkoon n > 1 ja olkoon viite tosi kaikilla n:44 pienemmilla kokonaislu-
vuilla. Voidaan olettaa, ettd annetut luvut toteuttavat ehdon a; < as < --- < a,. Olkoon
d = min M. Tarkastellan tilannetta sen mukaan, onko d < a,, vai d > a,,. Oletetaan ensin,
etta d < a,. Induktio-oletuksen mukaan heinésirkka pystyy hyppimaan n — 1:11a hypylla
pisteesta a,, pisteeseen s. Kun sarjaan liitetddn hyppy origosta a,:44n, saadaan vaadittu
hyppysarja. Olkoon sitten a,, = d. Tarkastellaan n:4a joukkoa, joista jokaisella kahdella
on epatyhja leikkaus: {a,}, {a1, a1 + an}, {az2, as + an}, ..., {an-1, an—1 + an}. Koska
M:ssa on n — 1 alkiota, ainakin yksi joukoista ei sisalla yhtdan M:n alkiota. Olkoon se
{a;, a; + a, }. Joukossa M N [a; + a,, s] on enintdan n — 3 alkiota, koska d, a,, < a; + a,.
Induktio-oletuksen perusteella heinésirkka voi hypella pisteestd a; + a, (joka ei kuulu
joukkoon M) pisteeseen s kdyttden kaikkia muita hypyn pituuksia kuin a; ja a,. Jos
nyt ensimmainen hyppy on a; ja toinen a, ja sitten tehdaan mainitut n — 3 hyppya,
saadan vaadittu sarja. Oletetaan sitten, ettd d > a,. Olkoon M’ = M \ {d}. Induktio-
oletuksen perusteella heinésirkka voi hyppié pisteesta a,, pisteeseen s kdyméatta joukon M’
pisteissd. Olkoon hyppyjarjestys (i1, ..., ip,—1). Jos tAmé reitti ei kdy pisteessa d (t&lloin
on d > ay), niin (n, i1, ..., i,—1) on kelvollinen hyppyjérjestys. Muussa tapauksessa voi-
daan olettaa, ettd heindsirkka osuu d:hen hypylld i;. Nyt (i1, 92, ..., ij, 7, 441, -« ., in—1)
on myos hyppyjarjestys, joka valttad muut M:n pisteet kuin d:n. Koska a1 < an, jarjes-
tys (i1, @2, ..., 45, ij41, N, ..., ip—1) VAlttdd myos d:n. Todistus on valmis.
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