Lukion matematiikkakilpailu 2008

Loppukilpailutehtavien ratkaisuja

1. Suureen janisjahtiin osallistui kettuja, susia ja karhuja. Metsdastdjia oli 45, ja saalis oli yhteensd
2008 jinista. Jokainen kettu pyydysti 59 janistd, jokainen susi 41 janistd ja jokainen karhu 40
janistda. Montako kettua, sutta ja karhua seurueessa oli?

Ratkaisu. Jos kettujen méaaré on x, susien y ja karhujen z, niin ei-negatiiviset kokonaisluvut x, y
ja z toteuttavat yhtéloparin

59z + 41y + 40z = 2008
T+ y+z=45.

Kun ryhmaésté eliminoidaan z, tullaan valttaméttomasan ehtoon 19z + y = 208. Koska 0 <y < 45,
on 163 < 192 < 208. Koska 8 - 19 = 152 ja 11 - 19 = 209, ainoat mahdolliset x:n arvot ovat x = 9
jax=10. Josz =9, ony =37jaz=45—-9—-37= —1. Siis z = 10, y = 18, z = 17 on ainoa
mahdollisuus. Helposti ndhdaén, ettd tama kolmikko toteuttaa tehtavan ehdot.

2. Kolmion ABC sisddn piirretyn ympyran keskipiste on I. Suorat AI, BI ja CI leikkaavat kolmion
ABC ympdri piirretyn ympyrdan myds pisteissi D, E ja F (tdssd jarjestyksessd). Osoita, ettd AD
ja EF ovat kohtisuorassa toistaan vastaan.

Ratkaisu. Olkoon /CAB = o, ZABC = 3 ja /BCA = ~.
Kaytetdan toistuvasti lausetta, jonka mukaan kolmion kul-
man vieruskulma on kolmion kahden muun kulman summa.

Siis /GIE = ZAIE = %oz + %[3 Toisaalta /ITEG =
/BEF = /BCF = %'y. Siis ZAGE = /GIE + ZIEG =

1
5(0("‘5""}’) :900.

3. Ratkaise Diofantoksen yhtdlo

x2008 _ 2008 _ 22009‘

Y

Ratkaisu. Yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

(.%'1004 + y1004) (.%'1004 o y1004) — 22009.

Yhtalon vasemman puolen molemmat tulontekijat ovat luvun 2 potensseja:

#1004 4 41004 _ op
1004 _ 1004 _ 92009—p

missd 0 < p < 2009. Siis
9. x1004 — 9P 4 22009—p

ja
21004 _ gp—1 | 92008—p



2

Luvuista p — 1 ja 2008 — p pienempi on enintéin 1003. Olkoon timé# luku g. Siis #2199 = 29(1 +
22007=4) " Jos ¢ > 0, x on parillinen, ja x!°%* on jaollinen 2'°°%:1l14. Tdméi ei ole mahdollista,
koska ¢ < 1003 ja 2007 — ¢ > 1. Siis ¢ = 0 on ainoa mahdollisuus. Yhtilon 2004 = 1 4 22007
ratkaisuiksi eivit kdy parilliset luvut eivatké parittomat luvut, jotka ovat > 5. Myoskadn © = 3 ei
kiy, esimerkiksi koska 31004 = 81251 < 128251 = 21757 « 22007 1 1 Yhtilolli ei siis ole ratkaisua.

4. Kahdeksan jalkapallojoukkuetta pelaa otteluita niin, ettei mikddn pari pelaa kahta ottelua eikd
mikadn joukkuekolmikko kaikkia kolmea mahdollista ottelua. Mikd on suurin mahdollinen mdadra
otteluita?

Ratkaisu. Olkoot joukkueet Jq, Ja, ..., Jg. Olkoon J; (jokin) joukkue, joka on pelannut eniten
otteluita. Jos J; on pelannut 7 ottelua, eivat mitkaan kaksi joukkuetta J; ja Ji, ¢, K > 1, ole
pelanneet keskenéddn. Otteluita on siis 7. Jos J; on pelannut 6 ottelua, sanokaamme joukkueita
Ji, 2 < k < 7, vastaan, eivat mitkaan joukkueista J;, Ji, 2 < i, kK < 7, ole pelanneet keskenaén.
Joukkue Jg on pelannut enintdén 6 ottelua. Otteluita on enintddn 6 + 6 = 12. Jos J; on pelannut
5 ottelua, joukkueita J, 2 < k < 6, vastaan, namé joukkueet eivét ole pelanneet yhtdan ottelua
keskenadn. Joukkueet J7 ja Jg ovat pelanneet enintdén 5 ottelua kumpikin, joten otteluiden maara
ei ylita 15:ttd. Jos J; on pelannut 4 ottelua, mikadn joukkue ei ole pelannut enempéa kuin nelja
ottelua. Joukkuetta kohden laskettuja otteluita on siis enintadn 8 - 4 = 32, mutta kun joka ottelu
tulee lasketuksi kahdesti, otteluita on enintdén 16. Tama maéra voidaan myos saavuttaa esimerkiksi
niin, ettad jokainen joukkue J;, missd 1 < ¢ < 4 pelaa jokaista joukkuetta Ji, 5 < k < 8 vastaan.
— Jos Jy:n pelaamien otteluiden méaara on p < 3, otteluita on yhteensa enintdéan 4p < 12. Suurin
mahdollinen otteluméara on siis 16.

5. Jana I on kokonaan peitetty adrelliselld madrdlld janoja. Osoita, ettd ndistd janoista voidaan
valita osajoukko S, jolla on seuraavat ominaisuudet: (1) millidn kahdella S:dan kuuluvalla janalla
ei ole yhteisid pisteitd, (2) S:idn kuuluvien janojen yhteinen pituus on enemmdn kuin puolet I:n
pituudesta. Osoita, ettd vdite ei pidd paikkaansa, jos jana I korvataan ympyrdlld ja muut sanan
Pjana” estintymat sanalla “ympyrankaari”.

Ratkaisu. Tehtavan muotoilu oli epaonnistunut. Jos janat ovat suljettuja, siis paatepisteet mu-
kana, véite ei esitetyssd muodossaan ole tosi; ainoastaan vahan heikompi véite ”. .. yhteinen pituus
on vihintdan puolet I:n pituudesta...” on todistettavissa. Vastaesimerkiksi kelpaa janan peitta-
minen kahdella janan puolikkaalla. Jos janat ovat avoimia, vaite on tosi.

Todistetaan (avoimia janoja koskeva) viite induktiolla janojen lukuméérén n suhteen. Jos n = 1,
asia on selvd. Oletetaan, ettd viite patee, kun janoja on n kappaletta. Olkoot i1, i2, ..., iny1
n + 1 janaa, joiden yhdiste kokonaan peittdd I'm. Jos nyt tassd joukossa on jokin jana i,, jonka
muut joukon janat kokonaan peittavét, niin joukko, josta i, on poistettu, on n:n janan joukko, joka
edelleen peittad koko I:n. Induktio-oletusta voidaan kéyttda. Jos tésséd joukossa on kaksi janaa
k, ja kg, joilla on yhteinen paatepiste muttei yhteisia sisapisteita, niin joukko, jossa k, ja k, on
korvattu niiden yhdisteella k, Uk,, on joukko, joka toteuttaa induktio-oletuksen. Silld on tehtévan
mukainen osajoukko S’. Jos k; Uk; kuuluu téhén osajoukkoon, se voidaan purkaa takaisin osikseen
k; ja kj, ja saadaan haluttu joukko S. Jos kumpikaan edelld mainituista tilanteista ei toteudu,
janat voidaan numeroida niin, etta ¢; peittda osaksi i9:ta, 15 peittda osaksi ¢1:ta ja i3:a, mutta i ja
i3 eiviit kosketa toisiaan (jos ne koskettaisivat, i olisi kokonaan i1:n ja iz:n peittdmé, ja oltaisiin
ensin késitellyssa tapauksessa)jne. Nyt iy, i3, i5, ... jaia, i4, ig, ... Ovat toisiaan peittamattomista
janoista koostuvia joukkoja. Koska joukkojen yhdisteen janat peittavat koko I':n, on ainakin toisen
joukon janojen yhteispituuden oltava ainakin puolet I:n pituudesta. — Jos I'n sijalla on ympyran
keha ja osajanojen tilalla kaaret, viite ei toteudu. Tama ndhdéan esimerkiksi tapauksessa n = 3;
kaaret, joita vastaavien keskuskulmien vélit ovat esimerkiksi [0°, 130°], [120°, 250°] ja [240°, 370°],



peittavat koko ympyran kehdn, mutta mikdén niistd ei yksinddn peitd koko kehda ja jokaisella
kahdella on yhteisia pisteita.
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