Lukion matematiikkakilpailun
alkukilpailun ratkaisut
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P1. Valitaan kannaksi sivu, jonka pituus on 4. Koska toinen jaljelle jaavista sivuista
on pituudeltaan 3 ja toista ei tunneta, korkeudelle patee 0 < h < 3 ja kaikki nama arvot
ovat mahdollisia. Siis 0 < A = 4h/2 = 2h < 6 ja ala saa eri tilanteissa kaikki ndmé&
arvot. Kohdat a, b ja c ovat siis oikein ja d vaarin, vastaavat esimerkit ovat kuvassa.

P2. 2t —1=(@?-1)@2*+ 1) =(-D+)@*+1)=(@-1)@3+2>+z+1) =
(x+1)(z—1) (22 +1) = (x +1)(2® — 22 + 2 — 1), joten kaikki kohdat ovat oikein.



P3. Lierion tilavuus on 7r2h = 1 ja kokonaispinta-ala 27r? + 27rh = 12, joten

12 2mr?42mrh 2 2

1 7r2h h o1’
misté seuraa 1/r + 1/h = 6. Siis mik&én vaihtoehdoista ei ole oikein.
P4. Luku 2010 - 2 = 4020 ei ole kokonaisluvun nelio, silli 632 = 3969 < 4020 < 642 =
4096. Jos p on pariton alkuluku, niin 2010p = 2-1005-p on parillinen, mutta ei jaollinen
neljallé, koska 1005p on pariton. Siis 2010p ei silloinkaan ole kokonaisluvun nelié. Kohta
d on siis oikein.
P5. Paritonta astetta olevalla polynomiyhtélolla tunnetusti on ratkaisuja, joten a on
vadrin. Muut kohdat ovat mahdollisia, esimerkiksi yhtalolld 22 = 0 <= 2 = 0 on
yksi, yhtélolld 23 — 22 =0 <= 2 =0V 2z = 1 kaksi ja yhtilolli 2° —2 =0 <= z =
—1Vz=0Vax =1 kolme ratkaisua.

o e oy =z, ayz ..
P6. Merkitdan s = T2] + Ty + B + Toys]" Huomataan, etta

t 1 josx >0
lt| | —1 Jjosz <O.
Siis lausekkeen y
=yl 12

arvo voi olla —3, —1, 1 tai 3 sen mukaan, mita lukujen x, y ja z etumerkit ovat. Toisaalta

ryz Ty oz

zyz| x|yl Jz]
Jossiisx,y,z2>0,niins =14+14+1+1-1-1=4, jos z,y,2 < 0, niin s = —14+—-14+—-1+
—1 = —4. Jos tasmalleen kaksi luvuista z, y ja z on positiivisia, niin s = 1+1-1-—1 = 0.
Jos tasmalleen yksi on positiivinen, niin samoin s = —141-—1-—1 = 0. Siis mahdollisia
arvoja on kolme, joten kohdat a ja b ovat oikein, ¢ ja d vaaria.

Perussarjan perinteiset tehtavat

P7. Olkoot siarmien pituudet a, b ja c. Suorakulmaisessa sarmiossa tahkojen pinta-alat
ovat talloin ab, ac ja be ja tilavuus V' = abe. Siis

V2 = (abc)? = (ab)(ac)(be) = 6 -8 - 12 = 576 = 242,

joten V = 24.

P8. Olkoon nelinumeroinen luku 1000a+100b+10c+d, jossa a, b, ¢ ja d ovat numeroita.
Tiedetaan, etta

at+b+c+d=16

c=a+b

b=2d

(1000a 4 1006 4 10¢ + d) — (1000d + 100¢ + 10b 4 a) = 729.



Kolmesta ensimmaisesta yhtalosta saadaan
16=a+b+c+d=a+2d+ (a+2d)+d=2a+5d.

Erityisesti 5d < 16, joten d < 3. Kuitenkin jos d on pariton, myos 2a + 5d on, mutta
numeroiden summa 16 on parillinen. Siis d = 0 tai d = 2. Edellisessd tapauksessa
saadaan a = (16 —5d) =8, b =2d =0,c=a+b=8+0 = 8 jad = 0, mutta
8080 — 0808 = 7272 £ 729, joten neljas ehto ei toteudu. Jalkimmaisessa tapauksessa
a=1(16-5d) = 15510 =3, b =2d =4, c = a+b = 7 jad = 2. Koska 3472—2743 = 729,
viimeinen ehto toteutuu. Siis alkuperainen luku on 3472.

Huomautus: Neljan toisistaan riippumattoman lineaarisen yhtalon ryhmaéan voi

tietenkin ratkaista myos tavanomaisin menetelmin kayttamétta oletusta tuntematto-
mien kokonaisuudesta.

Valisarja

V1. Matti maalasi aitaa klo 12:00:sta klo 14:25:een lukuun ottamatta 10 min keskey-

oh15min 135 27 3
tysté, siis 2h 15min. Koska i _ o2l

= = — = —, niin Matti teki tyostd 3/4:aa
3h 180 36 4
ja Kerkko 1/4:n. Siis Kerkon tyoskentelyaika oli % -4h = 1h ja kina alkio klo 153:00.

V2. Vaiite: Suorakulmaisen kolmion sisadn piirretty ympyra jakaa hypotenuusan
osiin a ja b. Talloin kolmion ala on ab.

Todistus: Merkitaan kolmion sisadnpiirretyn ympyran sadetta r:11a. Sisaénpiir-
retyn ympyran sivujen vastaiset sateet ja teravien kulmien kulmanpuolittajat jakavat
kolmion viiteen osaan: yhteen nelioon, jonka sivu on r, kahteen suoraakulmaiseen kol-
mioon, joiden kateetit ovat a ja r (niilld on yhteinen hypotenuusa ja kateetti r) seké
kahteen suorakulmaiseen kolmioon, joiden kateetit ovat b ja r.

Siis alkuperaisen kolmion ala on

b
A:r2+2~%+2«§:r2—|—ar—l—br.



Ala voidaan laskea myo0s toisin, silla kolmion kateetit ovat a 4+ r ja b+ r, josta
1 1, 5
A= 5(@—1—7’)(1)—1—7’) = §(r + ar + br + ab).

Yhdistamalla namaéa tiedot saadaan eliminoitua tuntematon 7r:

A=2A—A=r’4+ar+br+ab— (r*+ar+br)=ab. O

Huomautus: Jatkamalla tasta saadaan helposti todistus Pythagoraan lauseelle:

(a+7)°+ (b+7)?
=a? 4 2ar +r? 4+ b% + 2br + 12
=a®+b*+2(r* + ar + br)
=a?+ b+ 24 =a® + b* + 2ab
= (a+b)%

Kaantaen tehtavan vaitteen voi todistaa kayttamalla Pythagoraan lausetta ensimmaéisen
alan kaavan sijasta.

V3. Koska 24+ 6+4+6+4 =18 = 2-9 on jaollinen yhdeksalla, myos 2664 on. Kehitetaan
alkutekijahajotelma:

2664 =9-296=9-8-37=2%.32.37.

Tissd 37 on alkuluku, silld 2 + 37, 3 1 37, 51 37 ja 72 = 49 > 37. Jos 2664n on
kokonaisluvun nelio, niin sen alkutekijahajotelmassa kaikkien alkulukujen eksponentit
ovat parillisia. Tama on yhtapitavaa sen kanssa, etta luvun n alkutekijahajotelmassa
alkulukujen eksponentit ovat parillisia, paitsi etta lukujen 2 ja 37 eksponentit ovat parit-

tomia. Koska pienimmaét eksponentit ovat 0 ja 1, pienin n, jolla tamadn saa toteutettua,
onn=2'.3%.371 =2.37="74.

V4. Merkitaan jonon n:tta jasenta a,:lla, r = as, y = ag ja katsotaan, minka al-
gebrallisen muodon oletukset saavat. Fibonacci-ehdosta seuraa a7 = a5 + ag = * + v,
ag = ag +ay =y + (r+y) =r+2y, a9 = ar +ag = (r +y) + (v + 2y) = 2z + 3y ja
aio = as + ag = (x + 2y) + (22 4+ 3y) = 3z + 5y. Siis

(1) 322 = ay9 = 3x + 5y.
Toisaalta ay = ag —as =y —x,a3 =as —ags=x— (y—x) =2x —y, az = a4 — az =

(y—2)— 2x—y) =2y —3xjaa = a3 —ay = 2x —y — (2y — 3z) = 5z — 3y.
Positiivisuusehdosta saadaan siten 5x — 3y > 0 ja 2y — 3x > 0, joista yhdistamalla

3 S
2 — —I.
() 2x<y<3x



Yhtélosta (1) ja epayhtalosta (2) seuraa

3 5
3x+5~§x<3x+5y:322<3x+5-§x

9 " 37

966 644
2 — — 1
:>8<34 <x<21<3,

silla = on positiivinen. Talla on vain kaksi kokonaista ratkaisua, nimittain x = 29 ja
x = 30. Jalkimmaé&inen tapaus ei voi toteutua, silla jos pétisi = 30, niin 5 | 3z + 5y =
322, miké on ristiriita. Siis x = 29, jolloin y = %(322 — 3z) = 47. Jonon jisenten
kokonaisuus on nyt selvaa ja positiivisuus helposti tarkastettavissa: a4 = 47 — 29 = 18,
a3 =29 —-18 =11, a9 =18 — 11 ja ay = 11 — 7 = 4. Siis jonon viides jasen on 29.

Avoin sarja

Al. Ks. V2.
A2. Tehtavan ehdosta saadaan yhtalo

Koska 0 <a<b<ecniinl=a'4+bt+ct<atl+at+a?!=3a"", joten a < 3.
Toisaalta 1 =a ' +b71+¢c! > a1, joten a > 1. Ainoa kokonainen ratkaisu on a = 2.
Jaljelle jaaville tuntemattomille saadaan yhtalo

1
2714 el =1 = b_1+c_1:§.

Koska 2 < b < ¢, niin % =b"14 ¢! <2b7!, joten saadaan b < 4. Ainoa kokonainen
mahdollisuus on b = 3 ja luvun c ratkaisemiseksi saadaan yhtalo

37 et =

Stisa=2,b=3 jac=06.



A3. Koska sin x, sin 2z ja sin 4z muodostavat aritmeettisen jonon, niin kaksinkertaisen
kulman sinin ja kosinin kaavoja toistuvasti kayttamalla saadaan

sin4x — sin 2x = sin2x —sinx y =sindzr —
<= sin4x — 2sin2z = —sinx y = sin 2z —
<= 2sin2xcos2x — 2sin2x = —sinx .
y=sinzx -
<= 2sin2z(cos2zx — 1) = —sinx A
£
<= 4sinzcosz(cos2x — 1) = —sinz
1
<= cosz(cos2x — 1) = ~1 (sinz # 0, koska x on teréva)
1
= cosz(2cos’x —2) = ~1
3 1

< COS" T — COSZT = —g.

A4. Ratsun pitdd siis siirtyd mahdollisimman vahilla siirroilla origosta (0,0) ruu-
tuun (x,y), jolle /22 + y2 = /281 eli yksinkertaisemmin 22 + y? = 281. Koska
V281

Y = /56,2 > V49 =T,
V5

tarvitaan enemman kuin 7 siirtoa. Toisaalta luvun 281 parittomuudesta seuraa, etta
toinen koordinaateista x ja y on pariton, toinen parillinen. Koska 5 = 22 + 12, niin
koordinaattien summa vaihtuu ratsun siirrossa parillisesta parittomaksi tai toisin pain.
Siksi origosta etiisyydelle v/281 tarvitaan pariton méiré siirtoja, ts. vahintaan 9.

Etsitdin toisaalta sopiva ruutu, jolle 2 + y? = 281 ja johon piisee 9 siirrolla.
Koska 162 + 52 = 281, voidaan valita (z,y) = (16,5). Siihen péisee reittii

(0,0) — (2,1) — (4,2) — (6,3) — (8,4) — (10, 5)
— (12,6) — (14,5) — (15,7) — (16, 5)

pitkin. Siis 9:lld ratsun siirrolla pddsee origosta ruutuun, joka on etdisyydelld /281
lahtoruudusta.




