12. pohjoismainen kilpailu 2.4.1998

1. Maarita kaikki rationaalilukujen joukossa maaritellyt rationaalilukuarvoiset funktiot
f, jotka toteuttavat yhtalon f(x+y)+ f(x —y) = 2f(x) + 2f(y) kaikilla rationaaliluvuilla
T jay.

2. Olkoot (' ja Cy kaksi ympyraa, jotka leikkaavat toisensa pisteissa A ja B. Olkoon
My Ci:n keskipiste ja My Co:n keskipiste. Olkoon P janan AB jokin sellainen piste, etta
|AP| # |BP| ja P # A, P # B. Piirretadn P:n kautta M; P:td vastaan kohtisuora suora
ja merkitdan sen ja C7:n leikkauspisteita C:11a ja D:lla. Piirretdan samoin P:n kautta
M5 P:ta vastaan kohtisuora suora ja merkitdan sen ja Cy:n leikkauspisteita E:lla ja F':lIA.
Osoita, etta C, D, E ja I ovat erdan suorakaiteen karkipisteet.

3. (a) Milld positiivisilla luvuilla n on olemassa jono x1, xa, ..., &,, joka sisdltda kunkin
luvuista 1,2,...,n tasan kerran ja jolle x1 + x5 + -+ + zx on jaollinen k:lla jokaisella
k=1,2,...,n7?

(b) Onko olemassa p#éttyméaton jono x1,zo,xs,..., joka siséltdd jokaisen positiivisen

kokonaisluvun tasan kerran ja jolle xy + xo + - -+ 4+ x on jaollinen k:lla kaikilla positi-
ivisilla luvuilla k?

4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Laske sellaisten lukujen k£ € {0,1,2,...,n}
n
lukumaara, joille I on pariton. Osoita, etta tama luku on kakkosen potenssi, ts. muotoa

2P jollakin ei-negatiivisella luvulla p.



