31. Pohjoismainen matematiikkakilpailu
maanantaina, 3. huhtikuuta 2017

Tybaikaa: 4 tuntia. Kunkin tehtavin maksimipistemdadrd on 7 pistettd.
Vain kirjoitus- ja piirtdmisvdlineitd saa kdyttdd.

Tehtava 1.
Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd on olemassa positiiviset kokonaisluvut a
ja b, joille
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Tehtava 2.
Olkoot a, b, a ja [ sellaisia reaalilukuja, ettd 0 < a <1, 0<b <1, 0
0 < B < 3. Todista, etté jos
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abcos(a — B) < /(1 —a2)(1 — b2),

niin
acosa+bsinf <1+ absin(f — ).

Tehtiva 3.

Olkoot M ja N terdviakulmaisen kolmion ABC' sivujen AC' ja AB keskipisteet, missi
AB # AC. Olkoon wp M-keskinen ympyré, joka kulkee pisteen B kautta, ja olkoon
we N-keskinen pisteen C' kautta kulkeva ympyré. Olkoon D sellainen piste, ettd ABC D
on tasakylkinen puolisuunnikas ja AD on BC':n suuntainen. Oletetaan, ettd wp ja we
leikkaavat kahdessa (eri) pisteessi P ja (). Osoita, ettd D sijaitsee suoralla PQ).

Tehtava 4.

Maarita kaikki sellaiset kokonaisluvut n ja m, missd n > m > 2, ettd sddnnollinen n-
kulmio voidaan piirtda s@dnnollisen m-kulmion sisélle niin, ettd n-kulmion kaikki kérjet
sijaitsevat m-kulmion sivuilla.



