Epaeuklidisista geometrioista

Euklidisen ja epaeuklidisen geometrian erottava tekija on yhdensuuntaisuusaksiooma. Sen
aksiooma-asemaa kritisoitiin jo antiikin aikana: sen arveltiin olevan todistettavissa oleva
lause. Lukuisat Eukleideen kommentaattorit ja editoijat esittivat sille todistuksia, jotka
tarkemmassa analyysissa aina osoittautuivat luonteeltaan sellaisiksi, etta oletusten jouk-
koon oli lisatty jokin muu, yleensa paralleeliaksiooman kanssa yhtapitava olettamus. Tal-
laisia olivat esimerkiksi se, ettd yhdensuuntaiset suorat ovat kaikkialla yhta etaalla toi-
sistaan, ettd annetusta suorasta vakioetaisyydella olevat pisteet muodostavat suoran, etta
nelikulmiossa ABCD, jossa ZCAB ja LZABC ovat suoria kulmia ja AC' =2 BD, myos
/BDC ja ZC'AD ovat suoria tai ettd kulman aukeamassa olevan pisteen kautta kulkeva
suora leikkaa kulman kyljet.

Paralleeliaksiooman varsinainen selvittely tapahtui historiallisesti kolmessa vaiheessa.
1700-luvulla tehtiin merkittavia tutkimuksia siitd, mitd seurauksia johtuisi paralleeliak-
siooman poistamisesta. Naiden tutkimusten tavoite oli todistaa paralleeliaksiooma epasuo-
rasti. 1800-luvun alussa saksalainen Gauss, unkarilainen Bolyai ja venéldinen Lobatsevski
johtuivat toisistaan riippumatta ajatukseen geometriasta, jossa paralleeliaksiooman kor-
vaisi jokin muu olettamus. He todistivat tallaisen geometrian perusteoreemoja. Samoihin
aikoihin kehittynyt projektiivinen tasogeometria on jarjestelmé, jossa ei ole toisiaan leik-
kaamattomia suoria. 1800-luvun puolen valin jilkeen esitettiin useita konkreettisia malleja
erilaisista epaeuklidista geometrioista.

Nimitysta epdeuklidinen geometria voidaan kayttaa yleensd geometriasta, jossa jotkin
euklidisen geometrian olettamukset on muutettu toisiksi, tai nimenomaan sellaisesta geo-
metriasta, jossa paralleeliaksiooma on korvattu jollain muulla oletuksella. Jarjestelméaa,
josta paralleeliaksiooma puuttuu, mutta joka muuten on euklidinen, kutsutaan neutraali-
geometriaksi.

Seuraavassa kaytetdan ajoittain symbolia R suoralle kulmalle tai sen suuruudelle.

Paraalleeliaksioomatonta geometriaa

Euklidisen geometrian jarjestelmassa patee paralleeliaksioomasta riippumatta

Lause 1. Suoran a ulkopuolella olevan pisteen P kautta voidaan piirtad ainakin yksi
suora, joka ei leikkaa a:ta.

Todistus. Piirretdaan P:n kautta suora b, joka leikkaa a:n pisteessd B. Piirretdan P:n kautta
suora ¢, joka muodostaa b:n kanssa saman kulman kuin a. Jos a ja c leikkaisivat pisteessa
C, niin kolmiossa PBC olisi kulma ZPBC, joka olisi yhta suuri kuin kolmion kérjessa P
olevan kulman vieruskulma. Ristiriita!

(Voi huomata, ettd lause ei piade geometriassa, jossa ”taso” on pallon pinta ja ”suoria”
ovat pallon isoympyrat. Tallainen geometria poikkeaa euklidisesta myos muuten kuin siina,
etta suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta ei voi asettaa yhtaan suoraa leikkaamatonta
suoraa.)

Yritdmme nyt toimia paralleeliaksioomattomassa mutta muuten euklidisen geometrian kal-



2

taisessa neutraaligeometriassa. Sen keskeinen tyokalu on Saccherin® nelikulmio ABCD.
Siind kulmat ZDAB ja ZABC ovat suoria ja AD = BC'. Ilman paralleeliaksioomaa emme
tieda, ettd nelikulmio on suorakaide eli sité, ettd sen kaikki kulmat olisivat suoria. Sen
sijaan voidaan todistaa

Lause 2. Saccherin nelikulmiossa on ZADC = ZBCD. Olkoot E ja F sivujen AB ja CD
keskipisteet. Silloin AB1EF1CD.

Todistus. Piirretdén E:n kautta AB:ta vastaan kohti-

suora, joka leikkaa C'D:n pisteessi F'. Kolmiot AEF’

ja BEF' ovat yhtenevét (sks). Siis ZF'AE = /F'BE r_r
ja AF' = BF’. Edelleen /DAF' = /CBF’, misté
seuraa kolmioiden AF'D ja BF'E yhtenevyys (sks).
Téasta seuraa LADC = /BCD ja DF' = F'C ja R

F' = F. Myoskin ZDFE = /DFA + ZAFE =

/FFB + /BFC = /CFE. Siis ZDFFE on suora

kulma.

Saccherin nelikulmion yhta suuret kulmat ZCDA ja ZDC B voivat olla teravia, suoria tai
tylppia. Taman mukaisesti puhutaan tylpan, suoran ja teravan kulman hypoteesista.

Sanomme, ettd E'F on Saccherin nelikulmion ABC'D keskijana. Sanomme my6s Saccherin
nelikulmion kulmia ZADC' ja ZBCD sen ylakulmiksi.

Lause 3. Olkoon ABC'D nelikulmio jossa Z/DAB ja /ABC ovat suoria. Silloin Z/ADC >
/BCD, jos ja vain jos AD < BC.

Todistus. Oletetaan, ettda AD < BC. Olkoon E se janan BC piste, jolle BE = AD.
Edellisen lauseen nojalla ZADE = /BED. Kolmiosta DCE saadaan Z/ZECD < /BED.
Mutta ZADC > ZADE. Jos AD = BC, on edellisen lauseen nojalla ZADC = /BCD.
Jos AD > BC, voidaan péatella kuten todistuksen alkuosassa, ja saataisiin ZADC <
/ZBCD. Niin my6s lauseen ”vain jos” -osa on todistettu.

Lause 4. Olkoon ABC D Saccherin nelikulmio ja olkoot P ja Q sivujen AB ja C'D pisteita
niin, ettd PQLAB. Olkoon o« = ZADC'. Jos PQ) < BC, niin « on terava, jos PQQ = BC,
niin « on suora ja jos PQ > BC, niin « on tylppa.

Todistus. Olkoon 3 = ZDQP ja v = ZPQC. Lauseesta 3 seuraa, ettd jos PQ < BC, niin
a < B (nelikulmio AQPD) ja a < v (nelikulmio Q BCP). Vieruskulmien f ja v summa

on kaksi suoraa kulmaa. Koska 2a < G+ «, « on terava. Muut tapaukset todistetaan
analogisesti.

Edellisen lauseen implikaatiot muodostavat ketjun, jonka perusteella ne ovat itse asiassa
ekvivalensseja.

Lause 5. Olkoon ABCD on Saccherin nelikulmio, « = ZADC, P piste suoralla C'D janan
CD ulkopuolella ja @) sellainen suoran AB piste, ettd PQ1AB. Jos PQ) > BC, niin a on
terdva, jos P()Q = BC', niin « on suora ja jos P(Q) < BC, niin « on tylppa.

! Ttalialaisen jesuiitan Giovanni Saccherin (1667-1733) yritykset todistaa paralleeliak-
siooma tuottivat monia tarkeita neutraaligeometrian tuloksia.



Todistus. Oletetaan, ettd C on janalla PD. Olete-

taan, etta P(Q) > BC'. Olkoon FE janalla Q)P niin, etta

QFE = BC. Silloin AQED ja BQEC ovat Sacche- D c P
rin nelikulmioita. Olkoon g = ZADE = ZQFED ja
v=/BCFE = /ZQFEC. Silloin f < « ja § < . Lisaksi
kolmiosta C DE nédhdaén /PCE = § > /CDE =
a — (. Kulmien /BCD = «, /BCE =~ ja ECP =9
summa on kaksi suoraa kulmaa. Mutta oo +~v 4+ § >
a+v+a—L0F>2a. Jos PQ = BC, Saccherin nelikul-
mioista ABCD, AQPD ja BQPC saadaan

/BCD = /CDA= /QPC = /PCB.

=

Kulma ZBCD on vieruskulmansa kanssa yhtenevéa ja siis suora.

Jos PQ < BC, erotetaan puolisuoralta QP jana
QF = BC. Olkoon taas ZADE = ZQED = p,
ZQEC =2 /BCFE = v ja LPCFE = §. Selvasti v < 3. D

Kolmiosta CED saadaan § > ZEDC = (§ — «a. Kul- »
mien /BCD = « ja ZECB = 7 summan ja dé:n
erotus on kaksi suoraa kulmaa. Mutta o +~v — 9 <
a+v—0+a<2a.

Tamankin lauseen implikaatiot muodostavat ketjun, jonka perusteella ne ovat itse asiassa
ekvivalensseja.

Lause 6. Jos jokin Saccherin nelikulmio toteuttaa teravan kulman hypoteesin, kaikki Sacc-
herin nelikulmiot toteuttavat sen. Jos jokin Saccherin nelikulmio toteuttaa suoran kulman
hypoteesin, kaikki Saccherin nelikulmiot toteuttavat sen. Jos jokin Saccherin nelikulmio
toteuttaa tylpan kulman hypoteesin, kaikki Saccherin nelikulmiot toteuttavat sen.

Todistus. Todistetaan lauseen teravian kulman hypo-
teesia koskeva osa. Tarkastetaan ensin kahta sellaista
Saccherin nelikulmiota, joilla on sama keskijana. Voi-
daan olettaa, ettd ABCD ja TUVW ovat Saccherin
nelikulmioita, A, T, B ja U ovat samalla suoralla ja
molempien nelikulmioiden keskijana on FF, E suo-
ralla AB. Koska FF1CD ja EF1VW, pisteet C, V,
D ja W ovat samalla suoralla. Olkoon vielda AB < TU.
Oletetaan, ettd ABCD toteuttaa terdavan kulman hy-

poteesin, ts. ettd ZBCD on terdvd. Lauseen 5 (tai sen jilkeen tehdyn huomautuksen)
mukaan UV > BC. Lauseesta 4 seuraa nyt, ettda ZUVW on terava. Jos TU < AB, sama
paattely toimii kaanteisessa jarjestyksessa.

Osoitetaan sitten, ettéd jokaista muutakin janaa kohden l0oytyy terdvikulmainen Saccherin
nelikulmio, jonka keskijana on kyseinen jana. Olkoon E'G mielivaltainen jana puolisuoralla
EB. Piirretdan G:n kautta AB:td vastaan kohtisuora, joka leikkaa C'D:n pisteessd H.
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Olkoot K ja L H:n ja G:n peilikuvat peilauksessa yli EF':n. Lauseen alkuosan todistuksen
perusteella KGHL (jonka keskijana on EF') on terdvdkulmainen Saccherin nelikulmio.
Peilataan F' ja H yli EG:n pisteiksi I ja J. Koska ZEFH on suora (lause 2), FJIH
on Saccherin nelikulmio ja ZFHG on jo todettu teravaksi. Jo todistetun mukaan kaikki
Saccherin nelikulmiot, joiden keskijana on EG, toteuttavat teravan kulman hypoteesin.

Lause 7. Jokaista kolmiota ABC kohden on olemassa Saccherin nelikulmio, jonka ylakul-
mien summa on sama kuin kolmion ABC' kulmien summa.

Todistus. Olkoot D ja E AB:n ja AC:n keskipisteet.
Olkoot F', G ja H pisteiden B, A ja C kohtisuorat
projektiot suoralla DE. Oletetaan, ettd G on janalla
DE. Kolmiot ADG ja BDF ovat yhtenevét (kks),
samoin kolmiot AEG ja CEH. Siis BF = AG = g D G
HC. Siis HFBC on Saccherin nelikulmio. Mutta
koska /ZFBD = /GAD ja LGAE = /FECH, on
/FBC 4+ ZHCB sama kuin kolmion ABC kulmien
summa. Tapauksessa, jossa G on janan DFE ulkopuo-
lella, paattely on periaatteessa sama, mutta kulmien
summan sijasta on tarkasteltava erotusta.

Lause 8. Jos on olemassa kolmio, jonka kulmien summa on pienempi kuin kaksi suoraa
kulmaa, kaikkien kolmioiden kulmien summa on pienempi kuin kaksi suoraa kulmaa. Jos
on olemassa kolmio, jonka kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa, kaikkien kolmioiden
kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa. Jos on olemassa kolmio, jonka kulmien summa on
vli kaksi suoraa kulmaa, kaikkien kolmioiden kulmien summa on yli kaksi suoraa kulmaa.

Todistus. Oletetaan, ettd jonkin kolmion kulmien summa on pienempi kuin kaksi suoraa
kulmaa. Lauseen 7 perusteella on olemassa Saccherin nelikulmio, jonka yldkulmien summa
on alle kaksi suoraa kulmaa. Silloin jokainen Saccherin nelikulmio toteuttaa teravéan kul-
man hypoteesin. Lauseen 7 nojalla jokaisen kolmion kulmasumman on oltava alle kaksi
suoraa kulmaa. Lauseen muut vaittamat todistetaan samoin.

Edellinen kolmion kulmasumman puolittaista invarianssia koskeva lause jaottelee geomet-
rioita hyperbolisiin, euklidisiin ja elliptisiin. Hyperbolisissa geometrioissa suoraan a ja
sen ulkopuoliseen pisteeseen P liittyy kaksi P:sta lahtevaa puolisuoraa, PPy ja PPs, jotka
eivat leikkaa a:ta, mutta jotka ovat sellaisia, ettd jokainen P:sta alkava kulman P;PPs
aukeamassa kulkeva puolisade leikkaa a:n.

Muutama tehtava:

1. Kolmion ABC' kulmavaje 6(ABC) on luku 180°— kolmion kulmasumma. Olkoon D
sivun BC' piste. Osoita, ettd 6(ABC) = 6(ABD) + §(ADC).

2. Osoita, etta hyperbolisessa ja elliptisessa geometriassa kaksi kolmiota, joilla on samat
kulmat, ovat yhtenevia. Opastus: kayta hyvaksi edellisen tehtavan tulosta.

3. Olkoon ABC'D nelikulmio, jossa kulmat /A, /B ja /D ovat suoria. Osoita, etta kulma
/C' on terava, suora tai tylppa sen mukaan, vallitseeko geometriassa teravan, suoran vai
tylpan kulman hypoteesi. Opastus: peilaa suorasssa AD.
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Edella saatua tietoa voidaan tdydentad, kun otetaan huomioon Arkhimedeen aksiooma. Se
on riippumaton paralleeliaksioomasta ja muista geometrian perusolettamuksista, mutta
yleensa sen ajatellaan kuuluvan geometrian perusolettamuksiin. Aksiooma sanoo, etta jos
AB ja CD ovat janoja, niin asettamalla tarpeeksi monta AB-janaa perakkiin saadaan
jana, joka on pitempi kuin C'D. (On mahdollista rakentaa geometrioita, joissa tamé ei
pade.)

Arkhimedeen aksioomasta seuraa, ettd jos a ja § ovat kaksi kulmaa, niin on olemassa n
siten, ettd na > . Koska kulma voidaan aina puolittaa, riittda, ettd todistetaan taméa
kulmille, jotka ovat suoraa kulmaa pienempia.

Olkoon ZCAB = [ ja CBLAB. Sijoitetaan a-
kulmia niin, ettd ensimméisen toinen kylki on AB
ja toinen kylki leikkaa BC:n pisteessa Ap, seuraa-

van toinen kylki on AA; ja toinen leikkaa BC':n pis- A
teessi Ao jne. Osoitetaan, ettda BA; < A1As < ... P
Tarkastetaan kahta vierekkéistd a-kulmaa A;_1AA; A
ja A;AA;11. Olkoon P janalla AA;y; niin, ettd

ZAAZP == ZAAZAZ_l = 7. Kolmiot AAi—lAi ja A
APA; ovat yhtenevia (ksk). Siis A;P = A;A;_1. Toi- A

saalta kolmiosta AA;P saadaan ZA;;1PA; =6 < 7

ja kolmiosta AA;A;41 LAA1A; =¢e < 7. Siis € <.

joten AiAi—l—l > AZP = AiAi—l

Arkhimedeen aksioomasta seuraa nyt, etté jollakin n BA,, > n-AA; > BC (tain-£ZBAA;

on suoraa kulmaa suurempi). Joka tapauksessa Arkhimedeen aksioomaa vastaava tulos
patee kulmille. Se voidaan muotoilla niin, ettad jos a ja 3 ovat kaksi kulmaa, on olemassa

. .1
n siten, ettd —a < 3.
n

Osoitetaan nyt, ettd Arkhimedeen aksioomalla lisatyssa neutraaligeometriassa voi olla vain
kolmioita, joiden kulmasumma on enintaan kaksi suoraa kulmaa. Tamaéa perustuu sille ha-
vainnolle, etta jokaista kolmiota kohden 16ytyy toinen kolmio, jolla on sama kulmasumma,
mutta jonka yksi kulma on enintdin puolet jostakin alkuperiisen kolmion kulmasta.

Olkoon ¢ jokin kulma. Olkoon ABC kolmio, M si-

vun BC keskipiste ja D sellainen piste AM :n jatkeella,

etti MA = MD. Silloin AMC = DM B (sks), joten ¢
IMDB = ZMAC = ¢ ja ZDBM = LZACM = ~. y
Olkoon viela ZABC = 3. Jos ZMAB = ¢, niin kol- .
mion ABC kulmien summa on ¢+ + 3+ ja kolmion

ABD my6s ¢ + 8+ v+ . Koska ¢ +1¢ = ZCAB, ! ?
kolmion ABD yksi kulma on enintdan puolet kulmasta

/CAB. Samaa menettelya voidaan soveltaa kolmioon ABD jne., kunnes tullaan tilantee-
seen, jossa on kolmio, jossa yksi kulma on pienempi kuin €.

Jos nyt kolmion ABC' kulmien summa ylittda kaksi suoraa kulmaa, se on 2R + ¢ jollain
kulmalla . Silloin on olemassa kolmio, jonka yksi kulma on < e, mutta jonka kulmien



summa on sama kuin kolmion ABC'. Téssa kolmiossa on kaksi kulmaa, « ja (3, joiden
summa on > 2R. Mutta jos naiden kulmien vieruskulmat ovat o ja §’, niin o/ > ( ja
B > a. Siis 4R = (a+ ') + (8 + ') > 4R. Ristiriita osoittaa, ettd kolmiota ABC), jossa
kulmasumma ylittaisi kaksi suoraa kulmaa, ei ole olemassa.

Osoitetaan vield, ettd "kolmion kulmien summa on aina kaksi suoraa kulmaa” on yh-
tapitava vaite paralleeliaksiooman kanssa. Tunnetusti paralleeliaksioomasta seuraa, etta
kolmion kulmien summa on 2R. Opsoitetaan, ettd jos paralleeliaksiooma ei ole voimassa,
on olemassa kolmio, jonka kulmien summa on < 2R. (Silloin kaikkien kolmioiden kulma-
summa on < 2R.)

Oletetaan, etta suoran a ulkopuolisen pisteen P kautta

voidaan piirtaa useampia kuin yksi a:n suuntainen i

suora. Olkoon A € a sellainen, ettd PAla. Piir- ——

retdan P:n kautta AP:td vastaan kohtisuora suora b. . k\\;
Silloin b||a. Olkoon sitten ¢ # b toinen P:n kautta kul- tre b

keva a:ta leikkaamatosn suora. Olkoon ¢ suorien b ja

¢ valinen kulma. Olkoon sitten B # A jokin suoran a

piste samalla puolen suoraa AP kuin milld ¢ kulkee a:n ja b:n vélissd ja /PBA = (.
Olkoon C sellainen a:n piste, ettd BC = PB. Kolmiossa PBC on silloin kaksi yhta suurta
kulmaa 7, ja koska PBC:n kulmien summa on enintdaan 2R, on § > 2v. Samaa prosessia

jatkaen voidaan tulla kolmioon PXY, jossa ZPY X < 27"( < . Mutta kolmiossa PAY
on ZAPY < R — ¢, joten kolmion kulmasumma on R+ (R —¢) + ZPY X < 2R.

Poincarén malli

Inversiokuvaus tekee mahdolliseksi rakentaa melko yksinkertaisesti erds tavallisimmista
epieuklidisen geometrian malleista. Se on periiisin Henri Poincarélta' (ja esitetiiin usein
kompleksianalyysin koneiston avulla). Koska inversio ominaisuuksineen on euklidisen geo-
metrian objekti, malli on itse asiassa eraanlainen euklidisen geometrian uusi tulkinta.
Tama malli vaatii pohjakseen euklidisen geometrian.

Palautetaan mieliin inversiokuvaus. Jos I' on O-keskinen r-séteinen ympyra ja P # O,
niin P:n inversiopiste on se puolisuoran OP piste P’, jolle OP - OP' = r2. Inversiossa I':n
pisteet pysyvét paikallaan, I':'n sisé- ja ulkopuoli vaihtavat paikkaa, jokainen O:n kautta
kulkeva ympyra kuvautuu suoraksi, joka on kohtisuorassa ympyran O:sta piirrettyéd hal-
kaisijaa vastaan ja jokainen ei O:n kautta kulkeva ympyra kuvautuu ympyréksi, joka ei
kulje O:n kautta. Inversiokuvaus on tason, josta O on poistettu, bijektio itselleen. SeSe
on (anti)konforminen: se sdilyttdd kulmat, mutta kddntda sunnistuksen. Ympyrd, joka
leikkaa I':n kohtisuorasti, kuvautuu inversiossa itselleen.

Neljén pisteen A, B, C' ja D kaksoissuhde on

AC

4D _AC-BD

[A, B, C, D] = 50 = BC-AD
BD

L Henri Poincaré (1854-1912), ranskalainen matemaatikko, aikakautensa merkittivimpié.



Jos A’ jne. ovat pisteiden A jne. kuvat inversiossa, niin [A’, B’, C’, D'] = [A, B, C, D].
Poincarén mallin taso, P-taso IT on O-keskisen (ja r-séteisen) ympyréan I' sisépuoli. (Lii-
tamme mallin piiriin kuuluviin kasitteisiin P-kirjaimen erottamaan niita myos tarvittavista
tavallisen euklidisen geometrian vastaavista késitteistd.) P-tason pisteet, P-pisteet, ovat
II:n pisteet. Tason suorat, P-suorat, ovat II:hin kuuluvat osat I':aa vastaan kohtisuorista
ympyroistd ja O:m kautta kulkevista suorista (jotka myos leikkaavat I':n kohtisuorasti).
Kun seuraavassa puhutaan inversioista, tarkoitetaan, ellei muuta sanota, inversiota ympy-
rassa ['. P-suoraa v maarittava ympyra I'y on v:n kantaja.

Selvitellaan, miten hyvin P-suorat vastaavat geometrian kasitysta suorasta. Ensimmaéinen
kysymys on suoran yksikasitteisyys: kahden P-pisteen kautta tulisi kulkea yksi ja vain yksi
P-suora.

Olkoot A ja B kaksi P-pistetta. Jos A, B ja O ovat

samalla suoralla, P-suora AB on tdmén suoran II:n si- A
sapuolelle jadva osa. Tallaisia suoria on vain yksi. Jos

A, B ja O eivit ole samalla suoralla, niin D olkoon

A:n inversiokuva. Pisteiden A, B ja D kautta kulkee r
vksi ja vain yksi ympyra I';. Selvasti tama ympyra ku-
vautuu inversiossa itselleen. Koska inversio siilyttda g

kulmat, I' ja I'; leikkaavat toisensa kohtisuorasti.

I'1:n II:ssé oleva osa on siis pisteiden A ja B kautta kulkeva P-suora. Jokainen A:n ja
B:n kautta kulkeva P-suora on osa [:aa vastaan kohtisuoraa ympyraa. Tallaisen ympyran
kuva inversiossa on ympyra itse, siis A:n, B:n ja D:n kautta kulkeva ympyra, joka on I';.
P-suora on siis yksikasitteinen.

Muut euklidisen geometrian ns. jarjestys- ja liittymisaksioomat on melko helppo todeta
paikkansapitaviksi. Sen sijaan kahden janan yhtenevyys ei ole itsestaan selva, vaan se on
maariteltava. Olkoon siis AB P-jana. Silloin A ja B ovat P-suoralla, jonka kantaja leikkaa
I':n pisteissd P ja ). Nimetadn ndmé niin, ettd A on P:n ja B:n vélissa. Jos nyt A’B’ on
toinen P-jana ja jos A’B’:n kantaja leikkaa I':n pisteissd P’ ja Q' (A’ P':n ja B':n viélissé),
niin maaritellaén AB = A’B’ jos ja vain jos
[A? B? P7 Q] = [A/7 Bl? Pl7 Q/]'
Nain maritelty yhtenevyys on selvasti transitiivinen relaatio, niin kuin pitaakin. Mutta
miten se suhtautuu janojen ”yhteenlaskuun”?
Oletetaan A, B ja C saman P-suoran pisteiksi, samoin A’, B’ ja C’. Lisdksi B on
P-janalla AC ja B’ P-janalla A’C’. Jos vield AB = A'B’ ja BC = B'C’', niin
[A, B, P,Q] = [A", B, P",Q'] ja [B,C, P, Q] = [B,C’, P', Q']. Kaksoissuhdeyht&lot
merkitsevat euksilidisin mitoin yhtaloita
AP BQ AP BQ . BP CQ BP CQ
. — . a . — . .
AQ BP A'Q' B'P ) BQ CP BQ CP
Kun nama yhtalot kerrotaan puolittain, saadaan
AP CQ AP C'Q
AQ CP A'Q" C'P"
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Siis [A, C, P, Q] = [A’, C', P', Q'], joten P-janat AC ja A’C’ ovat yhtenevii.
Huomataan, etta
[AaB>P7Q]'[B7C>P7Q]:[A705P5Q]'

Voidaanko P-jana siirtaa toiselle P-suoralle alkamaan tietysta pisteestd? Tamén tarkastelu
helpottuu, jos otetaan kayttoon Il:n kuvaus P-peilaus. Jos I'y on ympyra, joka leikkaa
I':n kohtisuorasti, niin inversio I';:ssd kuvaa I':n itselleen. I':n sisapisteet pysyvat I':n
sisdpisteina, mutta ne siirtyvat I'1:n vastakkaisille puolille. Invesio I';:ssa sailyttaa kaikki
kaksoissuhteet.

Olkoon A P-piste, P ja @ A:n kautta piirretyn O A:ta vastan kohtisuoran (euklidisen) suo-
ran ja I':n leikkauspisteet ja A" OA:n ja Q:n kautta kulkevan I':n tangentin leikkauspiste.
Kolmiot OAQ ja OQA’ ovat yhdenmuotoisia suorakulmaisia kolmioita, ja niistd nahd&aén,
etta A’ on A: inversiokuva. Mutta kolmiot QAA’ ja OQA’ ovat myos suorakulmaisia
kolmioita, ja nistd ndhdain, ettd O on A:n inversiokuva A’-keskisessd P:n ja (Q:n kautta
kulkevassa ympyrassa I';. On siis aina olemassa P-peilaus, joka vie mielivaltaisen pis-
teen I':n keskipisteeseen. Jokainen A:n kautta kulkeva P-suora kuvautuu nyt O:n kautta
kulkevaksi P-suoraksi. Kahdella P-peilauksella ja niiden valissa olevalla kierrolla voidaan
mielivaltainen P-jana siirtda mille tahansa P-suoralle mista tahansa sen pisteesta alkavaksi
janaksi. Samoin voidaan siirtda kulma.

Edellisistd havainnoista seuraa, ettd yhtenevyysaksiooma sks on voimassa. Siten kaikki
tastd aksioomasta paralleeliaksioomaan turvautumatta johtuvat lauseet ovat voimassa
II:ssa.

Paralleeliaksiooma ei ole voimassa. Jokaisen P-suoran AB ulkopuolisen pisteen kautta kul-
kevat suorat ovat ne P-suorat, joiden kantajat ovat C:n ja C’:n kautta kulkevia ympyroita.
Niisté 10ytyy aina sellaisia, jotka eivét leikkaa AB:n kantajaa.

O-keskinen P-ympyrd on normaali euklidinen ympyra. P-peilaus, joka vie O:n A:lle vie
tdman ympyran ympyraksi, jonka jokaiselle kahdelle pisteelle B ja C AB ja AC ovat
yhtenevid. Tamé ympyrd on A-keskinen P-ympyrad. Ympyroiden leikkausaksiooma on
voimassa.

Olemme todenneet, ettd janojen yhtenevyyden mééritteleva kaksoissuhde [A, B, P, Q]
on multiplikativinen. Oletetaan I' yksikkoséteiseksi. Siirretdan A O:hon P-peilauksella.
Yhdistdmalla kuvaukseen kierto saadaan B kuvattua pisteeseen (b, 0). Nyt voidaan kak-
soissuhteen [A, B, P, )] arvoksi laskea

1-b

1+0b
Siis 0 < [A, B, P, Q] < 1. Téstd seuraa, ettd "normaali”, additiivinen P-etdisyys on
maariteltavissa esimerkiksi lausekkeella

1+b
d(A, B) =1n ([A, B, P, Q]_l) =In (1—+b) .
Nahdaan, etta etaisyys voi saada kuinka suuria arvoja hyvansa. P-suoran paatepisteiden
P ja @) voidaan ajatella olevan ddrettomén kaukana. Toisaalta voidaan osoittaa, etta nain
maéaaritelty etaisyys toteuttaa Arkhimedeen aksiooman.



Olkoon ~ P-suora ja A v:aan kuulumaton P-piste. A:n kautta voidaan piirtda v:aa vas-
taan kohtisuora P-suora 4, joka leikkaa y:n pisteessa B. Kuvataan v P-peilauksella O:n
kautta kulkevaksi P-suoraksi niin, ettd B kuvautuu O:ksi. Oletetaan I' yksikkosateiseksi.
Mahdollisen kierron jélkeen 7:n kuva on y-akseli ja A:n kuva on piste D = (b, 0), b > 0.
P-suora § kuvautuu siis x-akselille. Yksinkertainen lasku osoittaa, etté

ed(A,B) -1

T GdAB) ;1

Selvitetadn kulma, jonka A:n kautta piirretty v:aa leik-
kaamaton suora vahintddn muodostaa d:n kanssa. Se
on sama kuin y-akselia pisteessi H = (0, 1) sivua-
van ja pisteen (b, 0) kautta kulkevan ympyrén I’y ja
x-akselin valinen kulma o = ZODE. Ympyran I'; yh-
tild on (z—c)? + (y —1)? = 2. Koska (b, 0) toteuttaa
ympyrin yhtilon, on b2 —2bc+1 = 0. Leikatkoon C'n
kautta piirretty y-akselin suuntainen suora z-akselin
pisteessd F' = (¢, 0) ja I'y:n pisteessda G = (¢, 1 — ¢).
Koska CD1DFE ja CGLOF, /DCG = a. Kehikul-

malauseen perusteella ZF DG = %. Saadaan

tan % — FG  c—1
2 FD c¢—b
Kun tahan sijoitetaan edelld johdettu b:n ja c:n vélinen yhteys, saadaan

tan @ _ 1__b
2 1+0b
Kun viela otetaan huomioon b:n lauseke, saadaan Bolyain kaava
& _ o—dAB)

tan

Kaikki A:n kautta kulkevat P-suorat, jotka muodostavat a:aa suuremman kulman d:n
kanssa, ovat v:n ”suuntaisia”.

Vield muutama harjoitustehtéava:

4. Totea, etta Poincarén geometriassa jokaisen kulman aukeamassa on kokonaan aukemaan
sisdltyvid suoria (jotka eivét leikkaa kulman kylkid).

5. Osoita, etta kaikilla o < 60° Poincarén geometriassa on tasasivuisia kolmioita, joiden
kulmat ovat a:n suuruisia.

6. Osoita, ettd jos a+ +~ < 180°, niin Poincarén geometriassa on kolmio, jonka kulmat
ovat o, 3 ja 7.

7. P-suoran ~ kantaja I'y leikkaa I':n pisteissd P ja Q. Olkoon « sellainen I':n sisapuolella
oleva (mielivaltaisen) ympyran kaari, jonka pddtepisteet ovat P ja Q. Osoita, ettd a:n
pisteiden P-etdisyys «y:n pisteista on vakio.
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Harjoitusten ratkaisuja

1. Olkoot kolmion ABC kulmat «, 3 ja v ja olkoon
/BAD = aq, /DAC = a9, /BDA = gbl ja /ZCDA = A
¢o. Silloin ay + as = a, ¢1 + P2 = 180° ja

§(ABC) = 180° — (a + B+ 7)
=180° +180° — 1 —po —1 —az — B — 3
=180° — (a1 + B+ ¢1) + 180° — (a2 + 2 + )
= §(ABD) + §(ADC).

2. Kolmioiden yhtenevyskriteerit sks jne. eivat riipu paralleeliaksioomasta. Niinpa jos
kolmioissa ABC' ja A’B’C’ yhdet vastinsivut ovat yhté pitkéat, niin kolmiot ovat yhtenevia
(ksk). Oletetaan sitten, ettd kolmioissa kaikki vastinsivuparit olisivat eripituisia. Silloin
1oytyisi kaksi paria, joissa erisuuruus olisi ”samaan suuntaan”, esimerkiksi AB < A’B’ ja
AC < A'C’. Nyt voitaisiin kulman BAC kyljilta valita pistet B” ja C” niin, ettd B ja
C olisivat janojen AB” ja AC" pisteitd ja kolmiot A’B’C’ ja AB"C" olisivat yhtenevia
ja kolmioilla ABC' ja AB”C" olisi samat kulmat ja siis myos sama kulmadefekti. Kolmio
AB"C" voitaisiin osittaa esimerkiksi kolmioiksi ABC, BB"C ja CB"C". Jos kolmioiden
kulmadefekti ei ole nolla, olisi 6(AB”"C") = §(ABC) + §(BB"C) + §(CB"C") # 6(ABC).
Kolmioiden ABC ja A’B’C’ sivujen on siis oltava pareittain yhtd pitkid eli kolmioiden
yhtenevia.

3. Peilaus yli suoran AD kuvaa B:n B’:ksi ja C:n C”:ksi. Lisdksi kulmat ZADC’ ja /B'AD
ovat suoria, joten C’, D, C ja B’, A, B ovat samalla suoralla. Edelleen ZC'"B’A = ZABC
eli suora kulma. Nelikulmio B’BCC" on siis Saccherin nelikulmio ja taméan nelikulmion
laadun maarittad ZBCD. [Tehtédvan nelikulmio ABCD on ns. Lambertin nelikulmio; nimi
tulee (1ahinnd) sveitsilaisestd Johann Heinrich Lambertista (1728-77), jonka pyrkimykset
todistaa paralleeliaksiooma liittyivat tallaisiin nelikulmioihin. Lambert oli ensimmaéinen,
jonka onnistui todistaa luku 7 irrationaaliseksi.]

4. P-kulman, jonka kérki on A, aukeaman muodostaa
kahden P-puolisuoran véliin jaava alue. P-puolisuoran

maarittavat A ja [:aa vastaan kohtisuoran ympyran- N
kaaren paatepiste. Paatepisteiden, esimerkiksi P; ja

@, viliin jad aina sellainen I':n kaari, jonka kahden

pisteen, esimerkiksi T:n ja S:n, kautta voidaan aset- z
taa [:aa vastaan kohtisuora ympyrankaari. Se on ko- 5

konaan kulman aukeamassa sijaitseva P-suora. P
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5. Kannattaa rakentaa kolmio niin, etta yksi karki on piste O. Olkoot OX ja OY sellaiset
puolisuorat, ettd Z/XOY = «. Valitaan OX:ltd ja OY:ltd pisteet A’ ja B’ niin, etta
OA’" = OB’ ja asetetaan A’:n ja B’:n kautta suorat, jotka kumpikin muodostavat OA’: ja
OB'’:n kanssa kulman «. Néiden suorien normaalit leikkaavat toisensa symmetrian vuoksi
/A’OB’"n puolittajalla pisteessd, D’. D’-keskinen ja pisteiden A’ ja B’ kautta kulkeva
ympyrda muodostaa silloin OA":n ja OB’:n kanssa kulmat «. Piirretdan talle ympyralle
tangentit pisteestd O. Olkoot sivuamispisteet P’ ja )'. Homotetia, jonka keskus on O, vie
P’:n ja Q":n T'n pisteiksi P ja Q. Pisteiden A’ ja B’ kuvat téssid homotetiassa ovat A ja
B, ja ympyrda PABQ on kohtisuorassa [':aa vastaan (koska sen tangentit OP ja OQ ovat
I":n halkaisijoina kohtisuorassa I':aa vastaan). Nyt OAB on kolmio, jonka kaikki kulmat
ovat = a. Koska paralleeliaksioomasta rippumatta tasakulmainen kolmio on tasakylkinen,
OAB on tasasivuinen.

6. Menetellaan periaatteessa samoin kuin edelld: piirretaan kaksi I':n sadetta, OB’ ja OC’,
joiden vélinen kulma on «, piirretdan B’:n kautta suora b, joka leikkaa OB’:n kulmassa 3
ja C":n kautta suora c, joka leikkaa OC’:n kulmassa ~. Piirretdan ympyra I'y B’:n kautta
niin, ettd b on sen tangentti. Piirretadn talle ympyralle c:n suuntainen tangentti. Olkoon
sivuamispiste X. Tehd&dn homotetiakuvaus, jonka keskus on B’ ja joka vie pisteen X
OC":lle pisteeseen C”. T'1:n kuva I's tassd kuvauksessa on ympyra, joka leikkaa OB’:n
ja OC’:n halutuissa kulmissa (3 ja v. Taméa ympyra voidaan samoin kuin edellisen tehté-
van ratkaisussa kuvata O-keskiselld homotetialla I':n kohtisuorasti leikkaavaksi ympyréksi.
Pisteiden B’ ja C" kuvat B ja C muodostavat nyt sellaisen P-kolmion O BC, jonka kulmat
ovat a, 3 ja .

7. Sopivilla inversioilla saadaan aikaan, etta v:n kan-
taja on ympyrian I' halkaisija AB ja « on jokin A:n
ja B:n kautta kulkeva ympyran kaari. Olkoon C' jokin
AB:n piste. C:n kautta kulkee P-suora (3, joka leik-
kaa c:n pisteessa D. Inversio, joka siirtdada C:n O:hon
ja kuvaa I':n itselleen vie f:n AB:ta vastaan kohtisuo-
ralle halkaisijalle EF. Se vie azn A:n ja B:n kautta
kulkevaksi ympyrénkaareksi ja sailyttdd a:n ja AB:n
vilisen kulman. « kuvautuu siis itselleen ja D EF:n
ja a:n leikkauspisteeseen D’. Nyt a ja EF leikkaa-
vat kohtisuorasti. Mutta tdméa merkitsee, etta C'D ja
« ovat myo6s kohtisuorasa toisiaan vastaan ja C'D on
v:n ja a:n lyhin P-etdisyys. Tama etaisyys on C':sta
riippumatta sama kuin O:n ja D’:n P-etéisyys.
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