Projektiivisen geometrian alkeita

Jotkin kilpailutehtavat saattavat ratketa helpoimmin menetelmillé, jotka kuuluvat ns. pro-
jektiivisen geometrian alaan. Projektiivinen geometria on eradnlaista ” pelkan viivoittimen
geometriaa”. Siind ei esiinny asioita, joihin liittyy mittaamista.

Téassa esityksessa esitellaan lyhyesti muutamia projektiivisen geometrian perusteita. Esitys
on melko konkreettisella tasolla. Se perustuu ”tavalliseen” geometriaan ja sen elementtien
intuitiiviseen taydentamiseen ” darettoman kaukaisilla” elementeilla. Kyse ei ole ” oikeasta”
projektiivisesta geometriasta, silla keskeisena tyokaluna kaytetaan janan pituuksiin perus-
tuvaa kaksoissuhdetta. Useimmat tehtavat ovat luonteeltaan esitysta taydentavia harjoi-
tustehtavia, eivat kilpailutehtavia. Tehtavien ratkaisuja on esityksen lopussa.

1 Ideaaliset elementit ja keskusprojektio

Projektiivisen avaruuden alkioina voidaan ajatella olevan ”tavallisia” pisteita, suoria ja
tasoja. Lisaksi jokaisella suoralla on ”tavallisten” pisteiden lisdksi yksi ideaalielementti,
7aarettoman kaukainen piste”. Jokaisella kahdella eri suoralla on tasan yksi yhteinen piste.
Tavallisessa mielesséd yhdensuuntaiset suorat leikkaavat toisensa ideaalipisteessa. Sen si-
jaan kahdella tavallisessa mielessa toisensa leikkaavalla suoralla on eri ideaalipisteet. Tason
suorien ideaalipisteet muodostavat tason ideaalisuoran. Keskendédn yhdensuuntaisilla ta-
soilla on sama ideaalisuora. Kaikki ideaalisuorat muodostavat avaruuden ideaalitason. —
Ideaalipistetta merkitaan usein aarettoman symbolilla co. Koska ideaalipisteita on enem-
man kuin yksi, merkinté voi olla harhaanjohtava.

Piste ei jaa projektiivista suoraa kahdeksi osaksi; pisteen "toiselle puolelle” paasee kier-
tamalla ideaalipisteen kautta. Suora ei myoskaan jaa projektiivista tasoa kahteen osaan:
suoran a toiselta puolelta toiselle voi kiertaa ideaalisuoran kautta pitkin sellaista suoraa b,
joka leikkaa a:n muualla kuin ideaalipisteessa.

Ideaalielementtien olemusta selventaa ehka keskusprojektion tarkastelu. Olkoon O avaruu-
den piste. Projisoidaan tason ABC pisteet tasolle LM N. Pisteen @) projektio on suoran
OQ ja tason LM N leikkauspiste P. Suora a tulee projisoitumaan O:n ja a:n kautta
kulkevan tason ja tason LM N leikkaussuoraksi b. Se a:n piste V', jolle OV||LM N, proji-
soituu tason suoran b ideaalipisteeksi. Suoran a ideaalipiste projisoituu sille b:n pisteelle
F, jolle OF||a. Kaikkien a:n kanssa yhdensuuntaisten suorien ideaalipisteet projisoituvat
myoOs pisteelle F'. Pisteen V kautta kulkevan, tasojen ABC ja LM N leikkaussuoran s
suuntaisen suoran v pisteet kuvautuvat kukin jollekin tason LM N ideaalisuoran pisteelle.
Yksikasitteinen vastaavuus suoran v ja LM N:n ideaalisuoran pisteiden valilla perustelee
sen, etta tason ideaalielementti on juuri suora eikéd esimerkiksi piste. Vastaavasti tason
ABC' ideaalisuoran pisteet projisioituvat F':n kautta kulkevalle s:n suuntaiselle suoralle e.

Myos ideaalipistetta voidaan pitaa projektiokeskuksena. Koska kaikki ideaalipisteen kautta
kulkevat suorat ovat yhdensuuntaisia, keskusprojektio, jossa projektiokeskus on ideaali-
piste, on sama kuin yhdensuuntaisprojektio.

Klassinen esimerkki ”projektiivisesta todistuksesta” on Desarguesin lause. Lauseen todis-
tus voidaan rakentaa Menelaoksen lauseen pohjalle (ks. esim. ”Nimekéstd geometriaa”),



mutta seuraava todistus on huomattavasti yksinkertaisempi. Lisaksi lauseen tekstissa mai-
nitut leikkauspisteet voivat olla myos ideaalipisteita.

Lause 1. Olkoot ABC' ja DEF kolmioita. Suorat AD, BE ja CF leikkaavat toisensa
samassa pisteessa O silloin ja vain silloin, kun suorien AB ja DFE leikkauspiste P, suorien
BC ja EF leikkauspiste @) ja suorien C'A ja F'D leikkauspiste R ovat samalla suoralla.

Todistus. Oletetaan, ettd suorat AD, BE ja C'F leikkaavat pisteessd O. Tulkitaan kuvio
triedrin OABC" keskusprojektioksi tasolle OAB. Valitaan siis tasoon OAB kuulumaton
suora OC" ja sellainen projektiopiste O', ettd C’ projisoituu pisteeksi C'. Téalta suoralta
16ytyy piste F’, joka projisoituu pisteeksi F'. Janojen C'A, C'B, F'E ja F'D projektiot
tasolle OAB ovat janat CA, CB, FE ja FD. Suorat C'B ja F'E ovat samassa tasossa
(tasossa OBC"). Ne siis leikkaavat toisensa pisteessd @'. Mutta C’'B on tasossa ABC’
ja F'E on tasossa EDF'. Piste Q' on siis niiden tasojen leikkaussuoralla ¢. Samalla
perusteella suorien C’ A ja F’ D leikkauspiste R’ on suoralla ¢ (C’ A ja F’ D ovat molemmat
tasossa OAC’; C'A on tasossa ABC’ ja F'D on tasossa EDF’). Mutta AB on tasossa
ABC'’ ja DE on tasossa EDF’, joten suorien AB ja DE leikkauspiste P on myos tasojen
leikkaussuoralla . Mutta suora ¢ = PQ’R’ projisoituu tason OAB suoraksi ja pisteet Q'
ja R’ projisoituvat BC:n ja EF:n leikkauspisteiksi @ ja AC:n ja DF:n leikkauspisteeksi
R. Tasta seuraa, etta P, () ja R ovat samalla suoralla.

Lauseen kaanteisen puolen todistus on tavanomaisen epasuora. Jos P, (Q ja R ovat samalla
suoralla a, mutta C'F ei kulje suorien AD ja BE leikkauspisteen O kautta, niin OC' leikkaa
(esimerkiksi) janan F'D pisteessi F’. Sovelletaan lauseen jo todistettua alkuosaa kolmioi-
hin ABC ja DEF'. AC:n ja DF":n eli DF:n leikkauspiste R, AB:n ja DFE:n leikkauspiste
P ja BC:n ja EF’":n leikkauspiste (' ovat samalla suoralla. T&amé suora on a. Koska
BC':ll4 ja a:lla on vain yksi yhteinen piste (), on oltava Q' = ). Seka F ettd F’ ovat QE:n



ja DF'n leikkauspisteita, joten F' = F’.

Tehtava 1. Paperilla on piste A ja kaksi suoraa, joiden leikkauspiste O on paperin (ja
kenties pdydén reunankin) ulkopuolella. Piirrd A:n kautta suora, joka (jatkettuna) kulkee
O:n kautta.

2 Kaksoissuhde ja projektiiviset kuvaukset

Tarkastellaan suoraa, jolle on méaaritelty suunta (ja janan pituudella on etumerkki). Suoran
neljan eri pisteen A, B, C ja D kaksoissuhde on

_AC BC AC-BD

~ AD BD AD-BC’

Jos jokin pisteistda on ideaalinen, maaritellaan kaksoissuhde niin, etta ne janat, joiden
paatepisteena tama ideaalipiste on, jatetaan kaavasta pois, ja kaksoissuhteen korvaa pelkka
jakosuhde. Tama sopii yhteen ”raja-arvoajattelun” kanssa, jonka mukaan ideaalipiste on
7aarettoman kaukana”.

Tehtava 2. Olkoon [A, B, C, D] = k. Osoita, etti
[B, A, D,C]=|[C,D, A, B]=[D, C, B, A|=k

[A, B, C, D]

Tehtava 3. [A, B, C, D] = k. Osoita, etté

[A,B,D,C]=~ ja [A C,B,D=1—k.

| =

Tehtava 4. Osoita, ettd [A, B, C, D] # 1.

Tehtava 5. Pisteet A, B, C' ja D voidaan kirjoittaa jonoon 4! eri tavalla. Montako eri
arvoa voi olla pisteistd muodostetulla kaksoissuhteella?

Janan jakosuhde ja siis myos neljan pisteen kaksoissuhde sailyy yhdensuuntaisprojektiossa.
Se sdilyy myos mielivaltaisessa keskeisprojektiossa:
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Lause 2. Olkoot A, B, C ja D suoran a pisteitd ja olkoon O ¢ a. Leikatkoot suorat
OA, OB, OC ja OD suoran b, O ¢ b, pisteissa A’, B', C' ja D’. Silloin [A, B, C, D] =
[A', B', C'", D'].

Todistus. Kiinnitetaan suoralle a jarjestys. Jos h on kolmioiden OAC, OAD, OBC jaOBD
yhteinen korkeus, niin kolmion alan laskukaavojen perusteella (kun kulmiin ja janoihin
sovelletaan samaa etumerkkisdantoa) on

AC -h=0A-0C -sin(£LAOC), AD-h=0A-0OD -sin(LAOD)
BC-h=0B-0Csin(£BOC) BD-h=0B-0D -sin(£BOD).
Saadaan
sin(ZAOC) - sin(£BOD) (1)
sin(ZBOC) - sin(ZAOD)"
Koska kaksoissuhde riippuu vain O:n kautta kulkevien suorien valisistd kulmista, se on

sama kaikille sellaisille pisteistéille, jotka syntyvét, kun jokin suora leikkaa nama nelja
suoraa.

[A, B, C, D] =

Lauseen todistuksessa saatu neljan kulman sineistd koostuva lauseke (1) on saman pisteen
O kautta kulkevien neljan suoran OA, OB, OC ja OD muodostaman suorakimpun kak-
soissuhde [OA, OB, OC, OD]. Jos mika hyvénsa suora leikkaa suorakimpun nelji suoraa,
leikkauspisteiden kaksoissuhde on sama kuin suorakimpun kaksoissuhde.

Suoran pisteistojen (A, B, C, D) ja (A, B’, C’, D’) sanotaan olevan perspektiivisid (pis-
teen O suhteen), jos jalkimmaéisen jonon pisteet ovat edellisen jonon pisteiden projektioita
keskusprojektiossa, jonka projektiokeskus on O. Relaatiota merkitaan

(A, B,C,D)A(A", B',C', D') tai (A, B,C,D)Ao(A', B',C', D).

Pisteistojen (A, B, C, D) ja (A’, B’, C', D’) sanotaan olevan projektiivisessa suhteessa jos
niilld on sama kaksoissuhde. Téta relaatiota merkitdén (A, B, C, D)A(A’, B', C', D’).
Lauseesta 2 seuraa, etta perspektiiviset nelikot ovat projektiivisia. Kadnteinen relaatio
ei luonnollisestikaan ole tosi. Mutta jos pisteistoilla on yhteinen alkio, projektiivisuus
implikoi perspektiivisyyden. Projektiivisuus on transitiivinen relaatio.

Perspektiivisyys ja projektiivisuus voidaan yhta hyvin méaaritella suorakimpuille. Pisteen
O kautta kulkevat suorat a, b, ¢ ja d ja pisteen O’ kautta kulkevat suorat a', V', ¢’ ja d’
ovat perspektiivisid, (a, b, ¢, d)A(a’, V', ¢/, d’), jos vastinsuorien (a:n ja a’n jne.) leik-
kauspisteet A, B, C' ja D ovat samalla suoralla. Kimput (a, b, ¢, d) ja (a/, V', ¢/, d') ovat
projektiiviset, (a, b, ¢, d) A (a’, V', ¢, d'), jos [a, b, ¢, d| = [d, ¥, ¢/, d'].

Lause 3. Olkoot A, B, C ja D saman suoran pisteitd ja A, B, C' ja D' saman suoran
pisteitd. Jos (A, B, C, D)A (A, B!, C', D'), niin (A, B, C, D)A (A, B', C', D').
Todistus. Leikatkoot BB’ ja CC' pisteessd O. Leikatkoon OD suoran AB’ pisteessd D".
Silloin (A, B, C, D)Ao(A, B, ¢, D"). Siis

(4, B', C', D')A (A, B, C, D)A (A, B, C', D").

Tamé on mahdollista vain, jos D' = D”.



Todistetaan edellisen lauseen seurauksena klassinen Pappoksen lause.!

Lause 4. Olkoot A, B ja C suoran | ja D, E ja F suoran m pisteita. Silloin AE:n ja
BD:n leikkauspiste G, AF:n ja C'D:n leikkauspiste H ja BF:n ja C'E:n leikkauspiste [
ovat samalla suoralla.

Todistus. Olkoon O suorien [ ja m leikkauspiste. Ol-
koot viela J ja K AE:n ja CD:n sekd AF:n ja CE:n
leikkauspisteet. Nyt

(A, G, J,E)Ap(A, B,C,0)Ap(K, I, C, E).

Koska perspektiivisyydesta seuraa projektiivinen vas-
taavuus, on (A4, G, J, E)YA(K, I, C, E). Lauseen 2
perusteella (A, G, J, E)A (K, I, C, E). Perspektiivi-
keskus on suorien AK ja C'J leikkauspiste. Tama piste
on H. Siis G ja I ovat samalla H:n kautta kulkevalla
suoralla.

Tehtava 6. Nelikulmio ABCD on kupera. Suorat BC' ja AD leikkaavat pisteessa J ja
suorat AB ja C'D leikkaavat pisteessa K. J:n kautta piirretty suora leikkaa C'D:n pisteessa
F' ja K:n kautta piirretty suora leikkaa BC':n pisteessa I. Olkoon G suorien JF ja KI
leikkauspiste ja H suorien BF' ja DI leikkauspiste. Osoita, ettd A, G ja H ovat samalla
suoralla.

Tehtava 7. Olkoot E ja F nelion ABCD sivujen AB ja CD pisteitd niin, etd EF|AD.
Olkoon G jokin janan EF piste, H AG:n ja BF':n leikkauspiste ja I DH:n ja BC':n
leikkauspiste. Osoita, ettd GI||AB.

3 Harmoniset pisteet ja taydellinen nelikulmio

Suoran pistenelikkoa (A, B, C, D) sanotaan harmoniseksi, jos [A, B, C, D] = —1. Vas-
taavasti nelja saman pisteen kautta kulkevaa suoraa muodostaa harmonisen kimpun, jos
niiden kaksoissuhde on —1.

Jos (A, B, C, D) on harmoninen, niin AC-BD+ AD-BC =0eli AC-(BA+ AD)+ AD-
(BA+ AC) = 0. Kun tdma yhtalo jaetaan AB - AC - AD:1l4, saadaan

1 1 1 1

~ap a8 actag "
eli 9
Sl S
AC AD

AB on siis AC:n ja AD:n harmoninen keskiarvo.

L Timéikin voidaan todistaa Menelaoksen lauseen avulla. Ks. esim. ”Nimekésta
geometriaa’”.



Harmoniset pisteet liittyvéat inversioon: olkoon AB = 2r ja O AB:n keskipiste. Edellinen
relaatio voidaan kirjoittaa

1 1 1 n 1
AB 2r 2\r+0C r+0OD)"’
Yksinkertaisten sievennyksien jilkeen saadaan OC-OD = r2. Pisteet C ja D ovat toistensa
kuvia inversiossa ympyrassi, jonka halkaisija on AB.
Tehtava 8. Millainen on harmoninen pisteisté silloin, kun yksi pisteistd on ideaalipiste?

Tehtava 9. Mitd muita arvoja kuin —1 voi harmonisen pisteistén (A, B, C, D) pisteista
muodostetun jonon kaksoissuhde saada?

Tehtava 10. Miten harmoninen pisteisté liittyy Apollonioksen ympyrédan?
Olkoot A, B, C ja D nelja pistettd, joista mitkddn kolme eivit ole samalla suoralla.

4
Pisteet maarittavat tdydellisen nelikulmion ABC D. Pisteet maarittavit yhteensa (2) =

6
6 suoraa, ja nailld on (2) = 15 leikkauspistetta. Jokainen pisteistd A, B, C' ja D on

kolmen suoraparin leikkauspiste, joten muita leikkauspisteita on 15 — 4 -3 = 3 kappaletta.
Ne ovat AD:n ja BC':n leikkauspiste E, AB:n ja C'D:n leikkauspiste F' ja AC:n ja BD:n
leikkauspiste G. Suorat EG, GF ja E'F ovat nelikulmion ABCD lavistdjid.

Lause 5. Leikatkoon tdydellisen nelikulmion ABCD
lavistdja EG suoran AB pisteessa H ja suoran C'D
pisteessa 1. Silloin (A, B, H, F') ja (D, C, I, F') ovat
harmonisia.

Todistus. Tarkastellaan projektiokeskuksia E ja G.
Huomataan, etta

(A, B, H, F)Ag(D, C, I, F)Ag(B, A, H, F).

Lauseen 2 perusteella [A, B, H, F] = [B, A, H, F].

Mutta
1

A B

Koska eri pisteiden kaksoissuhde ei voi olla 1, ainoa mahdollisuus on, etté [A, B, H, F] =
—1. Koska (A, B, H, F)fE(D, C, I, F), (D, C, I, F)on my6s harmoninen.

Edellista lausetta kutsutaan joskus projektiivisen geometrian peruslauseeksi. Sen perus-
teella on aina mahdollista — pelkkéaa viivoitinta kayttaen — konstruoida piste, joka muo-
dostaa annettujen kolmen samalla suoralla olevan pisteen kanssa harmonisen pisteiston.
Konstruktio on yksinkertainen. Olkoot A, H ja B ovat sanotut kolme pistetta ja olkoon H
A:n ja B:n vilissa. Valitaan piste E suoran AB ulkopuolelta. Piirretdan AFE, BE ja HE.
Valitaan AFE:Ita jokin piste D. Piirretdan BD. Se leikkaa E H:n pisteessid G. Piirretdan
AG. Se leikkaa BE:n pisteessa C. Piirretddn DC. Sen ja AB:n leikkauspiste F' on kysytty
piste.
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Koska janan paatepisteet, keskipiste ja ideaalipiste muodostavat harmonisen pisteiston,
peruslausetta voidaan kayttaa vaikkapa keskipisteen maaritykseen.

Tehtava 11. Suorita harmonisen pisteiston (A, B, H, F) tdydentdminen tilanteessa, jossa
tunnetaan A, B ja janan AB ulkopuolinen piste F'.

Tehtava 12. Maarita kahden yhdensuuntaisen eripituisen janan keskipisteet pelkalla vii-
voittimella.

Tehtava 13. Tunnetaan jana CD ja sen keskipiste I. Piirra pelkalla viivoittimella pisteen
A kautta CD:n suuntainen suora.

Tehtava 14. Olkoon kolmion ABC A:sta piirretty korkeusjana AD ja olkoon H jokin
AD:n piste. Leikatkoot suorat BH ja CH kolmion sivut AC ja AB pisteissa E ja F.
Osoita, ettd DA on kulman FDE puolittaja.

4 Polaari

Olkoon annettuna O-keskinen ympyra I' ja kiinted
piste P; oletetaan, ettd P ei ole ympyralla I'. Ol-
koon PDC jokin P:n kautta kulkeva sekantti. Olkoon
viela P’ se piste, jolla (C, D, P, P') on harmoninen
pisteistd. Leikatkoon viela PO ympyran pisteissd A
ja B. Jos AD ja BC leikkaavat pisteessa @ ja AC ja
BD pisteessa H, niin lauseen 5 perusteella Q H leikkaa
DC'n pisteessd, P’'. QH leikkaa AB:n pisteessia F, ja
(B, A, P, E) on myos harmoninen pisteisté. (Ja P ja
E ovat toistensa inversiopisteitd I':n suhteen.) Tarkas-
tellaan kolmiota ABQ. Koska AB on ympyréan hal-
kaisija, AC LBQ ja BD1AQ. Janat AC ja BD ovat kolmion ABQ korkeusjanoja, joten
niiden leikkauspisteen H kautta kulkeva QF on my6s korkeusjana, ja siis L AB. Mutta
tadméa merkitsee, ettd (jos P on kiinted), niin P’ on vain P:sté riippuvan pisteen E kautta
kulkevalla PO:ta vastaan kohtisuoralla suoralla. Tamé suora on pisteen P polaari ympyran
I' suhteen.

Jos C'ja D lahenevit toisiaan, niin rajatapauksessa PDC muuttuu I':n tangentiksi. Polaari
on siis itse asiassa P:sta [':lle piirrettyjen tangenttien sivuamispisteiden kautta kulkeva
suora. Havaintoa voidaan kayttaa P:sta I':lle piirrettavien tangenttien konstruointiin.
Tehtava 15. Olkoon I' O-keskinen ympyré ja ¢ suora. Piste P € ¢ on sellainen, etta
OP_1/{. Piirretdan P:n kautta I':n sekantit PAB ja PCD. Suorat DA ja BC' leikkaavat
{:n pisteissa E ja F. Osoita, ettd P on EF':n keskipiste.

5 Pascalin lause

Todistetaan vield kuuluisa Pascalin lause, joka koskee ympyréan sisaan piirrettya kuusikul-
miota. Se perustuu olennaisesti seuraavaan havaintoon.

Jos A, B, C, D, E ja F ovat ympyran kehén pisteitd, niin jos niistd kaksi, esimerkiksi
E ja F, yhdistetdén neljaan muuhun, niin syntyneet suorakimput (FA, EB, EC, ED) ja
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(FA, FB, FC, FD) ovat projektiivisia. Tamé seuraa vélittomésti suorakimpun kaksois-
suhteen maaritelmasta suorien valisten kulmien sinien avulla ja kehakulmalauseesta, jonka
mukaan kulmat ZAEB ja ZAF B jne. ovat joko yhtenevia tai vieruskulmia.

Lause 6. Olkoot A, B, C, D, E ja F ympyran pisteita. Silloin suorien BC' ja EF
leikkauspiste ), suorien C'D ja F' A leikkauspiste P ja suorien DFE ja AB leikkauspiste R
ovat samalla suoralla.

Todistus. Olkoon K suorien DC ja EF' leikkauspiste
ja L suorien ED ja AF leikkauspiste. Edelld esi-
tetyn havainnon perusteella [CE, CF, CD, CB] =
[AE, AF, AD, AB]. Suorakimpun ja kimpun suoria
leikkaavan suoran ja kimpun suorien leikkauspisteita
koskevan kaksoissuhdetuloksen perusteella

[CE7 CF7 CD7 CB] = [E7 F’ K’ Q]

ja
[AE, AF, AD, AB| = [E, L, D, R].

Siis (E, F, K, Q)AN(FE, L, D, R). Lauseen 3 perusteella pisteistot (F, F, K, Q) ja
(E, L, D, R) ovat perspektiiviset. Perspektiivikeskus on suorien F'L eli AF ja KD eli
CD leikkauspiste, siis piste P. Myo6s vastinpisteet Q ja R ovat perspektiivikeskuksen
kautta kulkevalla suoralla. Siis ), P ja R ovat samalla suoralla.

Pascalin lause voidaan esittaa huomattavasti yleisemmin ehdoin. Ympyran tilalla voi olla
mika hyvansa kartioleikkaus. Taman seuraa siita, etta kartioleikkaukset ovat suoran ym-
pyrakartion ja tason leikkauskayria, ja edelld todistettu ympyraa koskeva asiantila voidaan
siirtaa projektiossa, jonka projektiokeskus on kartion kéarki, kartion ympyraleikkaukselta
tuolle leikkaustasolle.

Tehtava 16. Olkoon AC ympyran halkaisija, BD tata vastaan kohtisuora janne ja S
ympyran kehén piste. Osoita, ettd (SB, SD, SA, SC) on harmoninen suorakimppu.
Tehtava 17. Jos S on nelion ABC'D ympérysympyrén piste, niin (SB, SD, SA, SC) on
harmoninen suorakimppu.

Tehtava 18. Olkoon AB O-keskisen ympyran halkaisija ja P # A ympyran A:han piir-
retyn tangentin piste. P:n kautta kulkeva suora leikkaa ympyran pisteissa C ja D. C:n

kautta piirretty PO:n suuntainen suora leikkaa AB:n pisteessd E ja DB:n pisteessa F.
Osoita, etta CE = EF'.



6 Tehtdvien ratkaisuja

1. Paperilla on piste A ja kaksi suoraa, joiden leikkauspiste O on paperin (ja kenties poydéan
reunankin) ulkopuolella. Piirrd A:n kautta suora, joka (jatkettuna) kulkee O:n kautta.

Ratkaisu. Olkoot suorat [ ja m. Valitaan mielivaltai-
set (mutta sopivat) pisteet C' € [ ja B € M niin, etta
ABC' on kolmio. Valitaan sitten F' € [ ja E € m niin,
ettd suorat BC' ja E'F leikkaavat toisensa pisteessa P.
Piirretaan vield pisteen F' kautta suora n. Leikatkoon
se suoran AC pisteessd (. Olkoon viela R suorien PQ
ja AB yhteinen piste. Suorien F'Q ja E'R leikkauspiste
on D. Kolmiot ABC ja DEF ovat nyt niin sijoittu-
neet, etta niiden sivujen kautta kulkevat suorat leik-
kaavat pareittain pisteissa, jotka ovat samalla suoralla.
Desarguesin lauseen mukaan EFB, F'C' ja AD kulkevat
saman pisteen kautta. Suora AD on siis kysytty suora.

2. Olkoon [A, B, C, D] = k. Osoita, ettd
B, A, D, C]=[C, D, A, B| =D, C, B, A] = k

Ratkaisu.
AC BD_BD AC_CA DB_DB CA

AD BC  BC AD CB DA DA CB
Yhtaloketjun jasenet ovat jarjestyksessa tehtavan nelja kaksoissuhdetta.

3. [A, B, C, D] = k. Osoita, etta

1
[A.B.D,Cl=, ja [A.C B D=1~k
Ratkaisu. AD BC )
A B.D.Cl=36"5p ~

Jalkimmaisen relaation todistamiseksi lasketaan
AB CD B (AC — BC) - (BD — BC)

(A, C, B, D] =

AD CB AD-CB
_AC-BD+BC?—-BC-BD—-AC-BC
- AD-CB
—BC + BD + AC AD
= —k+ 1D ——k—i—E—l_k-

4. Osoita, ettd [A, B, C, D] # 1.
Ratkaisu. Jos olisi [A, B, C, D] = 1, olisi [A,C, B, D] =1—1=0jaolisi A = C tai
B=D.
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5. Pisteet A, B, C ja D voidaan kirjoittaa jonoon 4! eri tavalla. Montako eri arvoa voi
olla pisteista muodostetulla kaksoissuhteella?

Ratkaisu. Edella on nahty, etta neljalla eri jarjestyksella saadaan sama kaksoissuhteen

arvo. Eri arvoja voi olla enintdan 6. Niitd voi myos olla 6. Jos esimerkiksi & = 3,
1 1 1 2. 3

mahdollisia arvoja ovat 3, =, 1 —3=-2, ——, 1 — = = — ja —.
3 2 3 37 2

6. Nelikulmio ABCD on kupera. Suorat BC' ja AD
leikkaavat pisteessa J ja suorat AB ja C'D leikkaavat
pisteessa K. J:n kautta piirretty suora leikkaa C'D:n
pisteessa F' ja K :n kautta piirretty suora leikkaa BC':n
pisteessa I. Olkoon G suorien JF ja K1 leikkauspiste
ja H suorien BF' ja DI leikkauspiste. Osoita, ettd A,
G ja H ovat samalla suoralla.

Ratkaisu. Voidaan nojautua Pappusin lauseeseen. Pisteet K, F, D ovat samalla suoralla
ja pisteet J, I, B ovat samalla suoralla. GG on suorien KI ja F'J, H suorien F'B ja DI ja
A suorien DJ ja KB leikkauspiste.

7. Olkoot E ja F nelion ABCD sivujen AB ja CD pisteité niin, etd EF||AD. Olkoon G
jokin janan E'F piste, H AG:n ja BF:n leikkauspiste ja I DH:n ja BC':n leikkauspiste.
Osoita, ettd GI||AB.

Ratkaisu. Palautuu suoraan edelliseen. Kun ABC'D on nelio, niin J ja K ovat molemmat
aarettoman kaukaisia pisteita ja G 1, joka kulkee K:n kautta, on AB:n ja DC':n suuntainen.

8. Millainen on harmoninen pisteisté silloin, kun yksi pisteista on ideaalipiste?

AC
Ratkaisu. Koska [A, B, C, x| = Velek tallaisessa harmonisessa pisteistossa on AC = CB.

C on siis janan AB keskipiste. Vastaavanlainen tilanne vallitsee my0s, jos co on jossain
muussa paikassa pistejonossa.

9. Mitd muita arvoja kuin —1 voi harmonisen pisteistén (A, B, C, D) pisteistd muodos-
tetun jonon kaksoissuhde saada?

. . 1 1 k—1 .
Ratkaisu. Olkoon k£ = —1. SIHOIHE——L 1_k_1_E_T_2Jak—1 =
LI
k-1 2

10. Miten harmoninen pisteisto liittyy Apollonioksen ympyraian?

Ratkaisu. Jos AB on jana ja k > 1, niin janalla AB on piste X ja puolisuoralla AB piste
AX

Y niin etta XB — k ja g—%; = k. Apollonioksen ympyrd on ympyra, jonka halkaisija on

XY. Mutta
AX BY AX BY 1

AY BX BX AY "k
(A, B, X, Y) on siis harmoninen pisteisto.

A, B, X, Y] =
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11. Suorita harmonisen pisteiston (A, B, H, F') tdydentdminen tilanteessa, jossa tunne-
taan A, B ja janan AB ulkopuolinen piste F.

Ratkaisu. Piirretdin A:n ja B:n kautta suorat, jotka leikkaavat pisteessd E. Piirretdan
F:n kautta suora # AB, joka leikkaa B E:n pisteessa C' ja AE:n pisteessd D. Olkoon AC:n
ja BD:n leikkauspiste GG. Suora EG leikkaa suoran AB pisteessi H. Lauseen 5 nojalla
(A, B, H, F) on harmoninen pisteisto.

12. Maarita kahden yhdensuuntaisen eripituisen janan keskipisteet pelkalla viivoittimella.

Ratkaisu. Olkoot janat AB ja DC. Leikatkoot AD ja BC pisteessd FE Koska AB||DC niin
AB ja DC leikkaavat ideaalipisteessd. Olkoon AC:n ja BD:n leikkauspiste GG. Leikatkoon
EG AB:n pisteessé H ja DC:n pisteessa I. (A, B, H, ) ja (D, C, I, c0) ovat harmonisia
pisteistola. Siis, tehtdvan 8 perusteella, H ja I ovat janojen AB ja DC' keskipisteet.

13. Tunnetaan jana C'D ja sen keskipiste I. Piirra pelkalla viivoittimella pisteen A kautta
CD:n suuntainen suora.

Ratkaisu. Piirretdan suora AD ja valitaan siltd piste E. Olkoon G suorien EI ja AC
leikkauspiste ja B DG:n ja EC:n leikkauspiste. Koksa I on C'D:n keskipiste, (D, C, I, c0)
on harmoninen pisteisto. Mutta ABCD on taydellinen nelikulmio, joten AB:n ja DC'n
leikkauspiste on oo, ja siis AB|DC.

14. Olkoon kolmion ABC A:sta piirretty korkeusjana AD ja olkoon H jokin AD:n piste.
Leikatkoot suorat BH ja C'H kolmion sivut AC' ja AB pisteissid E ja F'. Osoita, ettd DA
on kulman FDFE puolittaja.

Ratkaisu. Olkoon I ED:n ja AB:n leikkauspiste.
BDEA on taydellinen nelikulmio, joten (A, B, F, I)
on harmoninen. Suorakimppu (DA, DB, DF, DI) on
my6s harmoninen. Siis

sin(/ADF) sin(£BDI)

1= Gn(ZADI) sn(/BDF)’ (1)

Mutta koska ZADB = 90°, sin(£LADI) = cos(£BDI)
ja sin(ZADF') = cos(£BDF). Kun nidméi sijoitetaan
yhtéloon (1), saadaan

cos(/BDF) sin(£BDI) )

cos(Z(BDI) sin(/BDF)
eli tan(£BDI) = —tan(£LBDF'). Tasta seuraa, koska DI # DF, ettd Z/BDI = 90° +
/ZBDF ja ZADF = ZEDA.

15. Olkoon I' O-keskinen ympyra ja ¢ suora. Piste P € { on sellainen, ettd OP_L/.
Piirretdan P:n kautta I':n sekantit PAB ja PC'D. Suorat DA ja BC' leikkaavat ¢:n pisteissa
E ja F. Osoita, etta P on FF:n keskipiste.
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Ratkaisu. BC ja AD leikkaavat pisteessa I ja BD
ja AC pisteessa J. Téaydellisen nelikulmion ABDC
ominaisuuksien perusteella IJ leikkaa AB:n pisteessa
P’ ja DC':n pisteessd P” niin, etta (A, B, P, P') ja
(C, D, P, P") ovat harmonisia. Mutta tdmé& merkit-
see, ettd P'P” eli IJ on P:n polaari I':n suhteen. Siis
IJLOP ja IJ||¢. Olkoon viela K PI:n ja AC:n leik-
kauspiste. Mutta myos (C, A, K, J) on harmoninen,
Nelikko (C, A, K, J) on perspektiivinen (piste I pro-
jektiokeskus) ¢:n nelikon (F, E, P, co) kanssa. Viime-
mainittu nelikko on siis myos harmoninen. Tehtavan
8 tuloksen nojalla P on F'E:n keskipiste.

16. Olkoon AC ympyran halkaisija, BD tata vastaan kohtisuora janne ja S ympyran kehan
piste. Osoita, ettd (SB, SD, SA, SC) on harmoninen suorakimppu.

Ratkaisu. Lasketaan kaksoissuhde

sin(£BSA) sin(£DSC)

[SB, SD, SA, SC| = sin(/BSC) sin(/DSA)’

Mutta AC puolittaa BD:n, joten kehikulmalauseen
perusteella (ja koska kulmat ovat suunnistettuja),
/BSA = —/ZDSA. Koska AC on ympyran
halkaisija, ZASC = 4£90°. Kuvan konfiguraa-
tiossa sin(£DSC) = cos(£DSA) ja sin(£BSC) =
cos(LASB) = cos(£DSA). Néinollen [SB, SD, SA, SC]| -
-1

17. Jos S on nelibn ABC D ympérysympyrén piste, niin (SB, SD, SA, SC) on harmoni-
nen suorakimppu.

Ratkaisu. Seuraa heti edellisestd: AC' on ympyran halkaisija ja BD on AC:ta vastaan
kohtisuora ympyran janne.

18. Olkoon AB O-keskisen ympyran halkaisija ja P # A ympyran A: han piirretyn tan-
gentin piste. P:n kautta kulkeva suora leikkaa ympyran pisteissa C' ja D. C':n kautta
piirretty PO:n suuntainen suora leikkaa AB:n pisteessd E ja DB:n pisteessa F. Osoita,
ettd CE = EF.

Ratkaisu. Piirretaan myos B:hen ympyran tangentti. Suora PO leikkaa sen pisteessa R;
sama suora leikkaa BC'n pisteesséd G ja BD:n pisteessa H. Olkoon viela I C'D:n ja AB:n
leikkauspiste. Selvastikin viite tulee todistetuksi, jos saadaan osoitettua, ettd GO = OH.
Taman todistamiseksi puolestaan riittaa, jos saadaan naytettya, etta
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[P, O, G, H =[O0, R, G, H| (1)

Jos nimittdin OP = OR = d, GO = x ja OH = y,
niin (1) on yhtépitdva yhtalon

d—=x y_« d—1y
d+y = vy d+=z

kanssa. Jalkimmainen yhtalo sievenee heti muotoon
Yy =1

Yhtélon (1) perustelemiseksi todetaan ensin, etté perspektiivisyyden vuoksi [P, O, G, H| =
[P, I, C, D] = [AP, AI, AC, AD]. Toisaalta [0, R, G, H] = [BO, BR, BG, BH]. Viite

on tosi, jos

sin(Z/PAC) sin(ZIAD)  sin(/OBG) sin(/RBH)

sin(ZPAD) sin(ZIAC) ~ sin(ZOBH) sin(ZRBG)
Mutta kulmat ZPAI, ZABR, Z/ACB, ZADB ovat suoria. Siis /PAC = ZABC =
Z0BG, sin(LIAD) = cos(LABD) = sin(/RBH), sin({PAD) = cos({BAD) =
sin(ZOBH) ja sin(ZIAC) = cos(£LABC) = sin(RBG).




