Pythagoraan polku 2004
Paivolan kansanopisto, 17. 4. 2004

e Aikaa: kolme tuntia

e Sallittuja apuvilineité ovat kirjoitusvélineet, harppi ja viivain. Erityisesti kiellettyja ovat laskimet,
kénnykat ja taulukot.

e Kirjoita ratkaisut siististi, jokaisen tehtévan ratkaisu eri paperille tai papereille. Merkitse jokaiseen
paperiin joukkueen tunnus ja tehtévin numero.

Tehtava 1. Ratkaise reaalilukujen joukossa yhtalo
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Tehtéva 2. Ratkaise yhtilo
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Merkintd |x| tarkoittaa suurinta kokonaislukua n, jolle n < z.
Tehtava 3. Olkoot a > 0, b ja c reaalilukuja, joille
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jollain positiivisella luvulla m. Osoita, ettd yhtalolla
az? +br+c=0

on ratkaisu xg, jolle patee 0 < g < 1.

Tehtdva 4. Osoita, ettd 1 048 576 on ainoa kokonaisluku vélilld [1 000 000, 2 000 000], jota ei voida ilmaista
kahden tai useamman perédkkaisen positiivisen kokonaisluvun summana.

Tehtavi 5. Taululle on kirjoitettu kymmenen kokonaislukua, joista jotkin voivat olla samoja. Kun lasketaan
kaikki mahdolliset yhdeksén luvun summat, tuloksina saadaan seuraavat yhdeksan (1) lukua: 2000, 2001, 2002,
2003, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009. Mitka luvut taululle on kirjoitettu?

Tehtava 6. Olkoon L muotoa 4n + 1 olevien luonnollisten lukujen joukko:
L={1,5,9,13,17,...}.

Sanotaan L:n alkiota p L-alkuluvuksi, jos p > 1 eiké p:té voida esittdéd pienempien L:n alkioiden tulona. Etsi L:n
alkio, jonka voi esittid ainakin kahdella eri tavalla L-alkulukujen tulona (jarjestyksen vaihtaminen ei tietenkaéin
riitd).

Tehtéva 7. Olkoot suunnikkaan kirjet A, B, C' ja D. Siirretdén lavistdja AC suuntansa siilyttden alkamaan

pisteestd B ja tdydennetddn tdmén sivun ja lavistdjin BD aloittama suunnnikas. Osoita, ettd sen ala on
tdsmaélleen kaksi kertaa alkuperdisen suunnikkaan ala.

Tehtiva 8. Kolmion sivujen pituudet ovat a, b ja ¢, ja sivuja vastaan piirretyt korkeusjanat ovat hg, hy ja he.
Oletetaan, ettd a > b. Osoita, ettd a + hg > b+ hy. Milloin péatee yhtdsuuruus?

Tehtidva 9. Kuution projektio sen avaruuslévistdjiad vastaan kohtisuoralle tasolle on kuusikulmio. Onko se
sdannollinen? Laske kuusikulmion pinta-ala, kun kuution sdrmén pituus on s.

Tehtsévd 10. Naparetkeiliji X lihtee liikkkeelle Helsingistd (60° pohjoista leveyttd) edeten koko ajan tasai-
sella nopeudella v kohti koillista. (Oletetaan Maapallon siteeksi R.) Kuinka kauan retkeilijiltd kestda padsté
pohjoisnavalle?

Tehtdva 11. Todista, ettd jos kolmion korkeusjanojen leikkauspiste peilataan kolmion sivun (tai sen jatkeen)
yli, kuvapiste on kolmion ympéari piirretylld ympyralla.



Tehtéava 12. Kuvassa on viisi ensimmaistéd kuviota darettomaésté kuvioiden jonosta, jossa ensimméisené olevan
kolmion sivun pituus on s. Kuvioiden pinta-alat ja piirit muodostavat kaksi lukujonoa. Maarita lukujonojen
raja-arvot.
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Tehtdva 13. Kumpi on suurempi, e™ vai w¢? Perustele!
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Tehtava 15. Tarkastellaan suorassa kulmassa olevaa kulmausta, jossa kaksi kiytdvaa kohtaavat. Toisen kiyta-
van leveys on x ja toisen y. Kéytéivasta toiseen halutaan kuljettaa vaakatasossa hyvin ohut, suora keppi. Kuinka
pitké keppi voi korkeintaan olla, jotta tdmé& on mahdollista?

Tehtéva 14. Osoita, ettd integraalin

arvo ei riipu parametrista .

Tehtdva 16. Osoita, ettd on olemassa sellainen positiivinen irrationaaliluku x, ettd x* on rationaaliluku.

Tehtdva 17. Tutkitaan pintaa, joka syntyy, kun polynomin P(z) kuvaaja vililla 0 < z < R (R > 0) pyorahtad
avaruudessa pystyakselin ympéri. Pyorahdyspinta on "malja”, johon voidaan kaataa vettéd, kun oletetaan, etta
P(z) on parillista ja vihintdin toista astetta, ja ettd sen korkeimman asteen termin kerroin on positiivinen.
Oletetaan lisdksi, ettd sen kaikki nollakohdat ovat yksinkertaisia ja sijaitsevat avoimella vélilla 10, R[. Merkitdan

a = max{P(z) : z on P:n lokaali minimipiste},
b = min{P(z)
¢ = min{b, P(

: 2 on P:n lokaali maksimipiste}, ja
0), P(R)}.

Osoita, etté jos vedenpinnan korkeus kaikissa maljan kuopissa on sama h (laskettuna pystyakselin koordinaa-
teissa, el maljan pohjaltal), niin muodostuvan rantaviivan pituus on vakio kaikilla h € ]a, .

Tehtiva 18. Pythagoraan polun tehtévanvalintakomitea valitsi itselleen puheenjohtajaa kolmesta ehdokkaasta.
Jokainen komitean 15 jésenestd kirjoitti 4dnestyslippuun ehdokkaiden nimet paremmuusjérjestykseen. Havait-
tiin, ettd 11 lipussa oli asetettu ehdokas A ehdokkaan B edelle ja 9 lipussa ehdokas B ehdokkaan C edelle.
Ehdokas A viitti, ettd enemmiston mielipide suosii siten jarjestystd ABC. Ehdokas C protestoi, koska hénet oli
asetettu 10 lipussa ehdokkaan A edelle. Kuinka monessa lipussa oli ensimméisend C'7

Tehtavi 19. Kahden arpakuution tahkoille on kirjoitettu ei-negatiivisia kokonaislukuja. Kun kuutioita heite-
tdéan ja tulokset lasketaan yhteen, summa voi olla yhtd todennékoisesti mikd tahansa luvuista 1,2, ..., n. Milla
n:n arvoilla tdmé on mahdollista? Mitké luvut tahkoille pitdé talloin kirjoittaa?

Tehtsvi 20. Olkoon m,n € ZT, m+n > 2. Tarkastellaan m x n-ruudukkoa. Alussa vain ruudukon ulkoreunat
on varitetty. Kaksi pelaajaa valitsee vuorotellen jonkin kahden vierekkiisen tai paéllekkéisen ruudun yhteisen
sivun ja varittdé sen. Varitettyja sivuja ei saa valita. Jos pelaaja saa vuorollaan jonkin ruudun viimeisen vapaan
sivun véritettya, saa han tdmén ruudun. Peli loppuu, kun kaikki sivut on véritetty, ja voittaja on se, jolla on
enemman ruutuja. Milloin aloittajalla, milloin toisella on voittostrategia, kun

(a) m=1,
(b) m ja n ovat parittomia?

[Tehtévin laatijat eivit tunne ratkaisua mielivaltaisten lukujen m ja n tapauksessa.]



