Baltijos kelias 2006
Turku, 2006 lapkricio 3

Version: Lithuanian

1. Realiyju skai¢iu seka aq, as, as, ... yra tokia, kad
Ap = Qp—1 + Apt2
su visais n = 2, 3,4, .... Kiek daugiausiai is eilés einanc¢iy jos nariy gali buti teigiami?
2. Duota, kad a3 +as + -+ + as9 = 0, kur a; € [—2,17], i = 1,2,...,59. Irodykite, kad

ai + a3+ -+ azy < 2006.

3. Irodykite, kad kiekviena polinoma P(z) su realiaisiais koeficientais galima isreiksti suma
P(z) = (P1(2))* + (Pa(2))* + ... + (Pu(@))’,
kur Py(z), P2(x), ..., Pn(x) yra polinomai su realiaisiais koeficientais.

4. Neneigiami realieji skaiciai a, b, ¢, d, e ir f tenkina salyga a +b+c+d+e+ f = 6. Raskite
reiskinio abc+bed+ cde+def + e fa+ fab didziausia reikSme ir visus Sesetus (a, b, ¢, d, e, f),
su kuriais ta didziausia reikSmeé jigyjama.

5. Profesorius savo paskutine knyga paskyré specialiai aritmetinei operacijai *. Operacija
atlickama su bet kuriais dviem sveikaisiais skaiciais a ir b, o jos rezultatas, Zymimas sim-
boliu a * b, taip pat yra sveikasis skaic¢ius. Operacijoms, su visais z,y € Z galioja dvi
aksiomos:

a) wx(vxy)=y;
b) (zxy)*y=ux.

Knygoje randame du teiginius:

1. Operacija * yra komutatyvi: x %y = y * x su visais xz,y € Z.
2. Operacija * yra asociatyvi: (zxy)* z = x % (y * ) su visais z,y € Z.
Kurie teiginiai yra teisingi?
6. Raskite, kiek daugiausiai naturaliyju skaiciu gali buti aibéje, pasizyminc¢ioje siomis savybeémis:
Kiekvieno aibés skaiciaus skaitmenys skirtingi.
Skaiciy skaitmenys yra i$ aibés {1,2,3,4,5,6}.
Skaitmenys eina didéjimo tvarka.

Bet kurie du aibés elementai turi bendra skaitmen;.

SANE

Neéra skaitmens, priklausancio visiems tos aibés skaic¢iams.

7. Fotografas atnesé pobuvio, kuriame dalyvavo 10 dalyviy, nuotraukas. Kiekvieng is visu
galimy 45 pobuvio dalyviy poru galima rasti vieninteléje nuotraukoje, o kiekvienoje nuo-
traukoje yra arba du, arba trys asmenys. Kiek maziausiai galéjo buti nuotrauky?
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. Direktorius suzinojo, kad jo kolektyve egzistuoja 6 slapti rateliai, kiekvienas is kuriy turi

3 narius. Jrodykite, kad direktorius gali padalyti kolektyva i du padalinius taip, kad joks
slaptas ratelis visas nepakliutu i vieng is padaliniy.

. Kiekvienoje taisyklingojo penkiakampio virsunéje parasyta po realyji skaiciu. Kartojame

tokig procedura: imame du gretimose virsunése esancius skaicius ir abu juos pakeic¢iame
ju aritmetiniu vidurkiu. Pradinéje padétyje visu penkiakampio virsuniy skaic¢iy suma lygi
0. Ar teisingas toks teiginys, kad is kiekvieno tokio pradinio skai¢iy rinkinio visada galima
gauti b skaiciu rinkinj, kurio visi skai¢iai yra nuliai?

I lentelés 30 x 30 langelius jrasyti 162 pliusai ir 144 minusai taip, kad kiekvienoje eilutéje
ir kiekviename stulpelyje yra ne daugiau kaip 17 Zenkly. Kiekvienam lentelés pliusui
suskaiciuojame tos eilutés minusu skaiciy, o kiekvienam lentelés minusui suskai¢iuojame
to stulpelio pliusy skaic¢iu. Raskite, kokia didZiausia gali buti visy tu skai¢iy suma.

Trikampio aukstinés yra 12, 15 ir 20. Koks yra trikampio plotas?

Trikampio ABC krastinés AB vidurio taskas By, krastinés AC' vidurio taskas Cy. Tegul P
yra apie trikampius ABC ir AB;C apibrézty apskritimu susikirtimo taskas, nesutampantis
su A. Tegul P, yra tiesées AP ir apie trikampi AB;C} apibrézto apskritimo susikirtimo
taskas, nesutampantis su A. [rodykite, kad 2AP = 3AP;.

Taskai D ir E yra atitinkamai trikampio ABC krastiniy AB ir AC' taskai. Tiesés BE ir
CD kertasi taske F'. Irodykite, kad jei

BC*=BD-BA+CE-CA,
tai taskai A, D, F', E priklauso vienam apskritimui.

Sferos pavirsiuje pazymeéti 2006 taskai. [rodykite, kad pavirsiy galima padalinti i 2006
lygias dalis taip, kad kiekvienoje dalyje buty lygiai vienas i$ tu taskuy.

Trikampio ABC' pusiaukrastinés kertasi taske M. Tiesé t, einanti per taskg M, kerta
trikampio apibréztini apskritimg taskuose X ir Y taip, kad A ir C' yra toje pacioje tiesés
t puséje. Irodykite, kad BX - BY = AX - AY + CX - CY.

Ar egzistuoja tokie 4 skirtingi naturalieji skaiciai, kad bet kuriu dvieju i$ ju sandauga,
sudéta su 2006, butu tikslus kvadratas?

Raskite visus tokius naturaliuosius skaicius n, kad 3" + 1 dalytusi i§ n?.

Natiiraliojo skaidiaus n laipsnio n™") paskutini skaitmeni pazymékime a,. Jrodykite, kad
seka (a,) yra periodiné, ir nustatykite maziausio periodo ilgi.

Ar egzistuoja tokia naturaliyju skaic¢iy seka aq, as, as, ..., kad su bet kuriuo n bet kuriu n
paeiliui paimty nariu suma dalytusi i§ n??

12-Zenklis naturalusis skaicius, sudarytas tik is skaitmenu 1, 5 ir 9, dalijasi i§ 37. [rodykite,
kad jo skaitmeny suma néra lygi 76.

Sprendimo laikas 4% valandos. Uz kiekviena uzdavini 5 taskai.



