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Version: Deutsch

Arbeitszeit: 4% Stunden. Wahrend der ersten 30 Minuten konnen Fragen gestellt werden.
Es sind nur Schreib- und Zeichenwerkzeuge erlaubt.

1. Ermitteln Sie alle Paare (p,q) von Primzahlen mit p* — ¢° = (p + ¢q)°.
2. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

a) Fir alle k > 2 enthélt jede Folge von k aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen
eine Zahl, die durch keine Primzahl kleiner als k teilbar ist.

b) Fiir alle £ > 2 enthélt jede Folge von k aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen
eine Zahl, die teilerfremd zu allen anderen Zahlen der Folge ist.

3. Fiir welche der ganzen Zahlen n = 1,2, ...,6 hat die Gleichung a" +b" = ¢" +n eine Lésung
in ganzen Zahlen?

4. Seien n eine positive ganze Zahl und a, b, ¢, d ganze Zahlen mit n | a + b + ¢ + d und
n | a? 4 b* + ¢ + d*. Zeigen Sie, dass dann n | a* + b* + ¢* + d* + 4abed gilt.

5. Es sei p > 3 eine Primzahl mit p = 3 (mod 4). Fiir eine gegebene positive ganze Zahl q

ist die ganzzahlige Folge ag, aj, ... durch a, = a2" | fiir alle n = 1,2, ... definiert. Beweisen
Sie: Es ist moglich, ag so zu wahlen, dass fiir jede positive ganze Zahl N die Teilfolge
an, N1, GNt2, - - - nicht konstant modulo p ist.

6. Die Menge {1,2,...,10} wird in drei Teilmengen A, B und C zerlegt. Fir jede der
Teilmengen werden jetzt die Summe ihrer Elemente, das Produkt ihrer Elemente sowie die
Summe der Ziffern ihrer Elemente berechnet. Ist es moglich, dass nur A die grofite Summe
der Elemente, nur B das grofite Produkt der Elemente und nur C' die groite Summe der
Ziffern der Elemente besitzt?

7. Ermitteln Sie alle positiven ganzen Zahlen n, die fiir jede reelle Zahl x die Ungleichung
32" + n(x +2) — 3 > na?
erfiillen.

8. Bestimmen Sie alle reellen Zahlen a, fiir die es eine nichtkonstante Funktion f: R — R
gibt, die fiir alle x € R die folgenden beiden Gleichungen erfiillt.

i) flar) = a’f(z)
i) f(f(x)) =af(z)

9. Ermitteln Sie alle Quadrupel (a, b, ¢, d) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem

erfiillen.
ad@ + & = 2
a’h + Ad = 0
¥ o+ & =1
ab> + cd®> = —6
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Es seien ag1, ao2, - - -, @o 2016 Positive reelle Zahlen. Weiterhin seien fiir n > 0 und
1 <k <2016
1
Otk = Ap g + und  @p41,2016 = An,2016 +
2an,k+1 2an,1

definiert. Beweisen Sie, dass dann nax a6k > 44 gilt.

Eine Menge A besteht aus 2016 positiven ganzen Zahlen. Samtliche Primfaktoren dieser
Zahlen sind kleiner als 30. Beweisen Sie, dass A vier verschiedene Elemente a, b, ¢ und d
enthalt, deren Produkt abcd eine Quadratzahl ist.

Gibt es ein (nicht notwendigerweise konvexes) Sechseck mit den Seitenlédngen 1,2,3,4,5,6
(nicht notwendigerweise in dieser Reihenfolge), das sich aus

a) 31
b) 32

gleichseitigen Dreiecken der Seitenldnge 1 zusammensetzen lésst?

Auf einer Tafel stehen n Einsen. Ein Zug besteht darin, zwei Zahlen durch zwei Kopien
ihrer Summe zu ersetzen. Nach h Ziigen sind alle n Zahlen auf der Tafel gleich m. Beweisen
Sie, dass dann h < %n10g2 m gilt.

Ein Wiirfel besteht aus 43 Einheitswiirfeln; jedem dieser Einheitswiirfel ist eine ganze Zahl
zugeordnet. In jedem Zug wéhlt man einen der Einheitswiirfel und erhoht bei allen Wiirfeln,
die mit dem gewédhlten eine gemeinsame Seitenfliche besitzen, deren Zahlen um 1. Ist es
unabhéingig von der Ausgangsituation immer moglich, eine Situation zu erreichen, in der
alle 43 Zahlen durch drei teilbar sind?

Es gibt 2016 Ostseehéafen. Zwischen einigen bestehen Fahrverbindungen in beiden Rich-
tungen. Dabei gibt es keine 1062 verschiedene Héfen C', ..., Cigg2, die durch eine Folge
C1—Cy—---—CYpgo direkter Fahrverbindungen verbunden sind. Beweisen Sie: Es existieren
zwei disjunkte Mengen A und B von je 477 Héfen, so dass es von keinem Hafen aus A eine
direkte Féahrverbindung zu einem Hafen aus B gibt.

In einem Dreieck ABC seien D und E die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden der
Winkel bei C' und B mit den Seiten AB bzw. AC. Die Punkte F' und G liegen auf der
Verldngerung von AB tiber B hinaus bzw. auf der Verléngerung von AC' iiber C' hinaus, so
dass BF = CG = BC. Zeigen Sie, dass dann F'G || DE gilt.

ABCD sei ein konvexes Viereck mit AB = AD. Weiterhin sei T ein Punkt auf der
Diagonalen AC' mit ZABT + ZADT = ZBCD. Zeigen Sie: AT + AC > AB+ AD.

Sei ABCD ein Parallelogramm mit ZBAD = 60°, und seien K und L die Mittelpunkte
von BC' bzw. C'D. Bestimmen Sie ZABD, wenn ABK L ein Sehnenviereck ist.

Man betrachte Dreiecke in der Ebene, deren Eckpunkte ganzzahlige Koordinaten haben.
Ein solches Dreieck kann zuldssig transformiert werden, indem einer seiner Eckpunkte
parallel zur gegeniiberliegenden Seite auf einen anderen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten
verschoben wird. Beweisen Sie: Je zwei flichengleiche Dreiecke lassen sich durch eine Folge
zuléssiger Transformationen ineinander tiberfithren.

ABCD sei ein Sehnenviereck, in dem AB und C'D nicht parallel sind. Sei M der Mittelpunkt
von C'D und P ein Punkt im Inneren von ABC'D mit PA = PB = C M. Beweisen Sie,
dass sich AB, C'D und die Mittelsenkrechte von M P in einem Punkt schneiden.



