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Tartto� ��� marraskuuta ����

�� Olkoon a � b � a� b� ab� M�a�arit�a kaikki kokonaislukukolmikot �x� y� z�� joille p�atee
�x � y� � z � �y � z� � x� �z � x� � y � ��

�� Olkoot a�� a�� � � � � a� mielivaltaisia ei�negatiivisia lukuja� joille p�atee a� � a� � � ja
joista ainakin yksi on nollasta eroava� Todista� ett�a ainakin yhdelle i� 	 � i � 
� p�atee
ep�ayht�al�o ai�� � ai�� � 	ai� Pysyyk�o v�aite totena� jos luku 	 vaihdetaan viimeisess�a
ep�ayht�al�oss�a luvuksi ���


�� M�a�arit�a lausekkeen

xy � x
p
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suurin arvo�

�� Onko olemassa kokonaislukua n� jolle
p
n� � �

p
n� � on rationaaliluku


�� Olkoon p�x� sellainen kokonaislukukertoiminen polynomi� ett�a yht�al�oill�a p�x� � � ja
p�x� � � on molemmilla kokonaislukuratkaisuja� Voiko yht�al�oll�a p�x� � 	 olla kaksi
eri kokonaislukuratkaisua


	� Todista� ett�a jokainen supistumaton murtoluku
p

q
� miss�a p ja q ovat positiivisia kokon�

aislukuja ja q on pariton� on sama kuin murtoluku
n

	k � �
joillain positiivisilla kokon�

aisluvuilla n ja k�


� Olkoon p � 	 alkuluku ja � �
�

	�
�
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m

n
� miss�a m ja n ovat

yhteistekij�att�omi�a� Osoita� ett�a m on p�n monikerta�

�� Osoita� ett�a mielivaltaista kokonaislukua a � � kohden on olemassa kokonaisluvut b
ja c� c � b � a� siten� ett�a a� b ja c ovat suorakulmaisen kolmion sivujen pituudet�

�� M�a�arit�a kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen parit �a� b�� joille 	a � �b on
kokonaisluvun neli�o�

��� Kuinka moni positiivinen kokonaisluku t�aytt�a�a seuraavat kolme ehtoa�
�a� luvun kaikki numerot kuuluvat joukkoon f�� 	� �� �� �g�
�b� kahden per�akk�aisen numeron erotuksen itseisarvo on aina ��
�c� luvussa on ���� numeroa


��� Olkoot NS ja EW ympyr�an C kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa halkaisijaa� Suora
l sivuaa ympyr�a�a C pisteess�a S� Olkoot A ja B kaksi halkaisijan EW suhteen sym�
metrist�a C�n pistett�a� Merkit�a�an l�n ja suorien NA ja NB leikkauspisteit�a A��lla ja
B��lla� Osoita� ett�a jSA�j � jSB�j � jSN j��

��� Kolmion A�A�A� sis�a�an piirretty ympyr�a sivuaa sivuja A�A�� A�A� ja A�A� pisteiss�a
S�� S� ja S�� Olkoot O�� O� ja O� kolmioiden A�S�S�� A�S�S� ja A�S�S� sis�a�an piir�
rettyjen ympyr�oiden keskipisteet� Todista� ett�a suorat O�S�� O�S� ja O�S� leikkaavat
toisensa yhdess�a pisteess�a�

��� M�a�arit�a pienin sellainen luku a� ett�a neli�o� jonka sivu on a� voi sis�alt�a�a viisi ��s�ateist�a
ympyr�akiekkoa� joista mill�a�an kahdella ei ole yhteisi�a sis�apisteit�a�



��� Olkoot �� � ja � kolmion kulmat ja niiden vastaisten sivujen pituudet a� b ja c� Todista
ep�ayht�al�o
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��� Onko olemassa kolmio� jonka kaikkien sivujen ja korkeusjanojen pituudet ovat kokon�
aislukuja ja jonka piirin pituus on ����


�	�� Ihmeiden Saarella asuvat siilit� Jokainen siili koostuu kolmesta yksikk�ojanasta� joilla
on yhteinen p�a�atepiste ja joiden v�aliset kulmat ovat �	��� Oletamme� ett�a kaikki siilit
ovat littein�a saaren tasossa eiv�atk�a kosketa toisiaan� Todista� ett�a Ihmeiden Saarella
on �a�arellinen m�a�ar�a siilej�a�

�
� Er�a�an kuningaskunnan hallitsija on p�a�att�anyt rakentaa 	� uutta kaupunkia ���lle
asumattomalle saarelle niin� ett�a joka saarelle tulee ainakin yksi kaupunki� Jokaisen
kahden eri saarilla sijaitsevan kaupungin v�alille perustetaan suora lauttayhteys�
M�a�arit�a lauttayhteyksien pienin mahdollinen lukum�a�ar�a�

��� Tasossa on annettuna n �n � 	� suoraa� Mitk�a�an kaksi suorista eiv�at ole yhdensuun�
taiset ja mitk�a�an kolme eiv�at leikkaa samassa pisteess�a� Jokainen suorien leikkauspiste
on varustettu kokonaisluvulla ��n ja n� ��n v�alilt�a� Osoita� ett�a numerointi voidaan
suorittaa siten� ett�a jokaisen suoran leikkauspisteiss�a ovat kaikki luvut ��st�a n���een�
silloin ja vain silloin� kun n on parillinen�

��� Ihmeiden Saaren tiedustelupalvelulla on Tartossa �� vakoojaa� Jokainen heist�a valvoo
muutamia ty�otovereitaan� Tiedet�a�an� ett�a jos vakooja A valvoo vakoojaa B� niin B

ei valvo A�ta� Lis�aksi tiedet�a�an� ett�a jokaiset kymmenen vakoojaa voidaan numeroida
niin� ett�a ensimm�ainen vakooja valvoo toista vakoojaa� toinen valvoo kolmatta� � � �
ja kymmenes valvoo ensimm�aist�a� Todista� ett�a jokaiset yksitoista vakoojaa voidaan
my�os numeroida vastaavalla tavalla�

��� Tasasivuinen kolmio on jaettu � ��� ����ksi yhdenmuotoiseksi tasasivuiseksi kolmioksi
sivujen suuntaisilla suorilla� Jokaisen pikkukolmion k�arki on v�aritetty yhdell�a
kolmesta v�arist�a� Osoita� ett�a on olemassa kolme samanv�arist�a pistett�a� jotka ovat
k�arkin�a kolmiossa� jonka sivut ovat alkuper�aisen kolmion sivujen suuntaiset�
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