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Aikaa on 4 tuntia 30 minuuttia.
Ensimmdisten 30 minuutin atkana voi esittdda kysymyksid.
Ainoat sallitut tyévdlineet ovat kirjoitus- ja piirustusvdlineet.

Tehtidva 1. Luvut 1, 2, ..., 360 ositetaan 9 osajoukoksi perdkkiisid kokonaislukuja, ja niissad jou-
koissa olevien lukujen summat jarjestetdén 3 x 3-taulukoksi. Onko mahdollista, ettd néin syntyva
taulukko on taikaneli?

Huomautus: Taikanelié on nelion muotoinen lukutaulukko jossa jokaisen rivin, jokaisen sarakkeen ja

kummankin lavistdjan lukujen summat ovat kaikki keskenédén yhté suuria.

Tehtava 2. Olkoot a, b ja ¢ reaalilukuja. Osoita, etté
1

3(a+b+c)2.

ab+ bc + ca +max{|a —b|, [b—c|, |c—a|} <1+

Tehtava 3. a) Todista, etta yhtalolla
2] (2 +1) = 22,
missé |z ] tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka ei ole suurempi kuin z, on tasmélleen yksi reaalinen
ratkaisu jokaisella kahden perdkkéisen positiivisen kokonaisluvun méaraamalla valilla.

b) Osoita, ettei mikddn tdméan yhtalon positiivisista reaaliratkaisuista ole rationaalinen.

Tehtéva 4. Osoita, ettd ddrettomén monella kokonaislukuparilla (a, b) yhtalon

222 = aqx + b

ratkaisuiden joukosta 16ytyy kaksi eri reaalilukua, joiden tulo on 1.

Tehtava 5. Etsi kaikki funktiot f: R — R, joille pétee

fle+y) = fle—y)+ f(f(1 —ay))
kaikilla reaaliluvuilla = ja y.

Tehtidva 6. Poydalla on 2012 lamppua. Kaksi henkiloa pelaavat seuraavanlaista pelia. Vuorossa oleva
pelaaja painaa jonkin lampun katkaisijaa, mutta néin syntyva asetelma ei saa olla esiintynyt aiem-
min pelin aikana. Pelaaja, joka ei voi enda tehda laillista siirtoa, havida. Kummalla pelaajalla on
voittostrategia?

Tehtava 7. 2012 x 2012-ruudukon oikeasta yldnurkasta vasempaan alanurkkaan kulkevan lavistajan
jotkin ruudut on merkitty. Nurkkaruutuja ei ole merkitty. Ruudukon jokaiseen ruutuun kirjoitetaan
kokonaisluku seuraavalla tavalla. Ruudukon ylimmé&n rivin ja vasemman puoleisimman sarakkeen
ruutuihin kirjoitetaan luku yksi. Merkittyihin ruutuihin kirjoitetaan kuhunkin nolla. Jokaiseen muu-
hun ruutuun kirjoitetaan sen yldpuolella ja vasemmalla olevien naapuriruutujen lukujen summa.
Osoita, ettei oikeasta alanurkasta voi 16ytyé luvulla 2011 jaollista lukua.
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Tehtéava 8. On annettu suunnistettu verkko, joka ei sisélla suunnistettuja sykleja, ja jossa jokaisen
polun sdrmien lukumééré on enintddn 99. Osoita, ettd on mahdollista varittda verkon sarmét kahdella
varilla siten, ettéd jokaisessa yksivérisessd polussa on enintdén 9 sarméa.

Tehtava 9. Kaikkiin 5 x 5-ruudukon ruutuihin on kirjoitettu luku nolla. Voimme yksi kerrallaan
ottaa jonkin ruudun ja sen naapuriruudut (joilla on yhteinen sivu sen kanssa), ja kasvattaa kaikkien
niiden siséltamia lukuja yhdella. Onko mahdollista saada aikaan ruudukko, jonka jokaisessa ruudussa
on luku 20127

Tehtédva 10. Henkilot A ja B pelaavat seuraavaa pelid. Ennen kuin peli alkaa, A valitsee 1000 pari-
tonta alkulukua (joiden ei tarvitse olla erisuuria), ja sitten B valitsee niistd puolet ja kirjoittaa ne
tyhjélle liitutaululle. Vuorossa oleva pelaaja valitsee positiivisen kokonaisluvun n, pyyhkii taululta
jotkin alkuluvut pq, po, ..., pn ja kirjoittaa niiden tilalle luvun pips - - - p, — 2 alkulukutekijét. (Jos
jokin alkuluku esiintyy alkutekijihajotelmassa useamman kerran, niin se myos kirjoitetaan taululle
yhtd monta kertaa kuin se tekijahajotelmassa esiintyy.) Pelaaja A aloittaa, ja se pelaaja, jonka siirto
jattaa jaljelle vain tyhjan liitutaulun, hévidaa. Osoita, ettd toisella pelaajista on voittostrategia, ja
selvitd kummalla.

Huomautus: Koska luvulla 1 ei ole alkulukutekijoita, on yksittdisen luvun 3 poistaminen sallittua.

Tehtédva 11. Olkoon ABC kolmio, jossa /A = 60°. Piste T sijaitsee kolmion sisélla siten, etté
/JATB = /BTC = ZCTA = 120°. Olkoon M janan BC keskipiste. Osoita, ettd TA+TB+TC =
2AM.

Tehtava 12. Olkoot Py, Pi, ..., Ps = Py ympyrén kehdn perédkkaisid pisteitd, ja olkoon piste @
monikulmion PyP; ... Py sisill siten, ettd ZP;_1QFP;, = 45° kun i =1, ..., 8. Osoita, ettd summa

8
szelpi 2
i—1

on pienimmilldén tdsmélleen silloin kun piste @@ on ympyréan keskipiste.

Tehtava 13. Olkoon ABC' terdviakulmainen kolmio, ja olkoon H sen ortokeskus. Karjistd A, B ja C
piirretyt korkeusjanat leikkaavat ympéripiirretyn ympyran pisteiden A, B ja C ohella myds pisteissa
Hy, Hp ja He, téssi jarjestyksessa. Osoita, ettei kolmion AH4HpHe ala voi olla suurempi kuin
kolmion AABC' ala.

Tehtava 14. Kolmion ABC sisdénpiirretty ympyra sivuaa sivuja BC, C'A ja AB pisteissd D, F ja
F, tassa jarjestyksessd. Olkoon G janan DE keskipiste. Osoita, ettd ZEFC = ZGFD.

Tehtdva 15. Jénnenelikulmion ABC D ympéripiirretyn ympyrén keskipiste O sijaitsee kyseisen neli-
kulmion sisélla, mutta ei sen lavistdjalla AC. Nelikulmion lavistajit leikkaavat pisteessd I. Kolmion
AOI ympéripiirretty ympyré leikkaa sivua AD pisteessd P ja sivua AB pisteessd Q; kolmion COI
ymparipiirretty ympyra leikkaa sivua C'B pisteessi R ja sivua C'D pisteessa S. Osoita, ettd PQRS
on suunnikas.
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Tehtivda 16. Olkoot n, m ja k positiivisia kokonaislukuja, joille (n — 1)n(n 4+ 1) = m*. Osoita, etté
k=1.

Tehtéva 17. Merkitkoon d(n) luvun n positiivisten tekijoiden lukuméédrdd. Etsi kaikki kolmikot
(n, k,p), joissa n ja k ovat positiivisia kokonaislukuja ja p on alkuluku, ja joille

—1:pk.

nd(n)
Teht#vi 18. Etsi kaikki kokonaislukukolmikot (a, b, c), joille a® + b? + ¢? = 20122012.

Tehtivi 19. Osoita, ettd luku n™ + (n + 1)t on yhdistetty déirettémén monella positiivisella ko-
konaisluvulla n.

Tehtiva 20. Etsi kaikki yht#lon 225 4+ y” = 11 kokonaislukuratkaisut.



