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14. marraskuuta, 2020

Aika: 4.5 tuntia.
Kysymyksié saa esittdd ensimmaéisten 30 minuutin aikana.
Ainoastaan kirjoitus- ja piirustusvélineitd saa kéayttda tehtdvien ratkaisemiseen.

Tehtava 1. Olkoon ag > 0 reaaliluku ja

Qp—1

14202002,

ap = kunn =1,2,...,2020.
Osoita, ettd aggog < ﬁ.
Tehtava 2. Olkoot a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja, joille abc = 1. Osoita, etta

1 1 1
+ + > 2
ave2+1 bWa+1 evbZ+1

Tehtéva 3. Reaalilukujen sarja (a,)%2, on méadaritelty rekursiivisesti siten, ettd ag = 2 ja rekursiokaava on

a2, josa,_1 <V3

n = a%—l

jOS Ap—1 2 \/g

Toinen reaalilukujen sarja (b,)52; on méiritelty ensimméisen kaavan perusteella seuraavasti:

0 jOS ap—1 < \/§

bn=1¢ 1
on jos an_1 = V3,
ja se patee kaikille n > 1. Osoita, etté
2
by +ba + -+ bap20 < 3

Tehtava 4. Etsi kaikki funktiot f : R — R, joille

ff@)+a+y) = fla+y) +yfly)
patee kaikille reaaliluvuille z, y.

Tehtava 5. Etsi kaikki reaaliluvut z,y, z, joille
Py+1y2z+22=0
1
B4 22y + 2+ ady = Z(964 gt

Tehtava 6. Olkoon n > 2 positiivinen kokonaisluku. Jorin polttareissa on n vierasta ja jokainen vieras on ystavé
ainakin yhden toisen vieraan kanssa. Jori jérjestaéd pelin vieraiden kesken. Jokainen vieras saa vesikannun siten,
ettéd juhlissa ei ole kahta vierasta, joilla on sama mééra vettd kannuissaan. Jokainen vieras etenee nyt seuraavasti
yvht’aikaa. Jokainen vieras ottaa yhden kupin jokaista polttareissa olevalla ystdvddnsd kohti ja jakaa veden
kannustaan tasan néihin kuppeihin. Sitten h&n antaa yhden kupin kullekin ystévélleen. Jokainen vieras, joka
on saanut kupin vettd jokaiselta ystéaviltddn, kaataa saamansa veden kannuunsa. Miké on pienin mahdollinen
madra sellaisia vieraita, joilla ei ole samaa maarda vetta kuin heilld oli pelin alussa?

Tehtava 7. Muurarilla on tiilid, joiden koko on 2 x 5 x 8 ja toisia tiilid, joiden koko on 2 x 3 x 7. Héanelld on
myo6s laatikko, jonka koko on 10 x 11 x 14. Tiilet ja laatikko ovat kaikki suorakulmaisia sdrmio6itd. Muurari
haluaa pakata tiilet laatikkoon siten, etta sen koko tilavuus tulee taytettya ilman, ettad yksikdan tiili torrottéaa
ulos laatikosta. Maaritd kaikki mahdolliset tiilien kokonaisméérat, jotka hdn voi pakata.

Tehtdava 8. Olkoon n annettu positiivinen kokonaisluku. Ravintola tarjoaa vaihtoehtoja n alkupalasta, n
padruoasta, n jalkiruoasta ja n viinistd. Juhliva yritys illastaa ravintolassa ja jokainen vieras valitsee alkupalan,
pééruoan, jalkiruoan ja viinin. Ketkddn kaksi ihmisté eivéit ota tarkalleen samaa tilausta. Huomataan, etté ei ole
sellaista n vieraan ryhméé, ettd heidén tilauksensa olisi samat kolmessa lajissa mutta kaikki erilaisia neljadnnessé
lajissa. (Esimerkiksi ei ole n ihmisté, jotka tilaavat tasan samat kolme ruokalajia, mutta n eri viinié.) Mikd on
vieraiden suurin mahdollinen lukumaara?
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Tehtiva 9. Verkon G jokaiselle solmulle v sijoitetaan luku f(v) € {1,2} ja jokaiselle sirmélle e sijoitetaan
luku f(e) € {1,2,3}. Olkoon S(v) solmusta v lahteville sarmille sijoitettujen lukujen summa plus luku f(v).
Sanomme, ettd lukujen sijoitus on f is wiiled jos S(u) # S(v) jokaiselle solmuparille (u, v), jotka ovat vierekkéisié
(eli yhdistettyja sdrmaélld) verkossa G. Osoita, etté jokaisella verkolla on olemassa viiled sijoitus.

Tehtava 10. Alice ja Bob leikkivit piilosta. Aluksi Bob valitsee salaisen, kiinnitetyn pisteen B yksikkoneliolta.
Sitten Alice valitsee sarjan pisteitd Py, Py, ..., Py tasolta. Valittuaan pisteen P, (mutta ennen pisteen Pyy1
valintaa), missd k > 1, Bob sanoo “lampenee” jos Py on lahempénd pistettd B kuin Py_1, muutoin hén sanoo
“kylmenee”. Kun Alice on valinnut pisteen Py ja kuullut Bobin vastauksen, Alice valitsee viimeisen pisteen A.
Alice voittaa, jos etdisyys AB on korkeintaan ﬁ, muutoin Bob voittaa. Osoita, ettd jos N = 18, niin Alice ei
voi taata voittoaan.

Tehtéava 11. Olkoon ABC kolmio, jossa AB > AC. Kulman /BAC sisiinen puolittaja leikkaa sivun BC
pisteessd D. Ympyrét, joiden halkaisijat ovat BD ja C'D, leikkaavat kolmion AABC ympéri piirretyn ympyran
uudelleen pisteissd P # B ja @ # C (samassa jirjestyksessd). Suorat PQ ja BC leikkaavat pisteessi X. Osoita,
ettd AX on kolmion AABC ympéri piirretyn ympyrén tangentti.

Tehtdava 12. Olkoon ABC kolmio, jonka ympéri piirretty ympyrd on w. Kulmien ZABC ja ZACB siséiset
puolittajat leikkaavat ympyran w pisteissé X # B ja Y # C (samassa jirjestyksessi). Olkoon K sellainen piste
CX:14, ettd LK AC = 90°. Vastaavasti olkoon L piste BY:1l4 siten, ettd ZLAB = 90°. Olkoon S ympyrian w
kaaren C'AB keskipiste. Osoita, ettd SK = SL.

Tehtava 13. Olkoon ABC' terdvikulmainen kolmio, jonka ympéri piirretty ympyré on w. Olkoon ¢ ympyrin w
tangentti pisteessid A. Olkoon X pisteen B projektio suoralla £ ja Y pisteen B projektio suoralla AC. Olkoon
H kolmion BXY korkeusjanojen leikkauspiste. CH leikkaa suoran ¢ pisteessd D. Osoita, ettd BA puolittaa
kulman CBD.

Tehtava 14. On annettu terdviakulmainen kolmio ABC, jonka korkeusjanojen leikkauspiste on H. Olkoon w
ympyréi, joka kulkee pisteiden B, C ja H kautta ja olkoon I' ympyré, jonka halkaisija on AH. Olkoon X # H
ympyroiden w ja I' toinen leikkauspiste ja olkoon ~ ympyréan I' peilaus AX:n yli.

Oletetaan, ettd v ja w leikkaavat uudelleen pisteessd Y # X, ja suora AH ja w leikkaavat uudelleen pisteessa
7 # H. Osoita, ettd ympyréa, joka kulkee pisteiden A,Y, Z kautta, kulkee janan BC' keskipisteen lapi.

Tehtiva 15. Bob valitsee tasolta 3 pistettd Ag, Bo, Co (jotka eivit valttdmaétta ole erillisid) siten, ettd
ApBg + BoCy + CyAp = 1. Sitten hén valitsee pisteet Ay, By, C1 (jotka eivit valttaméatta ole erillisia) sellaisella
tavalla, ettd A1 By = AgBy ja B1Cy = BoCpy. Seuraavaksi héan valitsee pisteet As, Bo, Co pisteiden Ay, By, Cy
permutaationa. Lopuksi Bob valitsee pisteet As, Bs, C3 (jotka eivit valttdméatta ole erillisid) sellaisella tavalla,
ettd A3B3 = AsBs ja B3C3 = ByC5. Miké on suurin ja pienin mahdollinen luvun A3Bs + B3Cs + C3A3 arvo,
minké Bob voi saavuttaa?

Tehtiva 16. Richard ja Kaarel valitsevat vuorotellen lukuja joukosta {1,...,p — 1}, missd p > 3 on alkuluku.
Richard valitsee ensin. Lukua, jonka yksi pelaajista on valinnut, ei voi valita uudelleen kumpikaan pelaajista.
Jokainen luku, jonka Richard on valinnut, kerrotaan seuraavalla luvulla, jonka Kaarel valitsee. Kaarel voittaa,
jos milld tahansa hetkelld hdnen vuoronsa jilkeen kaikkien téhan asti laskettujen tulojen summa on jaollinen
luvulla p. Richard voittaa, jos tétéd ei tapahdu, eli jos luvut loppuvat kesken ennen kuin mik&dn summa on
jaollinen luvulla p. Voiko kumpikaan pelaajista taata voittonsa riippumatta vastustajansa siirroista ja jos voi,
kumpi pelaaja on kyseessa?

Tehtava 17. Kun p on alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku, niin f(p,n) on suurin kokonaisluku k, jolle
p* | nl. Olkoon p annettu alkuluku ja m ja ¢ annettuja positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etti on olemassa
ddrettomén monta positiivista kokonaislukua n, joille f(p,n) = ¢ (mod m).

Tehtava 18. Olkoon n > 1 positiivinen kokonaisluku. Sanomme, ettd kokonaisluku k& on luvun n fani, jos
0 < k < n—1 jaon olemassa kokonaisluvut =, y, z € Z siten, etta
22+ y2 +22=0 (mod n);
xyz =k (mod n).
Olkoon f(n) luvun n fanien lukumaara. Maarita f(2020).

Tehtava 19. Olkoon d(n) positiivisen kokonaisluvun n positiivisten tekijoiden lukuméard. Osoita, ettd on
olemassa addrettomén monta positiivista kokonaislukua n, joille L\/g . d(n)J jakaa luvun n.

Tehtava 20. Olkoot A ja B positiivisten kokonaislukujen joukot, joille |A| > 2 ja |B| > 2. Olkoon S joukko,
joka koostuu |A| +|B| — 1 luvusta muotoa ab, missé a € A ja b € B. Osoita, ettd on olemassa keskendén erisuuret
x,y,z € S siten, ettd x on yz:n jakaja.



