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AY November 9 to 13, 2023 Version: Finnish
FLENSBURG 2023

Koeaika: 4 tuntia ja 30 minuuttia.
Kysymyksid saa kysyd ensimmdisen 30 minuutin atkana.
Vain kirjoitus- ja piirtovalineet ovat sallittuja.

Tehtéva 1: Etsi kaikki aidosti kasvavat kokonaislukujonot 1 = a; < ag < az <---, joilla
3(@1 +a2+..,+an) =Qpi1 + Apao + -+ Aoy,

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

Tehtava 2: Olkoot aq,as, ..., a3 positiivisia reaalilukuja, joille pitee
ay + a3 +as + -+ addm = 2023.

Osoita, etta

2023 2022

a??® +a3"%? + o+ a3g90 + 2023 > 1+ ——

2023

Tehtava 3: Kutsumme yhtildiden joukkoa, missé joukon yhtaldiden reaalilukuarvoiset muut-
tujat ovat 1,29, r3 € R, flensburgilaiseksi, jos on olemassa i € {1,2,3} siten, ettd jokainen yh-
talojoukon ratkaisu, jossa muuttujien arvot ovat toisistaan eroavat, toteuttaa ehdon z; > x;
kaikilla 7 # 1.

Maaritd kokonaisluvut n > 2, joilla kahden yhtalén joukko

a"+b=ajac"t+b*=ab

kolmen reaaliarvoisen muuttujan a, b, ¢ suhteen on flensburgilainen.

Tehtava 4: Maarita kaikki funktiot f:R — R, joilla pétee

f(f(x)+y)+xf(y) = flzy+y) + f(x)

kaikilla reaaliluvuilla x ja y.

Tehtava 5: Etsi pienin positiivinen reaaliluku «, jolla patee

Ty + (1-a)

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla x ja y.
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Tehtdva 6: Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Varitdmme n x n-ruudukon ruudut k:lla eri
varilla siten, ettd kiytdmme jokaista varid vahintddn kerran. Sanomme, ettd kaksi eri varia A
ja B koskevat toisiaan, jos on olemassa vérilla A véritetty ruutu, joka jakaa sivun varilli B
véritetyn ruudun kanssa. Ruudukko on véritetty siten, ettd jokainen viri koskee enintidén kahta
muuta varid. Mikd on luvun £ suurin mahdollinen arvo luvun n funktiona?

Tehtdva 7: Robotti kulkee tasossa suoraa polkua pitkin. Aina kuljettuaan metrin robotti
kiantyy 90° vasemmalle tai oikealle. Jossain vaiheessa robotti padtyy pisteeseen, josta aloitti
polun, kulkematta minkdin pisteen kautta yhtd kertaa useammin. Talloin robotti pysidhtyy
valittomaésti. Mitka ovat robotin polun mahdolliset pituudet?

Tehtdva 8: Flensburgin kaupungissa on erds darettoméan pitké katu, jonka talot on numeroitu
luvuilla 2, 3, ... Flensburgin poliisi yrittdé saada kiinni varkaan. Varas siirtyy joka yo6 viereiseen
taloon siita, jossa silld hetkelld on.

Kiusatakseen paikallisia lainvalvojia varas paljastaa joka aamu sen talon numeron suurimman
alkutekijan, johon on siirtynyt.

Joka sunnuntai-iltapdivind poliisi tutkii yhden talon ja piddttda varkaan, jos varas sijaitsee
tutkitussa talossa. Onko poliisilla strategiaa, jolla varas saadaan piditettyd &dérellisessd ajas-
sa?

Tehtava 9: Maaritd, onko olemassa kolmiota, jonka voi jakaa 101:een yhtenevadn kolmioon.

Tehtdva 10: Ympyralld on merkitty n > 3 pistettd. Jokainen merkitty piste on véritetty pu-
naiseksi, vihredksi tai siniseksi. Siirto koostuu kahden merkityn erivirisen pisteen poistamisesta
ja uuden merkityn pisteen lisdédmisestd poistettujen pisteiden véliin siten, ettd uusi piste véri-
tetddn virilld, joka eroaa poistettujen pisteiden vireistd. Lopputilassa kaikki merkityt pisteet
ovat samanvirisid. Tatd virid kutsutaan lopputilan vdriksi. Etsi kaikki luvut n, joilla on ole-
massa n:n merkityn pisteen alkutila, jossa mikadn pisteisté ei ole varitetty yhdelld vareisté, ja
josta voi sopivalla jonolla siirtoja padtya minka tahansa viriseen lopputilaan.
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Tehtava 11: Olkoon ABC kolmio ja J sivua BC ja sivujen AB ja AC jatkeita sivuavan
ympyrin keskipiste. Piste K on pisteen J peilaus suoran BC' suhteen. Piste F' on suoralla B.J
ja piste F' on suoralla C'J siten, ettd < FAB = <CAF = 90°. Osoita, ettd «FKE + <¢FJFE =
180°.

Tehtdva 12:  Olkoon ABC' terdvikulmainen kolmio, jossa AB > AC. Kulman <« BAC sisdinen
kulmanpuolittaja leikkaa suoran BC' pisteessid D. Olkoon O kolmion ABC' ympéri piirretyn
ympyrin keskipiste. Suora AQO leikkaa janan BC' pisteessid E. Olkoon J kolmion AED sisdén
piirretyn ympyréin keskipiste. Osoita, ettd jos £ ADO = 45°, niin OJ = JD.

Tehtavi 13: Olkoon ABC' terdviakulmainen kolmio, jossa AB < AC' ja kolmion sisdin piir-
retyn ympyran keskipiste on /. Olkoon D pisteen I projektio suoralle BC'. Olkoon H kolmion
ABC ortokeskus. Oletetaan, ettd «IDH = zCBA - « ACB. Osoita, ettd AH=2-1D.

Tehtédvd 14: Olkoon G kolmion ABC painopiste. Olkoon D kolmion BC'G ympéri piirretyn
ympyran keskipiste, £ kolmion CAG ympdri piirretyn ympyrén keskipiste ja F' kolmion ABG
ympéri piirretyn ympyran keskipiste. Piirretdan pisteen E kautta kulkeva, suoraa AB kohtisuo-
rassa oleva suora, ja pisteen F' kautta kulkeva, suoraa AC' kohtisuorassa oleva suora, ja olkoon
X niiden suorien leikkauspiste. Osoita, ettd suora DX puolittaa janan EF.

Tehtavd 15: Olkoot wy ja we ympyroitd, joilla ei ole yhteisid pisteitd siten, ettd kumpikaan ei
sijaitse toisen sisilld. Valitaan piste M ympyraltd w; ja piste N ympyraltd ws siten, ettd pisteen
M kautta kulkeva ympyridn w; tangentti ja pisteen N kautta kulkeva ympyrin w, tangentti
leikkaavat pisteessda P siten, ettd PM N on tasakylkinen kolmio, jossa PM = PN.

Jana M N leikkaa ympyran w; pisteessd A ja ympyrin ws pisteessd B. Suora PA leikkaa ym-
pyran w; uudelleen pisteessd C' ja suora PB leikkaa ympyridn wy uudelleen pisteessd D. Osoita,
ettdi « BOCN = 2zADM.
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Tehtavi 16: Osoita, ettd on olemassa kokonaislukukertoimiset polynomit f ja g, jotka eivit
ole vakiopolynomeja, ja joille pitee seuraava ehto: ddrettémén monella alkuluvulla p ei ole
olemassa kokonaislukuja z ja y siten, etta p| f(x) — g(y).

Tehtdvd 17: Olkoon S(m) positiivisen kokonaisluvun m numeroiden summa. Etsi kaikki
positiivisten kokonaislukujen parit (a,b) siten, ettd S(a’*!) = ab.

Tehtéivd 18: Olkoon p > 7 alkuluku ja olkoon A joukon {0,1,...,p — 1} osajoukko, jossa
on vahintdan ’%1 alkiota. Osoita, ettd jokaisella kokonaisluvulla r on olemassa (ei valttaméatta

toisistaan erilliset) luvut a,b, c,d € A siten, etti

ab-cd=r (mod p).

3

Tehtéivi 19: Osoita, ettd luvun 22°** numeroiden summa on suurempi kuin 2023.

Tehtavd 20: Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Germaaninen joukko n x n-ruudukossa on
n:n ruudun joukko siten, ettd jokainen ruutu kuuluu tasan yhteen ruudukon riviin ja tasan
yhteen ruudukon sarakkeeseen. Numeroimme ruudukon ruudut luvuilla 1,2,...,n? kiyttden
jokaista lukua tasan kerran. Sanomme talloin, ettd kokonaisluku on germaaninen tulo, jos se
on germaanisen joukon ruutujen numeroiden tulo.

(a) Olkoon n = 8. Madritd, onko olemassa 8 x 8-ruudukon numerointia siten, etti seuraava
ehto toteutuu: kahden germaanisen tulon erotus on aina jaollinen luvulla 65.

(b) Olkoon n = 10. Méaérité, onko olemassa 10 x 10-ruudukon numerointia siten, etti seuraava
ehto toteutuu: kahden germaanisen tulon erotus on aina jaollinen luvulla 101.



