,{Q_ Language: Finnish

(& EGMO Day: 1

Perjantai, 8.4.2022

Tehtédva 1. Olkoon ABC' terdvikulmainen kolmio, jossa on voimassa BC < AB ja BC < CA.
Olkoon P sellainen piste janalla AB ja @ sellainen piste janalla AC, ettdé P # B, Q # C ja
BQ@ = BC = CP. Olkoot T kolmion AP(@) ympéri piirretyn ympyrin keskipiste, H kolmion ABC
ortokeskus ja .S suorien B(@ ja CP leikkauspiste. Osoita, ettd pisteet 7', H ja S ovat samalla suoralla.

Tehtava 2. Olkoon N = {1,2,3,...} kaikkien positiivisten kokonaislukujen joukko. Etsi kaikki funk-
tiot f: N — N, joilla seuraavat kaksi ehtoa péatevit kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b:

(1) f(ab) = f(a)f(b) ja
(2) ainakin kaksi luvuista f(a), f(b) ja f(a + b) ovat yhté suuret.

Tehtava 3. Kutsutaan adretonté positiivisten kokonaislukujen jonoa ai, as, ... hyvdksi, jos
(1) a1 on nelidluku ja
(2) kullakin kokonaisluvuilla n > 2, a,, on pienin positiivinen kokonaisluku, jolla
nay + (n—1ag + ...+ 2ap,-1 + an
on nelidluku.

Osoita, ettd kutakin hyvéda jonoa aq,as, ... kohti on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku k,
ettd a, = a; kaikilla kokonaisluvuilla n > k.

Language: Finnish Aika: 4 tuntia ja 30 minuuttia
Jokainen tehtéva on 7 pisteen arvoinen

Jotta kilpailu olisi mukava ja reilu kaikille, 414 mainitse tai viittaa mitenkiaan kilpailu-
tehtaviin internetissi tai sosiaalisessa mediassa ennen kuin sunnuntaina 10.4. klo 00:00
(Unkarin kesdaikaa).



,{Q_ Language: Finnish

(& EGMO Day: 2

Lauantai, 9.4.2022

Tehtiava 4. On annettu positiivinen kokonaisluku n > 2, selvitd suurin positiivinen kokonaisluku
N, jota kohti on olemassa N + 1 reaalilukua ag, a1, ...,ay, joilla

1
1 = —— ]
(1) ap + a1 nJa

(2) (ar +ag—1)(ag + axy1) = ag—1 — agy1, kun 1 <k < N — 1.

Tehtava 5. Olkoon f(n,2k) lukumééri, joka kertoo kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, k, kuin-
ka monella eri tavalla n x 2k-lauta voidaan peittéda taysin nk kappaleella kokoa 2 x 1 olevilla domino-
laatoilla. (Esimerkiksi on f(2,2) =2 ja f(3,2) = 3.)

Etsi kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, ettd kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k& luku
f(n,2k) on pariton.

Tehtava 6. Olkoon ABCD jannenelikulmio, jonka ympéri piirretyn ympyran keskipiste on O. Kul-
mien A ja B sisikulmien puolittajat leikkaavat toisensa pisteessé X, kulmien B ja C' sisidkulmien
puolittajat leikkaavat toisensa pisteessd Y, kulmien C ja D sisdkulmien puolittajat leikkaavat toisen-
sa pisteessd Z sekd kulmien D ja A sisdkulmien puolittajat leikkaavat toisensa pisteessa W. Liséksi,
olkoon suorien AC' ja BD leikkauspiste P. Oletetaan, etta pisteet X, Y, Z, W, O ja P ovat eri pisteita.

Osoita, etta pisteet O, X, Y, Z ja W ovat samalla ympyralla jos ja vain jos pisteet P, X,Y, Z ja W
ovat samalla ympyralla.

Language: Finnish Aika: 4 tuntia ja 30 minuuttia
Jokainen tehtéva on 7 pisteen arvoinen

Jotta kilpailu olisi mukava ja reilu kaikille, 414 mainitse tai viittaa mitenkaan kilpailu-
tehtaviin internetissi tai sosiaalisessa mediassa ennen kuin sunnuntaina 10.4. klo 00:00
(Unkarin kesdaikaa).



