52. Kansainvaliset matematiikkaolympialaiset

1. paiva, 18. heinakuuta 2011

Tehtava 1. Olkoon A = {aq, as, as, a4} joukko, jonka alkioina on nelji eri suurta positii-
vista kokonaislukua. Joukon alkioiden summaa a1 + as + as + a4 merkitadn S 4:1la. Olkoon
n4 niiden parien (7, j) lukumaéra, joille 1 <4 < j <4 ja a; + a; on Sa:n tekija. Méaérita
kaikki sellaiset neljan eri suuren kokonaisluvun joukot A, joille n4 on mahdollisimman
suuri.

Tehtava 2. Tason aarellisessa joukossa S on ainakin kaksi pistetta ja mitkaan kolme S:n
pistetta eivat ole samalla suoralla. Seuraavaa prosessia kutsutaan tuulimyllyksi. Alkutilan-
teessa suora ¢ kulkee joukkoon yhden joukon S pisteen P kautta. Se kiertyy myotapaivaan
kierron keskipisteen P ympéri, kunnes se kohtaa jonkin toisen joukkoon & kuuluvan pisteen
Q. Pisteesta @ tulee nyt kierron koskipiste, ja suora kiertyy @:n ympéari myotapaivaan,
kunnes se jaleen kohtaa jonkin CalS:n pisteen. Prosessi jatkuu loputtomasti.

Osoita, ettd on mahdollista valita P € § ja P:n kautta kulkeva suora ¢ niin, etta naista
aloitettu tuulimylly kayttaa jokaista S:n pistetta kierron keskipisteena adrettéméan monta
kertaa.

Tehtava 3. Funktio f : R — R toteuttaa ehdon

fle+y) <yf(z)+ f(f(x))

kaikilla reaaliluvuilla z ja y. Osoita, ettd f(z) = 0 kaikilla z < 0.
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Tehtava 4. Olkoon n > 0 kokonaisluku. Kaytossa on kaksivartinen vaaka ja n punnusta,
joiden massat ovat 20, 2!, ..., 2"~!. Punnukset on asetettava yksitellen vaa’alle niin, etté
oikea vaakakuppi ei koskaan paina enempaa kuin vasen vaakakuppi. Joka vaiheessa valitaan
vksi jaljella olevista punnuksista ja se asetetaan joko vasempaan tai oikeaan vaakakuppiin,
kunnes kaikki punnukset ovat vaa’alla.

Maarita, kuinka monella eri tavalla tdma voidaan tehda.

Tehtava 5. Funktio f on maaritelty kokonaislukujen joukossa ja sen arvot ovat positiivisia
kokonaislukuja. Oletetaan, etté jokaisella kahdella kokonaisluvulla m ja n erotus f(m) —
f(n) on jaollinen luvulla f(m —n). Osoita, etté kaikilla sellaisilla kokonaisluvuilla m ja n,
joilla f(m) < f(n), f(n) on jaollinen luvulla f(m).

Tehtava 6. Teravikulmaisen kolmion ABC ympéri piirretty ympyra on I'. Suora ¢ on
ympyran I" tangentti ja suorat £,, ¢, ja £. ovat suoran ¢ kuvat peilauksissa yli suorien BC,
CA ja AB, tassa jarjestyksessa. Osoita, ettd suorien £, ¢, ja £. maarittelemén kolmion
ympari piirretty ympyra sivuaa ympyraa I'.
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