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Tehtavi 1. Olkoon Z kokonaislukujen joukko. Maaritd kaikki sellaiset funktiot f: Z — Z, etta
kaikille kokonaisluvuille a ja b patee

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D)).

Tehtdva 2. Piste A; sijaitsee kolmion ABC' sivulla BC' ja piste sijaitsee By kolmion sivulla AC'.
Olkoon P piste janalla AA; ja @ piste janalla BB siten, ettd PQ ja AB ovat yhdensuuntaisia.
Olkoon P, sellainen piste suoralla PB;, ettd B sijaitsee aidosti pisteiden P ja P vilissd ja /PP, C =
/ZBAC. Olkoon () vastaavasti piste suoralla QQA; siten, ettd A; sijaitsee aidosti pisteiden @ ja @
vilisséd ja LCQ1QQ = LCBA.

Osoita, ettd pisteet P, ), P; ja (); sijaitsevat samalla ympyralla.

Tehtiva 3. Sosiaalisessa verkossa on 2019 kéyttajaa. Jotkut kiyttdjapareista ovat ystavia keskenéén.
Jos kiyttdjd A on ystava kidyttdjan B kanssa, niin myos kiyttdja B on ystava kidyttdjan A kanssa.
Seuraavanlainen tapahtuma voi tapahtua toistuvasti, yksi tapahtuma kerrallaan:

Kolme kiyttajaa A, B ja C', joista A on ystava kiyttdjien B ja C kanssa, mutta B ja C'
eivit ole ystavid keskendédn, muuttavat ystivyysstatuksiaan siten, ettd B ja C' ovat nyt
ystavid keskenddn, mutta A ei ole ystivd kiyttdjin B eikd kdyttdjin C kanssa. Muut
ystiavyysstatukset pysyvit muuttumattomina.

Aluksi 1010 kiyttdajalla on kullakin 1009 ystavad, ja 1009 kiyttdjiallda on kullakin 1010 ystavaa.
Osoita, ettd on olemassa sarja kuvatunlaisia tapahtumia, joiden jilkeen jokainen kiyttdji on ystava
korkeintaan yhden toisen kiyttdjan kanssa.
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Tehtéva 4. Etsi kaikki positiivisten kokonaislukujen parit (k, n), joille

El= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" — 2" 1).

Tehtava 5. Bathin pankki painaa kolikoita, joiden toisella puolella on H ja toisella puolella T'.
Harrilla on n téllaista kolikkoa jarjestettyna jonoon vasemmalta oikealle. Héan suorittaa seuraavan
operaation toistuvasti: Jos tasan k& > 0 kolikossa on H nidkyvéilla puolella, niin han kdéntaa k:nnen
kolikon vasemmalta toisin péin; muussa tapauksessa, kaikissa kolikoissa on T" nidkyvélla puolella ja
hén lopettaa operaatiot. Esimerkiksi jos n = 3, niin prosessi, joka alkaa muodostelmasta THT,
jatkuisi THT — HHT — HTT — TTT ja paattyisi kolmen operaation jalkeen.

a Osoita, etté jokaisella aloitusmuodostelmalla Harri lopettaa adrellisen mésran operaatioita jal-
J J
keen.

(b) Olkoon L(C') jokaista aloitusmuodostelmaa C' kohti niiden operaatioiden lukumé&érs, jotka
Harri suorittaa ennen kuin hén lopettaa. Esimerkiksi L(THT') = 3 ja L(TTT) = 0. Mairita
luvun L(C') keskiarvo, kun C' kiy ldpi kaikki 2" mahdollista aloitusmuodostelmaa.

Tehtidvd 6. Olkoon [ sellaisen terdvikulmaisen kolmion ABC sisdén piirretyn ympyrén keskipiste,
jossa AB # AC. Kolmion ABC sivut BC, C'A ja AB sivuavat sen sisdén piirrettyd ympyrdd w
pisteissd D, F ja F' (samassa jirjestyksessd). Suora, joka kulkee pisteen D kautta ja on kohtisuorassa
EF:n kanssa, leikkaa ympyrian w jélleen pisteessd R. Suora AR leikkaa ympyrén w jélleen pisteessa
P. Kolmioiden PC'E ja PBF ympéri piirretyt ympyrit leikkaavat jélleen pisteesséd ().

Osoita, ettd suorat DI ja P(Q leikkaavat suoralla, joka kulkee pisteen A kautta ja on kohtisuorassa
Al'n kanssa.
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