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Tehtava 1. Maarita kaikki sellaiset reaaliluvut «, ettd kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n
kokonaisluku

la] + [2a] +--- + [na]

on jaollinen luvulla n. (Huomioi, ettd |z| merkitsee suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai
yhtésuuri kuin z. Esimerkiksi |—7| = —4 ja [2] = [2,9] = 2.)

Tehtava 2. Maéritd kaikki positiivisten kokonaislukujen parit (a,b), joilla on olemassa sellaiset
positiiviset kokonaisluvut ¢ ja IV, ettda yhtalo

syt(a™ +b, 0" +a) =g

pétee kaikilla kokonaisluvuilla n > N. (Huomaa, ettd syt(z,y) tarkoittaa lukujen z ja y suurinta
yhteista tekijaa.)

Tehtava 3. Olkoon aq, as, as, . . . 4aretdn positiivisten kokonaislukujen jono ja olkoon NN positiivinen
kokonaisluku. Oletetaan, etta kaikilla n > N arvo a,, on yhta suuri kuin se lukumééré, miten monta
kertaa a,,_; on jonossa aq,as, ..., G, 1.

Osoita, ettd ainakin toinen jonoista aq, as, as, ... ja as, a4, ag, . .. on lopulta jaksollinen.

(Adreton jono by, by, bs, . .. on lopulta jaksollinen, jos on olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut p
ja M, etté by, = by, kaikilla m > M.)

Language: Finnish Aika: 4 tuntia ja 30 minuuttia.
Jokainen tehtdvd on 7 pisteen arvoinen.
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Tehtava 4. Olkoon ABC' kolmio, jossa AB < AC' < BC. Olkoon kolmion ABC' sisdanpiirretty
ympyra w ja sen keskipiste 1. Olkoon X pisteestd C' poikkeava piste suoralla BC' niin, ettéd pisteen X
kautta kulkeva suoran AC suuntainen suora sivuaa ympyrid w. Vastaavasti olkoon Y pisteestia B
poikkeava piste suoralla BC' niin, etté pisteen Y kautta kulkeva suoran AB suuntainen suora sivuaa
ympyrad w. Leikatkoon suora Al kolmion ABC ymparipiirretyn ympyrén uudestaan pisteessa P # A.
Olkoot K ja L janojen AC ja AB keskipisteet téssé jarjestyksessé.

Osoita, ettd ZKIL+ /Y PX = 180°.

Tehtava 5. Turbo-etana pelaa pelia laudalla, jolla on 2024 rivia ja 2023 saraketta. Laudan 2022
ruudussa piileskelee hirvio. Aluksi Turbo ei tiedé, missa hirviot ovat, mutta han tietdé, etta kaikil-
la riveilld paitsi ensimmaisella ja viimeiselld on tdsmaélleen yksi hirvié ja kussakin sarakkeessa on
korkeintaan yksi hirvio.

Turbo yrittaéd toistuvasti paastd ensimmaiseltd rivilta viimeiselle riville. Jokaisella yritykselld han
valitsee ensimmaiselta rivilta aloitusruudun ja siirtyy aina ruudusta viereiseen ruutuun, eli sellaiseen
ruutuun, jolla on yhteinen sivu. (Hén saa siirtyd myos sellaiseen ruutuun, jossa hén on jo kdynyt.)
Jos hén joutuu ruutuun, jossa on hirvio, niin yritys paattyy, ja Turbo siirretdan takaisin lahtoriville
seuraavaa yritysta varten. Hirviot eivat siirry ja Turbo muistaa kaikista kdymistdan ruuduista, onko
niissa hirvio. Jos han padsee viimeiselle riville, yritys loppuu ja peli paattyy.

Maéarita pienin mahdollinen luvun n arvo niin, ettd Turbolla on strategia, joka varmistaa, ettd han
saavuttaa viimeisen rivin viimeistdan n. yrityksella riippumatta siitd, missa hirviot ovat.

Tehtava 6. Olkoon Q rationaalilukujen joukko. Funktiota f: Q — Q kutsutaan englantilaiseksi,
jos se toteuttaa seuraavan ehdon: kaikilla x,y € QQ pétee

fle+fy)=rf@)+y tai  f(f(z)+y) =x+ f(y).

Osoita, ettd on olemassa sellainen kokonaisluku ¢, ettd jokaisella englantilaisella funktiolla f on
korkeintaan c eri rationaalilukua, jotka ovat muotoa f(r)+ f(—r) jollain rationaaliluvulla r ja maarita
luvun ¢ pienin mahdollinen arvo.

Language: Finnish Aika: 4 tuntia ja 30 minuuttia.
Jokainen tehtdvd on 7 pisteen arvoinen.



