Lukion matematiikkakilpailun loppukilpailun ratkaisuehdotuk-
sia 30.1.2015

1. Ratkaise yhtalo
1+V1+z= ¥z,

kun z > 0.

Ratkaisu. 1. ratkaisu. Jos x on yhtalon ratkaisu, niin z # 0 ja yhtdlon molempien puolien
kuudennet potenssit ovat samoja, eli

1+Vits)' =22 tai 143VItz+301+2)+(1+2)VItas=a

Tama sievenee muotoon
(r+DVitr=2>-3r—-4=(x—-4)(z+1) ja z+4=(z—4)Vr+1.

Edelleen
(2 +4)? = (2 —4)%(x + 1)
ja
2?2+ 82+ 16 = (2* — 8z +16)(x + 1) = 2 — 82* + 16 + 2* — 8z + 16.
Tamé sievenee muotoon 22 = 8z eli x = 8. Alkuperiiseen yhtiloon sijoittaminen osoittaa,
ettd x = 8 todella on ratkaisu.
2. ratkaisu. Merkitiin y = /1 +z. Silloin y > 1 ja 2 = y? — 1 ja ratkaistava yhtilo
on /I1+y = {/y?—1. Kun yhtdlén molemmat puolet korotetaan potenssiin 6, se saa
muodon
1+9)° =" -1 =1+y)?*1-y)?
ja
l+y=01-y’=1-2y+¢>  y* =3y
Ainoa mahdollisuus on y = 3 eli z = 32 — 1 = 8. Jilleen ratkaisun toimivuus on varmis-
tettava sijoittamalla x = 8 alkuperiiseen yhtaloon.

2. Neliépohjaisen suoran pyramidin pohjan sarmé on a. Olkoon ABCD pyramidin pohja,
FE huippu ja F sivusarman C'E keskipiste. Oletetaan, etta kolmio BDF on tasasivuinen.
Laske pyramidin tilavuus.

Ratkaisu. Olkoon E’ nelion ABCD lavistdjien leikkauspiste. Koska ABCDFE on suora
pyramidi, EE’ on sen korkeusjana. Jos F’ on se janan AC piste, jolle FF' 1L AC, niin F’
on janan E’C keskipiste ja yhdenmuotoisista kolmioista EE'C ja FF'C ndhdéén, etta
EE' = 2. FF'. Koska ABCD on nelio, jonka sivu on a, sen lavistajan BD pituus ja
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siis kolmion BDF sivun pituus on av/2. Tasasivuisen kolmion korkeusjana on > kertaa

kolmion sivun pituus. Koska E’ on janan BD keskipiste, F'E' on (tasasivuisen) kolmion
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BDF korkeusjana, joten FE' = ga.



1
Kolmio FE'F’ on suorakulmainen ja E'F’' = ZAC =

Ta. Pythagoraan lauseen nojalla siis

FF? =FE? - F'F? = (g — %) a’> = —a’.

Siis
v11 11

= ——=a, EE =/ —a,
2v/2 2

ja pyramidin tilavuus on

FF'

1 /11
V ==/ —d5.
3V 2

3. Merkintd n! (luvun n kertoma) tarkoittaa m:n pienimmén positiivisen kokonaisluvun
tuloa 1-2---(n — 1) -n. Mééritd suurin positiivinen kokonaisluku k, jolla 12% on luvun
120! tekija.

Ratkaisu. 12F = 22¥3k Kolme on tekijini 40:ssi luvussa 3n, 1 < 3n < 120. Koska
9-13 =117, on 13 lukua 1 < 9n < 120. Lisaksi on nelja lukua 27n < 120 ja yksi luku
81n < 120. Suurin k, jolle 3% on tekijani luvussa 120! on siten 40+ 13+4+1 = 58. Samalla
periaatteella todetaan, ettd luvusta 120! 16ytyy alkutekija 2 60 +30 +15+7+3 4+ 1 =
116 = 2- 58 kertaa. Luku 12°8 on siis luvun 120! tekiji, mutta jos k > 58, 12¥ ei ole luvun
120! tekija.

4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Varitetadn n x n-ruudukon jokainen ruutu mus-
taksi tai valkoiseksi. Kuinka monella tavalla ruudukko voidaan varittaa, jos vaaditaan, etta
jokainen vierekkaisista ruuduista koostuva 2 x 2-neli6 sisidltaa kaksi mustaa ja kaksi val-
koista ruutua? Laudan ruudut on nimetty (esim. kuten sakkilaudassa), joten kiertdmdélld
toisistaan saatavat varitykset ovat yleensa eri varityksia.

Ratkaisu. On kaksi tapaa varittda ylimmén rivin ruudut niin, etta jokaiset kaksi vierek-
kaista ruutua ovat erivarisia: "mvmv...” ja "vmvm...”. Jos ylin rivi on véaritetty jom-
mallakummalla naistd tavoista, seuraavalla rivilla ei voi olla kahta samanvarista ruutua
vierekkéin, mutta molemmat edelld mainitut varitysvaihtoehdot ovat mahdollisia. Sama
patee talloin seuraavaan riviin jne. Kaikkiaan tallaisia varityksia on siis 2" kappaletta.

Jos neljan ruudun nelion kolmen ruudun véri on kiinnitetty, niin naista kahden on oltava sa-
maa ja kolmannen eri varia. Talloin neljannen ruudun vari maéaraytyy varmasti. Oletetaan
sitten, etta ylimmalla rivilla on vierekkain kaksi samanvarista ruutua. Naiden alapuolella
on silloin valttamatta kaksi vastakkaisvarista ruutua. Kohdissa, joissa ylarivilla useam-
man kuin yhden samanvarisen ruudun jono katkeaa, syntyy tilanne, jossa 2 x 2-neliossa on



kolme variltdan maarattya ruutua, ja edelld sanotun nojalla neljas maardytyy yksikasit-
teisesti. Prosessia voidaan tasta jatkaa tarpeen mukaan oikealle ja vasemmalle koko rivin
mitalta. Tapauksessa, jossa ylarivilla on ainakin kaksi vierekkaista samanvéarista ruutua
toisen rivin kaikkien ruutujen varitys maaraytyy, ja rivilla on ainakin yksi paikka jossa on
kaksi vierekkaistd samanvarista ruutua. Nain ollen kaikkien rivien varitys tulee maarayty-
maan ylimman rivin varityksesta. Tapoja varittaa ylimman rivin ruudut on kaikkiaan 2".
Naista kaksi on sellaisia, joissa ei ole vierekkaisia samanvarisia ruutuja. Ruudukon sellaisia
varityksié, joissa ylimmalla rivilla on ainakin kaksi vierekkéista samanvarista ruutua on
siis 2" — 2. Virityksid on yhteensd 2 - 2" — 2 = 2(2™ — 1) kappaletta.

5. Mikko on monivalintakokeessa. Hanen ainoa tavoitteensa on paasta kokeesta lapi. Kym-
menen tehtdvan koe on hyvaksytty, jos kokelas saa vahintdan seitseman pistettd. Oikea
vaihtoehto on yhden pisteen arvoinen ja vaarasta vaihtoehdosta menettaa yhden pisteen.
Mikko tietaa varmasti osaavansa kuusi ensimmaista tehtavaa, ja hian arvioi osaavansa vas-
tata todennakoisyydelld p oikein mihin tahansa lopuista tehtavista, missa 0 < p < 1.
Kuinka moneen tehtavaan Mikon kannattaa vastata?”

Ratkaisu. Jos p = 1, on tehtava triviaali. Tarkastellaan siis tilannetta, jossa p < 1. En-
sinnékin, on jarkevampi vastata seitsemadn tehtdvaan kuin kahdeksaan, silla seitsemaan
vastattuaan tilanne on hyva, jos vastaus seitseménteen oli oikein. Oikea vastaus kahdek-
santeen ei silloin hyodynna mitaan, ja vaara vastaus puolestaan kumoaa oikean vastauksen
seitsemanteen. Jos taas seitseméannen tehtdvan vastaus on vaarin, ei kahdeksannen teh-
tavan vastauksella voi tilannetta pelastaa. Vastaavasti voi perustella, miksi ei kannata
vastata kymmeneen tehtavaan, vaan korkeintaan yhdeksaan.

Vertaillaan nyt todennakoisyyksia vastattaessa seitsemaén tai yhdeksaan tehtavaan.
Vastattaessa seitsemaén tehtavaan todennakoisyys paasta lapi on p ja todennakoisyys tulla
hyléatyksi on 1 — p.
Vastattaessa yhdeksaan tehtavaan on saatava vahintaan kaksi arvatuista vastauksista oi-
kein, jos haluaa piistd lapi. Todennikoisyys télle on p® + 3p?(1 — p). Selvitetdin nyt,
milloin

p* +3p°(1—p) > p.
Koska p > 0, epayhtalo voidaan sieventaa muotoon

p*+3p(l—p) > 1,
eli

—2p% +3p—1>0,
joka puolestaan sievenee muotoon
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—Zp+ =<0
P =opt 5 <0,

1 1
eli (p—1) ( — 5) < 0. Epayhtélo patee siis, jos 3 < p < 1, eli talloin kannattaa vastata

yvhteensa yhdeksaan. Jos p = 3 ovat seitseméan ja yhdeksan vastausta yhta hyvat. Jos

1
taas p < > kannattaa vastata vain seitsemaan.



