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Tehtavien ratkaisuja

1. Mitka kolmiot toteuttavat yhtalon
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kun a, b ja ¢ ovat kolmion sivut?
Ratkaisu. Muotoillaan yhtaloa:
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Yhtilo toteutuu, jos a = b tai jos ¢ = a? + b%. Edellisessi tapauksessa kolmio on tasakyl-

kinen, jalkimmaisessa tapauksessa kolmio on suorakulmainen ja ¢ on sen hypotenuusa.

2. Olkoon y positiivinen kokonaisluku, joka kirjoitetaan 9-kantaisessa lukujarjestelmassa
pelkilla ykkosilla. Osoita, etta y on kolmioluku, ts. jollakin positiivisella kokonaisluvulla
n luku y on n:n pienimman kokonaisluvun summa.

1. ratkaisu. Viite pitdd paikkansa, kun y on yksi- tai kaksinumeroinen luku: (1)g =1 ja
(11)g=1-9'4+1-9°=9+1=10=1+2+ 3 +4. Todistetaan tehtiviin viite induktiolla.
Induktion perusaskel sisaltyy edella esitettyihin havaintoihin. Tiedamme, etta kaikilla
positiivisilla kokonaisluvuilla n pétee
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Oletetaan nyt, etta jollain £ > 1 k:lla ykkosella 9-jarjestelméssa kirjoitettava luku y on
kolmioluku eli etta jollain n on

n(n+1).
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Silloin (k + 1):114 ykkosella 9-jérjestelméssa kirjoitettava luku on my6s kolmioluku, silla

9 1
(11, 11)g = 95 19" 1 44941 =9y+1= 2t D
—— 2
k+1 kpl
I+ 9n + 2 3n+ 1)(3n +2
= > _ ! )2( ) o4t (Bnt ).

Induktioaskel on nain otettu, joten todistus on valmis.



2. ratkaisu. Koska 3 on pariton, jokaisella & € N on olemassa kokonaisluku my, jolle
3% = 2my, + 1. Nyt
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y on siis kolmioluku.

3. Teravakulmaisen kolmion yhden korkeusjanan kannasta lahtien piirretdan normaalit
kahta muuta sivua vastaan. Namaéa normaalit kohtaavat toiset sivut pisteissd P ja Q.
Osoita, etta janan P(Q) pituus ei riipu siita, mika kolmesta korkeusjanasta valitaan.

Ratkaisu. Olkoon tarkasteltava kolmio ABC'. Olkoon
ZCAB = a ja AA’ kolmion korkeusjana. Olkoon viela A
kolmion ABC' ala T ja sen ympéarysympyran side R.
Koska kulmat ZA’PA ja ZA’QA ovat suoria kulmia,
pisteet P ja @ ovat ympyralla, jonka halkaisija on AA’.
Taméa ympyra on kolmion APQ ymparysympyra. So-

velletaan kolmioon APQ laajennettua sinilausetta ja R 0
kolmion alan lauseketta 27" = AA’ - BC. Saadaan
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Mutta kun laajennettua sinilausetta sovelletaan kolmioon ABC, saadaan
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Yhtélon oikea puoli ei riipu siitd, mista kolmion karjesta lahdettiin liikkeelle, joten vaite
on todistettu.



["Laajennetun sinilauseen” todistus on yksinkertai-
nen: Piirretdan kolmion ABC' ympéarysympyrén hal-
kaisija BD = 2R. Silloin ZBCD on suora ja ke-
hikulmalauseen perusteella /BDC = /ZBAC = «.
Suorakulmaisesta kolmiosta BC'D saadaan heti BC' =
BD -sina = 2Rsina.]

4. Montako positiivisten kokonaislukujen ratkaisupa-
ria (a, b) on olemassa yhtélolle

(4a — b)(4b — a) = 1770™,

kun n on positiivinen kokonaisluku?

Ratkaisu. Merkitédén 4a — b = x ja 4b — a = y ja tutkitaan yhtdloa zy = 1770™. Jos (z, y)
on taman yhtalon ratkaisu, niin 15a = 4z 4+ y ja 15b = = + 4y. Nyt luvun 1770 esitys
alkulukujen tulona on 1770 = 2-3-5- 59, joten luvun xy on oltava jaollinen 15:114. Jotta
a olisi kokonaisluku, niin jos x on jaollinen 5:114, on luvun y = 15a — 4« oltava jaollinen
5:11a ja jos x on jaollinen 3:lla, on luvun y = 15a — 4x oltava jaollinen 3:lla. Vastaavat
paatelmat ovat voimassa myos, kun x ja y seka a ja b vaihdetaan keskenain. Lukujen x
ja y on molempien oltava jaollisia 15:11a. Kaantaen, jos = ja y ovat jaollisia 15:114, niin a
ja b ovat kokonaislukuja. Koska

xy = 2"3"5"59",

parit
(2, y) = (23°5759°, 2" =g~ F5n 159" 7)

ovat ratkaisuja kaikilla kokonaislukunelikoilla («, beta, 7y, §), missé 0 < a < n, 1 < <
n—1,1<~v<n-1ja0 < < n, ja eri nelikot antavat eri ratkaisut. Luvuilla «
ja ¢ on siis kummallakin n 4+ 1 eri mahdollisuutta ja luvuilla § ja v kummallakin n — 1
eri mahdollisuutta. Jokainen luvuista «, 3, v, § voidaan valita muista riippumatta. Nain
ollen ratkaisuja on kaikkiaan (n + 1)%(n — 1)? = (n? — 1)? kappaletta.

5. Laputan hallitsija maaraa valtion kaupunkien valille rakennettavaksi junaverkoston,
joka noudattaa seuraavia saantoja:

Yhtenaisyys: Kustakin kaupungista paasee kuhunkin toiseen kaupunkiin junalla, mah-
dollisesti vaihtojen kautta.

N-kielto: Fi ole sellaisia neljaa kaupunkia A, B, C ha D, etta A:sta olisi suora yhteys
B:hen, B:sta C:hen ja C':sta D:hen, mutta oikaiseminen talla reitilla ei olisi mah-
dollista: A:sta ei pdasisi suoraan C:hen, B:sta ei pdéasisi suoraan D:hen eikd A:sta
D:hen.

Lisaksi suora lentolautasyhteys perustetaan tasmalleen niiden kaupunkiparien valille, joi-
den valilla ei ole suoraa junayhteytta. Todista, etta lentolautasverkosto ei ole yhtenainen,
kun kaupunkeja on useampia kuin yksi.
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Ratkaisu. Tehdain vastaoletus: lentolautasverkosto on yhtenédinen. Tall6in huomataan,
etta tilanne on symmetrinen: seka rata- etta lentolautasverkosto ovat yhtenaisia ja N-
kielto on voimassa myo6s lentolautasverkostolle. Jos nimittain kaupungit A, B, C ja D
muodostaisivat IN:n lentolautasille, niin B, D, A ja C' muodostaisivat N:n junille.

Verkostosta saattaa olla mahdollista poistaa kaupunkeja ilman, etta tehtavan ehdot rik-
koutuvat. Poistetaan niin monta kaupunkia, etta viela yhden poistaminen tekisi jommas-
takummasta liikenneverkosta epayhtenaisen. Oletetaan siis, ettd Laputan verkosto olisi
minimaalinen. Symmetrian vuoksi oletetaan, etta kaupungin K poistamisen jilkeen len-
tolautasverkosto olisi epayhtendinen. Koska molemmat verkostot ovat yhtenaisia, kun K
on mukana, K:sta on suora junayhteys johonkin kaupunkiin Ag. Olkoon 4 niiden kaupun-
kien joukko, joihin padsee Ag:sta lentolautasella kulkematta kaupungin K kautta. Koska
alkuperainen lentolautasverkosto oli yhtenainen, K:sta paasee lentolautasella suoraan jo-
honkin joukon A kaupunkiin A;. Olkoon viela A, niiden 4:n kaupunkien joukko, joihin
péadsee junalla suoraan K:sta ja A_ = A\ A,. Molemmat joukot ovat epatyhjia: Ag € AL
ja Ay € A_. Jokaisesta joukon A kaupungista padsee lentolautasella jokaiseen muuhun.
Taméa merkitsee sitd, ettd on olemassa kaupungit B € A, ja C' € A_ siten, ettd naiden
valilla on suora lentolautasyhteys. Koska kaupungin K poistaminen tekee lentolautasver-
kostosta epayhtendisen, Laputassa on ainakin yksi kaupunki D, joka ei kuulu joukkoon
AU{K}, mutta johon on suora lentolautasyhteys K:sta. Nyt kaupungit B, C, K, D eivét
noudata lentolautasverkoston N-kieltoa. B:sta ei ole yhteytta K:hon, koska B:n ja K:n va-
1ill4 on junayhteys. B:sté ei ole yhteyttd D:hen, koska D ¢ A. Samasta syystd myoskéin
C'sta ei ole yhteytta D:hen. Ristiriita osoittaa vastaoletuksen vaaraksi.



