1. Merkitaén kirjaimilla a, b, ¢ kolmion A korkeusjanoja.

1. Olkoon r > 0 reaaliluku. Osoita, ettd on olemassa kolmio A, jonka pinta-
ala on %, ja jolle abc < r.

2. Osoita, etté kaikilla kolmioilla A, joiden pinta-ala on %, patee ettd abc < 1.
Ratkaisu:

1. Valitaan A tasakylkiseksi, jolle kannan d pituus < r, ja kannalle piirretty
korkeusjana a on pituudeltaan 1/d. Nyt kaksi muuta korkeusjanaa b, ¢
on < d (jos korkeusjanan péitepiste on sivun toinen péitepiste, sivu on
pidempi kuin korkeusjana) Nyt abc < (1/d) -d-d=d <.

2. Olkoon d, e, f kolmion sivut. Olkoon a sivulle d piirretty korkeusjana.
Koska e > a ja da = 1, pitee de > 1. Symmetriselld argumentilla df > 1
jaef > 1. Koska yhtdsuuruus pdtee vain, kun kyseiset sivut ovat suorakul-
maisen kolmion kateetit, ainakin yhden suuruusrelaation on oltava aito.
Siis (def)? > 1 eli def > 1. Koska abedef = 1, seuraa abc < 1.

2. Etsi kaikki funktiot, jotka toteuttavat ehdon
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kaikille sellaisille reaaliluvuille x,y, joille y # 0, z # 0 ja © # —1.

Ratkaisu: Funktion f arvo pisteessi 1 on jokin vakio. Merkitdan tdta luvulla
a, jolloin f(1) = a. Sijoittamalla annettuun ehtoon x = 1 saamme
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Sijoittamalla edelliseen yhtdloon y = £ saamme
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Sijoittamalla tdhin x = 1 saamme, etti

JO) =1+3.

Koska f(1) = a, niin tésté saadaan, ettd a/2 =1 eli f(z) =1+ 1.

3. N x N-"shakkilaudalla” (N > 3 jokainen ruutu on véritetty valkoiseksi. Yhdel-
14 kerralla voidaan muuttaa viiden ruudun véri (valkoisten ruutujen véri muut-
tuu mustaksi ja mustien valkoiseksi) seuraavan kuvion mukaisesti:




Kuviota voi kaantdd. Milld ehdoilla laudan koolle N voidaan kaikki ruudut
muuttaa mustiksi darellisella maéralla kuvion mukaisia muutoksia?

Ratkaisu:

Kun muutetaan ruutujen I ja IT vérid kerran (kumpaakin), ruudun IIT véri
vaihtuu kaksi kertaa. Siten on mahdotonta muuttaa kaikki ruudut mustiksi.

Kun n > 4, muodostetaan seuraavanlainen prosessi:

h)

Jos 2 | n, voidaan lauta jakaa 2 x 2-alueisiin ja muuttaa kaikki ruudut mustiksi.
Prosessissa toki 2 x 2-alueen ulkopuoliset ruudut voivat hetkeksi vaihtaa véria,
mutta se ei haittaa.

Jos 3 | n, niin kiyttdmalla edellistd prosessia saamme uuden prosessin:
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Alue saadaan jaettua siis 3 x 3-alueisiin ja saamme koko ruudukon muutettua
mustaksi.

Olkoon nyt n > 4, 2t n ja 3t n. Viritetdin jokaisen sarakkeen jokainen ruutu
yvhdelld kolmesta véristéd siten, ettd ensimméisen sarakkeen ruudut merkitd&n
vérilla 0, toisen sarakkeen ruudut vérilla 1, kolmannen sarakkeen ruudut varilla



2, neljinnen sarakkeen ruudut taas vérilla 0, viidennen sarakkeen ruudut varilla
1 jne. Nyt niilld kolmella vérilla viritettyjd ruutuja ei ole yhtd montaa, vaan
on olemssa kaksi eri virié, joiden véristen laattojen lukumé&irien ero on n.

Yksi prosessi

voi muuttaa kahden eri virin méaérien erotusta vain parillisella maaralla. Jos
ruutu on jo viritetty, poistamme virin. Talldin jokaiselle néistd kolmesta véa-
ristd patee, ettd kyseiselld varilla varitettyjen ruutujen madrd muuttuu yhdel-

14 luvuista —3,—1,1 tai 3. Koska lopullisessa vérityksessd, johon haluaisimme
pédsté, ero n on pariton, erotukseen n ei voida koskaan paésta.

Siten vastaus on, ettd 2 | n ja 3 | n, kun n > 4.
4. Tiedetdin, ettd (20 + 25)2 = 2025. Etsi kaikki yht#lon
(z+y)? =100z +y
positiiviset kokonaislukuratkaisut.
Ratkaisu: Avataan sulut:
y? + 2zy + 2% = 100z + v,

eli
2% 4 (2y — 100)z + (y* — y) = 0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla
—(2y — 100) £ 2y — 100)2 — 4(y?% —
e Y y2 P4 =y 4504 /2500 = 99y

Koska 2500 — 99y > 0, niin y < 25. Lisiksi on oltava 2500 — 99y = 1 (mod 8) tai
412500 — 99y. Jos 2500 — 99y = 1 (mod 8), niin y = 1 (mod 8). Siispd y = 1
tai y = 9 tai y = 17 tai y = 25.

Jos taas 4 | 2500 — 99y, niin 4 | y. Toisaalta ei voi olla 2500 — 99y = 8 (mod 16).

Ei siis voi olla y = 4 (mod 16). Mahdolliset vaihtoehdot ovat y = 8, y = 12,
y = 16 tai y = 24.

Lisdksi on oltava 2500 — 99y = +1 (mod 5) tai 2500 — 99y = 0 (mod 5). Siispd
y =21 (mod 5) tai y =0 (mod 5).

Mahdolliset arvot ovat siis y =1, y =9, y = 16, y = 24 tai y = 25.
Jos y =9, niin 2500 — 9 - 99 = 1609, miki ei ole nelid. Ei ratkaisuja.
Jos y = 16, niin 2500 — 16 - 99 = 916, miki ei ole neli6. Ei ratkaisuja.
Jos y = 20, niin 2500 — 20 - 99 = 520, miki ei ole nelié. Ei ratkaisuja.
Jos y = 24, niin 2500 — 24 - 99 = 124, miki ei ole nelié. Ei ratkaisuja.

Jos y = 1, niin alkuperdinen yht#ld muuttuu muotoon x? + 2z + 1 = 100z + 1,
jolloin z = 98 ja yhtalo toteutuu.



Jos y = 25, niin ¢ = 20 on tehtdvinannon ratkaisu. Huomaamme myds, ettd
x = 30, y = 25 on ratkaisu.

5. Kolmiossa ABC pitee AB > AC. Sen sisdinpiirretty ympyra sivuaa janoja
AB ja AC pisteissd D ja E tissi jarjestyksesd. Jana BE kohtaa sisdympyrin
toisen kerran pisteessi K. Olkoon piste L janan BE jatkeella siten, ettd AL |
BE. Piste H on kolmion K M L korkeusjanojen leikkauspiste, kun M on janan
DFE keskipiste. Osoita, ettd ZAHK = 90° jaettd ZLKA=/MKD.

Kéytetain kuvion merkintji. Osoitetaan ensin, ettd H, D ja K ovat samalla
suoralla. Koska LM | K H, riittd4 osoittaa, ettdi ZMLE + ZEKD = 90°.

H

Koska ALEM on jannenelikulmio, niin ZAMLE = ZMAE. Koska ZAEO =
LADO = 90°, niin ZEOD = 180° — LEAD = 180° — 2/ M AE.

Siten ZEFD = 90° — LZMAE — ZEKD = 90° — ZMAEFE, joten ZMLE +
/ZEKD =90°, joten H, D ja K ovat samalla suoralla.

Koska /MAD = /MAE = /MLE = /KLX ja koska LXK ~ HY K, niin
/KLX =/YHX = /ZMHD. Siten AM DH on jinnennelikulmio ja ZAMD =
ZAHK =90°.

ALK =90° = LZAHD, joten ALK H on jannenelikulmio.

Nyt /LKA =90° — ZLAK = 90° — ZLHK = 90° — (180° — ZZM X). Edelleen
témé on yhtd kuin 90° — (180 — ZLMK) = 90° — (180° — (180° — ZKM X)),
joka on yht kuin 90° — (180° — (180° — (90° — ZM K D))) = ZMKD.



