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1 Lue tama ensin

Mista tassa on kyse?

Taman materiaalin padtavoite on opettaa lukiolaisten matematiikkakilpailuissa
tarvittavaa ongelmanratkaisua, kuten kirjan nimikin kertoo. Tahan pyritdan esitta-
malld lukuisia esimerkkitehtévia, jotka sisaltéavit erilaisia lahestymistapoja vaikeiden
ongelmien ratkomiseen.

Kovatasoinen ongelmanratkaisija "niakee” tehtévin kohdatessaan hyvin erilaisia
asioita kuin aloittelija. Téassé kirjassa selitdn, millaisia asioita miné néden tehtévia
ratkoessani. Tarkoitus on, ettd tasta tarttuu jotain myos lukijalle.

Kirja sisaltda myos kilpailumatematiikassa tarvittavaa teoriaa, koska useat tehtavit
olisi kdytannossa mahdotonta ratkaista suoraan peruskoulu- ja lukiomatematiikan
pohjalta.

Miten matematiikkakilpailut toimivat Suomessa?

Suomessa kilpailuvuoden aloittaa syksylléd jarjestettava valtakunnallinen Lukion
matematiikkakilpailun alkukilpailu, jonka jarjestdd MAOL. Syksylld on myds marras-
kuussa jarjestettava kansainvilinen Baltian tie -joukkuematematiikkakilpailu, jonka
viisihenkinen joukkue valitaan syksyn alussa valmennusviikonlopussa.

MAOLin loppukilpailu pidetddn alkukilpailua seuraavan vuoden alussa. Huhti-
kuussa pidetddn Pohjoismainen matematiikkakilpailu, johon valitaan 20 edustajaa
Suomesta. Samoihin aikoihin pidetdan Euroopan tyttojen matematiikkaolympialaiset
eli EGMO. Heindkuussa jarjestettavit Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset (In-
ternational Mathematical Olympiad, IMO) ovat kilpailuvuoden kohokohta. Suomen
kuusihenkinen joukkue valitaan toukokuussa pidettavilla valintaviikolla.

IMO-valintaviikon lisdksi valmennus jérjestdéd kuusi kertaa vuodessa kaikille avoi-
mia valmennusviikonloppuja. Lisdtietoa kilpailuista ja valmennustoiminnasta 16ytyy
Suomen matemaattisen yhdistyksen valmennusjaoston eli matematiikkavalmennuksen
sivuilta osoitteesta https://matematiikkakilpailut.fi/.

Vaikka suurin osa kilpailuista on suunnattu lukiolaisille, my6s peruskoululaisille
on kilpailuja. Seitsemésluokkalaisille on alueellisia kilpailuja (katso https://ma
tematiikkakilpailut.fi/seiskat/), ja MAOL jérjestdd myos peruskoululaisille
valtakunnallisen matematiikkakilpailun. My6s peruskoululaisten kilpailussa on alku-
ja loppukilpailu, ja my6s peruskoululaisille on valmennusta (ja peruskoululaiset saavat
tietysti osallistua "lukiolaisten” valmennusviikonloppuihin). Téstékin saa lisdtietoa
matematiikkavalmennuksen sivuilta.

Kenelle kirja on suunnattu?

Kirjoittaessani kirjaa ajattelin kohdeyleison olevan kilpailumatematiikasta kiinnos-
tuneet nuoret (noin lukioikiiset), koska he ovat kilpailuja ajatellen sopivan ikaisia.
Kirja soveltuu kuitenkin yleisesti kenelle vain, jolla on peruskoulutaidot matematii-
kasta ja jota kiinnostaa kilpailumatematiikka ja siihen liittyvd ongelmanratkaisu.

Kirja ei kuitenkaan ole kevyttd luettavaa. Esimerkiksi kyky seurata monimutkaisia
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todistuksia (tai ylipddtaéan todistuksia) ei ole itsestéénselvyys, mutta kirjan lukemista
varten tdma taito on valttaméton. Lisdksi monet kirjan tehtévista ovat hyvin vaikeita.
Lukeminen siis vaatii lukijalta merkittavia panostusta.

Tasta huolimatta myos nuoremmille lukijoille on pyritty tarjoamaan mahdollisuus
kirjan sisallon ymmértéamiseksi. Esitietoja-lukuun on koottu kirjan kannalta oleelli-
simpia esitietoja. Tarkoituksena on, ettd materiaali on itsenéinen ja etté kiinnostunut
ja paattaviinen ylakouluikédinen pystyy saamaan siitéd jotakin irti.

Kattaako kirja kaiken kilpailumatematiikasta?

Ehdottomasti tarkein asia kilpailumatematitkan oppimiseksi on tehtdvien teke-
minen. Tama kirja ainoastaan tukee harjoittelua. Jalkapalloa tai viulunsoittoa ei
opita katsomalla, kun muut pelaavat tai soittavat. Vastaavasti matematiikkaa ei opi
pelkastaan lukemalla, miten muut tekevit matematiikkaa, vaan sitd pitad itse tehda.

Lukemalla voi kuitenkin oppia joitain hyodyllisid asioita. Kilpailutehtavissa olete-
taan tunnetuksi, etta kisaaja tietad tiettyja asioita (lukion oppimééran ulkopuolisesta)
matematiikasta. Téllaisia yleisesti tunnettuja menetelmia on koottu tdmén kirjan
lukuihin kohtuu kattavasti.

Tiedon liséksi kilpailutehtavit vaativat tietysti ongelmanratkaisutaitoja. Namé
tietysti kehittyvét parhaiten tekemalld tehtavia. Toivon, ettd téasté kirjasta 1oytyvét
ajatukset omista ratkaisuprosesseistani ovat kuitenkin hyodyllisié ja kiinnostavia.

Vaikka téssé kirjassa pyritdén esittdmaan kattavasti tarkeimméat menetelmét kil-
pailutehtédvia ajatellen, on tietysti olemassa valtava méaara sekalaisia temppuja ja
ideoita, jotka soveltuvat vahintdan yhteen kilpatehtavian. Ei ole kuitenkaan miele-
kasta tehda listaa kaikista kikoista, joita voi yrittaéd soveltaa tehtaviin. Harjoittelun
tuoma intuitio on paljon tehokkaampi viline ongelmanratkaisuun kuin mikddan lista
erinaisista jipoista.

Eiko tallaista materiaalia ole olemassa jo ennestaan?

Kilpailumatematiikkaan liittyvad materiaalia on tietysti paljon, mutta mielesténi
monessa materiaalissa on puutteita. Suurin ongelma on sisdlto: monissa teksteissé
kiydadn 1api tehtavien ratkaisuja, mutta niissa ei opeteta, miten ratkaisuihin voisi
paatya itse. Taman kirjan tekstista suuri osa kuvaa sité, miten olen itse ratkaissut
jonkin tehtavan.

Toinen merkittava ongelma on aloittelijaystavéllisyys: ei ole helppoa 16ytaa mate-
riaalia tai kokoelmaa materiaaleja, jotka ldhtisivét perusteista (kilpailumatematiikan
kannalta) ja joista voisi oppia suunnilleen kaiken tarvittavan. Lisdksi monet mate-
riaalit késittelevit matematiikkaa mielesténi aivan liian formaalisti — tyyli ei sovi
harrastelijalle, joka ei ole térménnyt matematiikkaan koulun ulkopuolella. Naiden
ongelmien korjaamiseksi tdméa materiaali 1ahtee perusteista ja tekstin tyylilaji on ren-
nompi kuin monissa muissa materiaaleissa. Mutta kuten jo mainittiinkin, késiteltavat
asiat ovat silti vaikeita ja niiden ymmartdminen vaatii lukijalta tyota.

Miten kirjaa kannattaa lukea?

Kirjan tehtdvdt ewdt ole vaikeusjdrjestyksessd. Suuressa osassa lukuja viimeinen
tehtéva on tarkoituksellisesti muita vaikeampi, ja esimerkiksi lisdtehtavaluvuissa
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kaikki tehtavit ovat haastavia. Kirjaa ei siis valttaméatta kannata lukea luku kerral-
laan, vaan tarvittaessa kannattaa hypata vaikeimpien kohtien yli ja palata niihin
myohemmin.

Suosittelen oikeastaan, ettd lukija yrittdda ratkaista tehtdivid, joiden ratkaisut hdn on
joskus atemmin lukenut. Tata kautta paasee kokeilemaan, mita kirjassa esittdmisténi
ongelmanratkaisumenetelmistad on tarttunut itselle.

Yleisesti kirjan ajatuksista saa paremmin kiinni, jos tietoisesti miettii, miten ne
eroavat omista. Tehtévan ratkaisun luettua suosittelen lukijaa miettiméan esimerkiksi
seuraavia asioita: Miké oli ratkaisun péaaidea? Miké oli ratkaisun vaikein kohta, ja
mitkd osat olivat vain rutiininomaisia yksityiskohtia? Miten ratkaisuun voisi paatya?
Olisinko itse voinut keksia ratkaisun? Miksi tai miksi en?

Aihealueiden sisdlld luvut kannattaa lukea jarjestyksessd ainakin lukuteorian ja
geometrian kohdalla, koska seuraavat luvut rakentuvat pitkélti edellisten paélle.
Algebrassa jarjestykselld ei ole niin paljoa vélid ja kombinatoriikassa ei kiytdnnossa
ollenkaan. Aihealueiden valisid riippuvuuksia ei ole yksittéisid tehtdvid enempéé,
vaikkakin jotkin yksityiskohdat saattavat aueta vasta sen jialkeen, kun on lukenut
toisen osion materiaalia.

Kirjassa on paikoittain kohtia, joissa on verrattain paljon teoriaa. Pitddkseni paino-
tuksen riittavasti ongelmanratkaisussa ja esittdédkseni joitain mielestéani hyvia tehtéavia
olen kirjoittanut jokaiseen osa-alueeseen lisdtehtavia sisaltavan luvun. Lisdtehtéavat
ovat keskiméadrin vaikeampia kuin muissa luvuissa vastaan tulevat tehtévat, joten ne
eivat valttamatta sovellu perheen pienimmille.

Kirjaa lukiessa kannattaa muistaa, ettd matematiikan lukeminen ei toimi niin,
ettd joko on tai ei ole lukenut jotain asiaa. Vaikka osa ajatuksista menisi ohi, niin
monesti lukemisesta silti oppii jotain. Liséksi vaikeisiin kohtiin voi ja kannattaa
palata myohemmin.

Tekstin seassa esiintyy erilaisia lyhenteita, kuten IMO. Mitd namaéa tar-
koittavat?

IMO eli Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset mainittiin jo aiemmin Suomen
kilpailutoiminnan yhteydessa. Muita tekstissa esiintyvia kilpailujen lyhenteita ovat
MAOL (Matemaattisten Aineiden Opettajien Liitto), EGMO (Euroopan tyttojen
matematiikkaolympialaiset), ELMO (Ex-Lincoln Math Olympiad: tdmé& on erés
Yhdysvaltojen vuosittainen harjoituskilpailu) ja APMO (Asian Pacific Mathematics
Olympiad). Liséksi kilpailun yhteydessd voidaan mainita, ettd tehtdvi on kilpailun
lyhytlistalta, mika tarkoittaa sitd, etta tehtévéd on ollut ehdolla kilpailun tehtavéksi,
mutta sitd ei ole valittu itse kilpailuun.

Mainittujen kilpailuiden tehtavét toimivat hyviana harjoittelumateriaalina. Har-
joittelumateriaaleista on kerrottu lisda Lisdmateriaaleja-luvussa.
Mista kirjan nimi tulee?

Motivaatio kirjan kirjoittamiseen tuli Suomen kisakoodausvalmennuksen puolelta.
Antti Laaksonen on kirjoittanut opetusmateriaalin nimelté "Kisakoodarin késikirja”,
joka lyhennetdan usein KKKK. Kirja on tarkoitukseensa toimiva, ja ajattelin, etta
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my6s matematiikan puolelle voisi tehdd vastaavan materiaalin. Aluksi kirja kulki
tyonimella "Matematiikkamittelijin mittava manuaali” eli MMMM.

Kun mietin kirjan nimeéa uudelleen, halusin painottaa ongelmanratkaisua jo sen
nimessé. Lyhenteeksi pitéisi siis tulla OOOO. Téstd muodostui nykyinen nimi, joka
on kuvaava monestakin syysté:

e Sana "Ollin” kuvaa kirjan persoonallista tyylid: Kerron nimenomaan omista
ajatuksistani ja ideoistani, ja tehtévien ratkaisut vastaavat omaa ratkaisuproses-
siani. Lisédksi kirjan lopussa on kirjoittamiani kilpailumatematiikkaa koskevia
henkilokohtaisia teksteja, jotka voivat olla kiinnostavia ja opettavaisia.

e Kirja on vahén niin kuin oppikirja, mutta rennompi, joten se on opas.

e Materiaali soveltuu olympiatasoon tahtéaville. Monet esimerkkitehtéviat ovat
vaikeita.

e Toistetaan vield kerran, etté kirjan paapaino on ongelmanratkaisussa.
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2 Johdantotehtavia

Kilpailumatematiikka jakautuu neljdidn osa-alueeseen: algebraan, geometriaan, kom-
binatoriikkaan ja lukuteoriaan. Tésséd luvussa annetaan pieni maistiainen jokaisesta
osa-alueesta esittdmalla yksi kuhunkin aihealueeseen liittyva tehtdva. Kaikki néista
eivit ole helppoja, ainakaan jos ei ole harrastanut kilpailumatematiikkaa aiemmin.
Tehtavat onkin valittu itse tehtévan tai sen ratkaisun mielenkiintoisuuden vuoksi.
Lukija voi halutessaan pohtia tehtdvid ennen ratkaisujen lukemista.

2.1 Geometria

Tehtavana on osoittaa seuraava tulos, joka tunnetaan nimelld Thaleen lause.

Lause (Thaleen lause)

Tasoon on piirretty ympyré, jonka halkaisija on jana AB. Ympyralta valitaan
jokin piste C. Osoita, ettd ZACB = 90°.

Tassa kuvassa tilannetta on havainnollistettu viidella eri pisteen C' valinnalla.

C3

Cy

C. 2 CS

Kuvien suorat kulmat todella nayttéavit suorilta kulmilta, mutta mista se johtuu?
Todistus nédytetadn ensimmaéisessa geometrian kappaleessa.

2.2 Lukuteoria

Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut z ja y, joilla [3* — 2¥| = 1.
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Listaamalla kakkosen potensseja 2,4, 8, 16, . .. ja kolmosen potensseja 3,9, 27,81, . ..
huomataan, etté parit (2,3), (4, 3) ja (8,9) ovat sellaisia, joissa luvut ovat yhden pads-
sé toisistaan. Ovatko tésséa kaikki kakkosen ja kolmosen potenssien parit, jotka ovat
yhden etéisyydella toisistaan? Ratkaisu ongelmaan 16ytyy lukuteorian kappaleesta
Eksponenttifunktiot ja nelionjaannokset.

2.3 Algebra

Yht#lolld 23 + 222 + 3z 4+ 4 = 0 on kolme ratkaisua. Merkitdin niitd kirjaimin
a, b ja c. Laske a® + b? + 2.

Kolmannen asteen yhtélon ratkaiseminen on vaikeaa (mutta ratkaiseminen on
mahdollista). Olisi hyvin tyoldsta etsida yhtélolle kaikki kolme ratkaisua, laskea
ratkaisujen neliot ja summata namé yhteen. Tehtavaan on kuitenkin elegantti ratkaisu,
jossa vastauksen laskeminen on ovelien havaintojen vuoksi hyvin helppoa. Ratkaisu
l6ytyy kappaleesta Polynomit.

2.4 Kombinatoriikka

Anna ja Berg pelaavat dominopalikoilla (2 x 1) pelia n x 1 ruudun laudalla.
Pelissa pelaajat laittavat vuorotellen yhden dominopalikan laudalle niin, etta
palikka peittaé tasmalleen kaksi ruutua eikd mene yhdenkdsn muun palikan
paalle. Peli loppuu, kun tallaisia siirtoja ei pystytd enad tekeméaan. Viimeisen
siirron tehnyt pelaaja voittaa pelin. Osoita, ettd jos Anna ja Berg pelaavat
yhden pelin jokaisella luvun n arvolla 2,3, ...,2007, Anna aloittaa jokaisen

pelin ja molemmat pelaajat pelaavat optimaalisesti, niin Anna voittaa ainakin
1505 pelia.

Kaydaén lapi esimerkkipeli arvolla n = 9 eli 9 x 1 -laudalla.

Anna voi laittaa dominopalikan ruutujen 4 ja 5 kohdalle.

AlA

Berg voi laittaa palikan kohtien 6 ja 7 kohdalle, jolloin tilanne néayttaa talta:

A|lA|B|B
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Pelaa Anna miten tahansa, voi Berg tehdé vielda yhden siirron Annan jélkeen. Berg
saa tehtyad viimeisen siirron ja voittaa pelin. Olisiko Anna voinut voittaa pelaamalla
alussa jotenkin muuten?

Usein peleja kasittelevissa tehtéavissa oletetaan, ettd pelaajat pelaavat parhaalla
mahdollisella tavalla, ja yleensa kysytadan pelin voittajaa. Tama tehtédva on hieman
epatavallinen, koska tehtavissa ei pyydeta osoittamaan mitaén koskien tiettyéd luvun
n arvoa. Halutaan vain todistaa, ettd aloittava Anna voittaa suurimman osan peleisté,
tarkemmin sanoen vihintaan 1505 pelid. Tehtdvin ratkaisu 16ytyy kombinatoriikan
luvusta Pelit.
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3 Kehikulmalause ja jinnenelikulmiot (Geometria)

Téssé luvussa esitetdan kilpailuissa esiintyvin geometrian perusteet.

Lukijan oletetaan muistavan koulusta seuraavat perusasiat:

e Kolmion kulmien summa on 180°.! (Oleellista ei tietenkiiéin ole se, ettd summa
on jokin sovittu asteluku, vaan se, ettd kolmion kulmien summa on yhté suuri
kuin oikokulma.)

e Jos kolmiossa on kaksi yhta pitkda sivua, niin siind on kaksi yhté suurta kulmaa,
ja toisin pain. Téllaisia kolmioita kutsutaan tasakylkisiksi kolmioiksi.

Seuraavaksi késitelldédn kehdkulmalausetta, joka myos on koulusta tuttu. Tulos on

kuitenkin tarkein kilpailugeometriassa kiytettavista vélineisté, joten se kannattaa
kdyda lapi huolella.

3.1 Kehakulmalause

Tutkitaan seuraavaa kuvaa.

Pisteet A, B, X ja Y ovat siis mielivaltaisia pisteitd ympyran kehéalld. Kehdkulma-
lause sanoo, ettd punaisella merkityt kulmat ovat yhta suuret.

Lause (Kehikulmalause)

Olkoot A, B, X ja Y mielivaltaiset (eri) pisteet ympyran kehalld. Oletetaan,
ettd X ja Y ovat samalla puolella janaa AB. Talloin ZAXB = ZAY B.

Huomaa lauseen oletus pisteiden X ja Y sijainnista. Taéma oletus on valttdméton,
kuten seuraavasta kuvasta ndhdaén — toinen kulmista nayttaé olevan tylppé ja toinen
terava.

10saatko todistaa taman?

10
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7

Ennen kuin tutkitaan tilannetta pidemmaélle, esitetddn kehdkulmalauseen yleistys.
Téama yleistys on oikeastaan helpompi siksi, ettd se antaa vinkin siitd, miten lause
todistetaan.

Lause (Kehdkulmalauseen keskuskulmaversio)

Olkoot A, B ja X (eri) pisteitd ympyrén kehalld, ja olkoon O ympyran keski-
piste. Talloin patee LZAOB =2/AXB.

X
[>
<

Huomaa, ettd tamé lause todistaa kehdkulmalauseen: lausehan osoittaa, etta
/AXB on aina puolet kulmasta ZAORB riippumatta siitd, miten piste X valitaan.
Siis ZAX B on aina sama kaikilla pisteen X valinnoilla. Paitsi...

7

Myo0s téssé lauseessa tulee huomioida se mahdollisuus, ettd X on "véarilla puolella
janaa AB. Talloin kulma ZAOB tulee mitata niin, ettd se kiertééd pisteen O eri
puolelta kuin kuvassa.

Lauseen voi todistaa kiyttden pelkistiaan tietoa siité, ettd kolmion kulmien summa
on 180 astetta ja ettéd jos kolmiossa on kaksi yhta pitkda sivua, niin siind on kaksi
yhté suurta kulmaa.

11
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Maaritelladn P olemaan suoran XO ja janan AB leikkauspiste. Kolmio AXO on
tasakylkinen, koska janat AO ja XO ovat ympyréin siteitd ja siten yhté pitkia. Jos
siis merkitddn a = ZAXO, niin pétee /X AO = «. Koska kolmion kulmien summa
on 180 astetta, niin ZXOA = 180° — 2a.. Oikokulma on my6s 180 astetta, joten
LAOX + LZAOP = 180°, eli LZAOP = 2a.

Saimme siis todistettua, ettd ZAOP on kaksinkertainen kulmaan ZAXO verrattu-
na. Vastaavasti saadaan, ettd ZBOP on kaksi kertaa kulma ZBXO. Yhdistamalla
namé huomiot saadaan, ettd ZAX B on puolet kulmasta ZAOB.

(Todistus on hieman erilainen tapauksessa, jossa O ei ole kolmion AX B sisalla.
Tamén tapauksen tutkiminen sivuutetaan, mutta lukija voi halutessaan miettid myos
tata tilannetta.)

Kehakulmalauseen vaite patee myos toiseen suuntaan.

Lause (Kehidkulmalauseen vain jos -puoli)

Olkoot A, B ja X pisteitd ympyrélla. Olkoon Y sellainen piste, joka on samalla
puolella janaa AB kuin piste X ja jolla patee ZAXB = ZAY B. Tall6in piste
Y on samalla ympyrallad kuin pisteet A, B ja X.

Tehdaan vastaoletus: piste Y ei olekaan talla ympyralla. Tutkitaan ensin sité
tapausta, jossa Y on ympyran ulkopuolella. Olkoon Y’ kuten kuvassa janan Y B
leikkauspiste ympyran kanssa.

12
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Yl

AvB
Nyt kehdkulmalauseen nojalla ZAY'B on sama kuin ZAX B, joka puolestaan on
oletuksen nojalla sama kuin kulma ZAY B. Nyt kolmiossa AYY’ kulma ZAY’Y on

180° — ZAY'Y”, ja koska kolmion kulmien summa on 180°, tulisi kulman ZY AY” olla
0°. Téma on mahdotonta, joten Y ei voi olla ympyran ulkopuolella.

Vastaavasti késitelladn tapaus, jossa piste Y on ympyran sisdpuolella.

3.2 Jannenelikulmiot

Aiemmin tutkittiin tilannetta, jossa pisteet X ja Y ovat eri puolilla janaa AB.
Kehakulmalauseen keskuskulmaversion nojalla télloin ZAX B vastaa puolta kulmasta
ZAOB ja ZAY B on puolet kulmasta ZAO B, missé kulma kiertda pisteen O toista
kautta kuin kulman ZAX B tapauksessa. Yhteensd niiden keskuskulmien summa on
taysi kulma, eli piatee ZAXB + ZAY B = 180°. Siis jos nelikulmion AY BX kaikki
pisteet ovat samalla ympyralld, niin sen vastakkaisten kulmien ZAXB ja ZAY B
summa on 180°.

Toisaalta jos nelikulmion AY BX vastakkaisten kulmien ZAX B ja ZAY B summa
on 180°, niin kehdkulmalauseen vain jos -puolella ja keskuskulmaversiolla saadaan,
ettéd pisteet A,Y, B ja X todella ovat kaikki samalla ympyralla.

Edelliset huomiot antavat seuraavan hyvin térkean lauseen koskien jannenelikul-
mioita, eli nelikulmioita, joiden kaikki kérkipisteet ovat samalla ympyralla.

Lause (Jannenelikulmioiden peruslause)

Olkoon AY BX nelikulmio. Tall6in pisteet A, Y, B ja X ovat samalla ympyralla
jos ja vain jos nelikulmion vastakkaisten kulmien ZAY B ja ZAX B summa on
180 astetta.

Silla ei tietenkddn ole vélia, kumpi pari vastakkaisia kulmia ehtoon otetaan, koska
nelikulmion kulmien summa on 360° (joten ZAY B + ZAX B on 180° tésmélleen
silloin, kun ZXAY 4+ ZXBY = 180°).

Huomaa, ettéd lausetta kiyttdessé tulee ottaa nimenomaan vastakkaiset kulmat
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nelikulmiosta. Taméan vuoksi lauseessa tulee tietdd, missa jarjestyksessa pisteet
A,Y, B ja X ovat toisiinsa ndhden. Puhuttaessa nelikulmiosta ABC'D oletetaankin
aina, ettd A, B, C ja D sijaitsevat téssi jarjestyksessé toisiinsa ndhden eli ettd sen
sivut eivat leikkaa toisiaan.

Kehékulmalauseella ja sen vain jos -puolella saadaan toinen ekvivalentti ehto

jannenelikulmiolauseen véitteen kanssa: nelikulmio AY BX on jannenelikulmio jos ja
vain jos /Y AB = /Y XB.

3.3 Huomautus: suunnatut kulmat

Edella esitetyt tulokset tuntuvat epéakéytanndllisilta: miltei jokaista tulosta kaytet-
taessé tulisi varmistaa, ettéd jotkin pisteet ovat oikealla puolella jotain janaa tai etta
pisteet ovat oikeassa jarjestyksessé.

Yllattavaa kylld, tdmé ongelma on paljon lievempi kuin mita edellisen tekstin pe-
rusteella luulisi. Suuressa osassa kilpailutehtévia ei esiinny téllaisia ns. konfiguraatio-
ongelmia, ja niissé, joissa esiintyy, késiteltavit tapaukset monesti ratkeavat kay-
tannosséd katsoen samalla todistuksella. Usein riittddkin vain alussa olettaa, etta
tehtavan pisteet ovat siiné jéarjestyksessd, misséa ne ovat itse piirretyssa kuvassa, ja
lopuksi mainita, ettd muut tapaukset ratkeavat samalla tavalla (olettaen, ettd néin
todella on — muuten voi tulla ongelmia).

Edellinen "ratkaisu” ongelmaan voi tuntua epailyttéavélta (ja onhan se). Ongelmaan
on kuitenkin myos "oikea” ratkaisu: suunnatut kulmat. Suunnatut kulmat perustuvat
sithen ideaan, ettd merkitessd ZABC' tarkoitetaan kulman vastaavan aluetta, joka
saadaan kiertdmaélld janaa BC' vastapéiviéan, kunnes se kohtaa janan BA. Lisdksi
ajatellaan, ettd kulmat lasketaan "modulo 180 astetta’?. Téten esimerkiksi ZABC =
360° — ZCBA = —ZCBA (mod 180°). En ole itse tarvinnut suunnattuja kulmia
kilpailutehtévia ratkoessani, minké vuoksi niita ei kdytetd téssd materiaalissa.

Oli ratkaisu ongelmaan mika hyvéansa, tulee kilpailuissa aina piirtdd mallikuva
geometrian tehtaviin — talldin on selvaé, mitd konfiguraatiota tarkastellaan.

3.4 Esimerkkitehtavia

Pelkastaan kehdkulmalause ja jinnenelikulmioita koskevat tulokset riittavét ratko-
maan suuren osan geometrian tehtéavistd, kunhan niité osaa soveltaa hyvin. Téssa
esitetddn muutama esimerkki. (Ja vaikka tehtévé ei ratkeaisikaan pelkéstddn néil-
l& menetelmilld, on niiden soveltaminen usein iso osa ratkaisua. Téastd nahdaan
esimerkkejé seuraavissa luvuissa.)

Ensimmaéinen esimerkkitehtdva on ollut MAOLin loppukilpailussa vuonna 2014.

2Modulo on mééritelty lukuteorian kappaleessa Kongruenssit. Lukija ei kuitenkaan jai paljosta
paitsi, vaikka hén ei vield olisikaan lukenut kongruensseista.
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Olkoon O teravakulmaisen kolmion ABC' ympéarysympyréan keskipiste. Pistei-
den A, B ja O kautta kulkeva ympyra leikkaa sivut BC' ja AC pisteissa P ja
Q. Osoita, ettd janan C'O jatke leikkaa kohtisuorasti janaa PQ.

Minké tahansa kolmion kérkipisteiden kautta voidaan piirtdd ympyrd (tdmé todis-
tetaan hieman myohemmin). Tehtévissd O on tdmén ns. ympéarysympyran keskipiste.

Merkitdan kyseista leikkauspistetta kirjaimella T'. Haluamme siis todistaa, etté
ZPTC = 90°. Yksi lahestymistapa voisi olla yrittda laskea, mita ovat LT PC ja
ZTCP: jos ndiden kulmien summa on 90°, niin talléin patee ZPTC = 90°.

Yritetdan ensiksi laskea, mitd ZTPC' on. Yleinen ajatus kulmanjahtauksessa
on aina yrittda esittdd kulmia "tunnettujen” kulmien avulla. Esimerkiksi tédssa (ja
kiytannossa kaikissa tehtavissd, jotka késittelevit kolmiota) tunnetuiksi kulmiksi
voi ajatella kulmat Z/BAC, ZACB ja ZCBA. Namé kulmat lyhennetddn usein
kirjoittamalla LA, ZB ja ZC' koska niitd kilytetdén ratkaisuissa hyvin paljon.

Ei ole kovin vaikeaa nahdéa "polkua”, jonka kautta /T PC saadaan palautettua
kolmion ABC' kulmiin: Ensinnédkin ZTPC = 180° — ZBPT. Koska ABP(@) on
jannenelikulmio, on sen vastakkaisten kulmien summa 180°. Taten ZBPQ+/BAQ =
180°, eli ZBPT = 180° — ZA. Yhdistamalld saadut tiedot saadaan /T PC = ZA.

Olemme saaneet laskettua, mita ZT PC on. Viela pitéaé laskea kulma ZPCT'| jonka
haluamme olevan 90° — ZA. Nyt on hyvé ensiksi huomata, ettd ZPCT = ZBCO.
Pelkistaan kuvaa katsomalla voisi ajatella, ettd tdma sievennys on triviaali, mutta
toisaalta pisteet P ja T ovat paljon "vaikeampia” kuin piste O. Tamaén takia kannattaa
mieluummin keskittya kulmaan ZBCO.

Voimme nyt unohtaa kokonaan pisteet P, T ja (), ja ongelma palautuu muotoon "To-
dista, ettd ZBCO = 90° — LA”. Tama on selvisti edistysti. Tutkittava konfiguraatio
on jo niin yksinkertainen, ettd tehtavin luulisi ratkeavan.
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K

Kuvaan on piirretty apujana BO. Soveltamalla kehdkulmalauseen keskuskulma-
versiota saadaan Z/BOC = 2/A, ja koska BOC' on tasakylkinen kolmio, saadaan
kantakulmat laskettua: ZOBC = Z0OCB = 90 — ZA. Olemme siis valmiit.

Huomattiin siis, ettéd tehtdva palautuu yhtélon ZBCO = 90° — £ A todistamiseen.
Huomaamme, ettd pystymme oikeastaan laskemaan minké tahansa kulman, jotka
muodostetaan valitsemalla jotkin kolme pisteistd A, B, C' ja O. Onkin térkedé tietda,
miten yleiset konfiguraatiot kayttaytyvét.

Ympéarysympyran keskipiste O ei ole ainoa kolmion térked piste. Seuraavaksi
esitetddn nelji yleisimmin esiintyviid kolmion merkillistd pistetti.?

A A
0

3Kilpailutehtivisss tarvitsee harvemmin tietds monia eksoottisia pisteitd. Seuraavassa luvussa
kdydasn vield lapi sivuympyroiden keskipisteité ja yhdeksén pisteen ympyraé koskevia ominaisuuksia.
Taalla on lueteltu kymmenié tuhansia kolmion merkillisié pisteitd: https://faculty.evansville
.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html.
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Vasemmalta oikealle ja ylhadlta alas: ympéarysympyran keskipiste O, sisdympyran
keskipiste I, korkeusjanojen leikkauspiste (ortokeskus) H ja mediaanien leikkauspiste
(painopiste) G. (Kirjainten valinnat tulevat englannista.) Ensi luvussa todistetaan,
miksi esimerkiksi korkeusjanat leikkaavat samassa pisteessa.

Ymparysympyran keskipistettéd koskevia ominaisuuksia on jo kiyty lapi. Mainitaan
vield yksi asia: piste O on janojen AB, BC' ja C'A keskinormaalien leikkauspiste. (Ker-
rataan, ettd janan normaali on suora, joka leikkaa sité kohtisuorasti ja keskinormaali
on normaali, joka jakaa janan kahteen yhtd pitkdén osaan.)

Sisdéiympyran keskipistettd I koskien mainitaan aluksi seuraavat asiat:

1. I méaritellaan olemaan sellaisen ympyréan (ns. sisdympyran) keskipiste, joka
sivuaa jokaista kolmion ABC' sivuista.

2. I on kolmion ABC' kulmanpuolittajien leikkauspiste. (Kulmanpuolittaja on
nimensd mukaisesti suora, joka puolittaa jonkin kulman. Siis esimerkiksi

/BAI = /CAI = L/ A)

Valilla sisdympyran yhteydessa esiintyvit kolmion ABC' sivuamispisteet siséympy-
ran kanssa ja janat kolmion karkipisteistd néihin sivuamispisteisiin. Huomaa, etta
ndmaé janat eivét ole kulmanpuolittajia. (Ne kuitenkin leikkaavat samassa pisteessa.
Leikkauspiste ei kuitenkaan ole sisdympyrén keskipiste.)

Konfiguraatiosta, jossa on kolmion kérjet A, B ja C, kulmanpuolittajat AD, BE ja
CF seka naiden leikkauspiste I, voidaan laskea osa kulmista varsin suoraviivaisesti,

mutta aivan kaikkea el saada laskettua. Esimerkiksi kulmaa ZAEF el saa laskettua
kulmien ZA, /B ja ZC avulla.

Kolmion ortokeskus H on sen korkeusjanojen leikkauspiste. Ei ole ilmeisté, miksi
korkeusjanat leikkaavat samassa pisteessd (tdmé todistetaan myohemmin). Kyseessa
on jalleen konfiguraatio, josta voi laskea kaikki kulmat. Seuraava lemma on téarkeé
tulos tahén liittyen.
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Olkoon ABC' kolmio, ja olkoot AD, BE ja C'F sen korkeusjanat. Olkoon H
kolmion ABC ortokeskus. Télloin AFHFE ja BF EC ovat jannenelikulmioita.

Lemman todistus on triviaali kdyttamaélla tuloksia kehékulmalauseesta ja janne-
nelikulmioista. Tarvitsemme oikeastaan vain erikoistapausta suorille kulmille, joka
tunnetaan Thaleen lauseena, joka esiteltiin jo johdantokappaleessa.

Huomaa, ettd lemmassa mainitut jinnenelikulmiot on “otettu pisteen A suhteen”.
Konfiguraatiossa on oikeastaan kuusi kappaletta jannenelikulmioita, kaksi jokaista
kirked A, B ja C' kohti.

Nyt ei ole vaikeaa laskea kulmia kuvasta. Ehképa vaikein kulma laskea on ZF'ED.
Ensiksi huomataan, ettd /FED = /ZFFH + ZHED. Lemmaa kayttamalla taméa
saadaan muotoon Z/FAH + ZHCD. Molemmat néistd kulmista ovat 90° — ZB, miké
nahdéén katsomalla suorakulmaisia kolmioita BAD ja BCF.

Ortokeskusta koskeva konfiguraatio on myos siitd ndppara, ettd sivujen pituuksia
voi laskea suhteellisen helposti trigonometrian avulla.

Kolmion mediaaneiksi tai keskijanoiksi kutsutaan niitd janoja, joiden toinen paa
on kolmion yksi kérkipiste ja toinen pda on kolmion vastakkaisen sivun keskipiste.
Néiden janojen leikkauspistettd GG kutsutaan kolmion painopisteeksi.

Jos AD on kolmion mediaani, niin kulmia Z/BAD ja ZDAC ei saa laskettua
pelkistddn kulmien ZA, ZB ja ZC avulla (kiyttdméatta trigonometrisia funktioita).
Kolmio DEF on kuitenkin yhdenmuotoinen kolmion ABC kanssa. Téma seuraa
huomaamalla, ettd kolmioilla FAFE ja BAC on yhteinen kulma ZA ja ettd tdmén
kulman vieressé olevien sivujen suhteet ovat samat, nimittdin 1 : 2. Téaten pétee
FE : BC =1:2. Vastaava patee myos muille sivuille. Huomataan vield, ettd janat
BC' ja F'E ovat yhdensuuntaiset.

Seuraava tehtévd on hieman samantyylinen kuin aiempi MAOLin tehtdva. Teh-
tavan konfiguraatio esiintyy usein kilpailutehtévissa, joten se kannattaa opetella
tunnistamaan.

Olkoon ABC' kolmio, ja olkoon [ sen sisdympyran keskipiste. Olkoon M kulman
ZC' puolittajan leikkauspiste kolmion ABC' ympéarysympyréan kanssa. Osoita,
ettd M on kolmion AIB ympéarysympyran keskipiste.
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Haluamme osoittaa, ettd MA = M B = MI. Todistetaan ensin helpompi osuus
MA=MB.

Kehdkulmalauseen nojalla patee /ZMAB = /ZMCB. Vastaavasti ZMBA =
ZMCA. Oletuksen nojalla MC on kulman ZC' puolittaja, joten ZMCB = ZMCA.
Taten ZMBA = ZMAB, eli M BA on tasakylkinen kolmio, eli M A = M B. Yleisesti
pétee, ettd yhtéd suuria kulmia vastaavat kaaret ovat yhté pitkia.

Todistetaan sitten, ettd M A = M. Toisin sanoen halutaan, ettd M Al on tasa-
kylkinen kolmio. Yritetdén laskea kolmion M Al kulmat. Helpoin kulma on ZAMI:
tdmé on vain ZAMC = /B.

Seuraavaksi lasketaan vaikkapa kulma ZM AI. Saadaan
1 1 1
IMAI = /MAB+ /BAI = Z/ZMCB + 5414 = 540 + 54/1.
Nyt saadaan laskettua ZM1IA:

LMIA =180° — LAMI — LZMAI =180° — 4B — %AA — %AC.

Tamén voi sieventédd kirjoittamalla 180° = LA + ZB + ZC, jolloin jéljelle j&a
%AA + %AC = /MAI. Tamé todistaa viitteen.

Kommentti: Todistus vaatii pienen méaran laskemista, mutta siiné ei ole mitaan
erityisen vaikeaa: lasketaan vain rutiininomaisesti kaikki kulmat, mitd ndhdéén, ja
tulos seuraa.

Viitteelle on my6s seuraava lyhyempi todistus, mutta tdmé on hieman vaikeampi
niahdi. Huomataan, ettd ZAIB = 180° — %AA — %AB, miké sieventyy muotoon
90° + %ZC’. Liséksi ZAM B = 180°— ZC'. Nyt sen kulman ZAM B, joka on kuvassa yli
180°, koko on 180°+/C' = 2/ Al B, joten viite seuraa kehdkulmalauseen keskuskulma-
ja vain jos -versioista.
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Seuraava esimerkkitehtévd on vuoden 2014 Baltian tie -kilpailusta.

Olkoon I' teravakulmaisen kolmion ABC ympéarysympyré. Pisteen C' kautta
kulkeva sivun AB normaali leikkaa sivun AB pisteessa D ja ympyrdn '
uudelleen pisteessd E. Kulman C' puolittaja leikkaa sivun AB pisteessa I ja
ympyrin [' uudelleen pisteessd G. Suora GD leikkaa ympyran I' uudelleen
pisteessi H, ja suora HF' leikkaa ympyran I' uudelleen pisteesséd I. Osoita,
ettd Al = EB.

H

Ensinnékin todetaan, ettd Al = EB tasmalleen silloin, kun janoja Al ja EB
vastaavat ymparysympyran kaaret ovat yhtd pitkdt, mikd puolestaan tapahtuu
tasmaélleen silloin, kun ZICA = ZEC B.* Téamé kulmaehto on paljon ldhestyttivimpi
kuin pituuksia koskeva ehto, joten kiytetdan sita.

Kaaret Al j L] ja BE 3E eivit vield ole kovin helppoja kisitelld. Huomataan kuitenkin,
etti BE = BG—EG j ja Al =GA— G[ missé vihennyslaskulla tarkoitetaan kaarien
pituuksien vahennyslaskua. Kulmanpuolittajaominaisuuden vuoksi kaarien BG j ja
AG pituudet ovat samat.

Riittaa siis todistaa, ettd kaarien EG ja GI pituudet ovat samat. Kaari EG
vastaa kulmaa ZECG, ja kaari GI vastaa kulmaa ZGHI. Haluamme siis, etta
/GHI = ZECG.

Padsemme nyt helposti eroon osasta konfiguraation pisteitd: Koska Z/GHI =
/DHF ja /ECG = /ZDCF, voimme unohtaa pisteet I ja E. Nyt riittda siis
todistaa, ettd ZDHF = /DCF. (Pistetta G ei voi unohtaa, koska sita kdytettiin
pisteen H maéérittelemiseen.)

4Formaalin todistuksen saa esimerkiksi kiyttamalld sinilausetta, joka esitetésin luvun lopussa.
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Ehto ZDHF = ZDCF vastaa tietysti sitd, ettd DCHF on jannenelikulmio. Mitéa
kautta tdméa kannattaa todistaa? Hyva idea on ldhted siitd, mitd kulmia pystyy
laskemaan. Ainakin ZDCF pystyttéisiin laskemaan erotuksena /BCF — ZBCD.
Téama ei kuitenkaan ole kovin hyodyllista: jotta téata tietoa pystyisi hyodyntamaéén,
pitéisi osata laskea myos /D H F', mutta tastdhan me lahdimme.

Toinen kulma, joka pystytddn laskemaan, on ZDFC:
/DFC =180° — ZAFC = /FAC+ /FCA=/A+ %AC.

Jotta téatd voitaisiin hyodyntéa, haluttaisiin laskea /D HC'. Huomataan, ettd taméakin
onnistuu:

/DHC = /GHC = Z/GHA+ ZAHC = LGCA + LZABC = %ZC’ + 4B.
Siispd LZDFC + Z/DHC = LA+ /B + ZC = 180°, eli DHC'F todella on jénneneli-

kulmio, ja olemme valmiit.

Kommentti: Valilla on hyva yrittda "kuoria” tehtavinantoa eli muotoilla ekviva-
lentteja muotoja tehtavasta. Helpommissa tehtévissa, kuten tassa, tehtava voi lahes
ratketa téllaisilla muunnoksilla, ja vaikeammissakin tehtévissa talla padsee usein
alkuun.

Viimeinen tehtéva on MAOLin loppukilpailusta vuodelta 2017.

Tehtava

Valitaan ympyréan kehéltd mielivaltaisesti kaksi sellaista pistettd A ja B, etté
AB ei ole ympyréan halkaisija. Pisteisiin A ja B piirretyt ympyran tangentit
kohtaavat pisteessd T'. Seuraavaksi valitaan halkaisija XY niin, ettd janat AX
ja BY leikkaavat: olkoon tamaé leikkauspiste (). Osoita, ettd pisteet A, B ja )
ovat ympyralld, jonka keskipiste on T

¥ B

On yleisesti tunnettu fakta, ettd TTA = T'B — toisin sanoen ympyrille piirretyt tan-
gentit ovat yhta pitkit. Todistetaan tdma pikaisesti. Huomaa, etté tdmén todistuksen
kannalta pisteet X,Y ja @) eivét ole oleellisia.
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Olkoon O ympyran keskipiste. Huomataan seuraavat faktat:

e LOAT = 90° tangenttiominaisuuden nojalla.
e /OBT = 90° samoin tangenttiominaisuuden nojalla.

e OA = OB, koska ndma janat ovat ympyran sateita.

Nailla huomioilla ndhdéaén, ettd OAT ja OBT ovat suorakulmaisia kolmioita, joilla
on yhté pitkdt hypotenuusat (OT) ja yhté pitkéit kateetit (OA = OB). Téten ne
ovat yhtenevia, eli pitee TA = TB.

Yritetadn sitten todistaa, ettd TA = T'Q), eli kulmaehdoilla muotoiltuna ZQAT =
ZAQT. Helpomman oloinen kulma on ZQAT = ZX AT, koska tdmaé ei vaadi vaikean
pisteen () kisittelemista.

Kulma /X AT voidaan kirjoittaa helpommin muotoon
L XAT = ZOAT — ZOAX =90° — ZOAX =90° — ZOX A =90° — LY XA.

Téamén voi vield kirjoittaa muotoon ZAY X kolmion AXY kautta. Lauseke ei kuiten-
kaan tésta endé sievene: voidaan ajatella, ettd "tieddmme” kulman ZAY X suuruuden,
aivan kuten kolmiotehtévissa "tieddmme” kulmien ZA, /B ja ZC suuruudet.

Seuraavaksi pitéisi laskea ZAQT. Tamé ei kuitenkaan vaikuta helpolta: emme
tieda, miten pisteet () ja T' liittyvét toisiinsa. Ainoat pisteeseen () liittyvét kulmat,
jotka tiedamme, ovat

ZYQA =180° — LY AQ — LAY (Q = 90° — LAY B
ja
ZAQB =180° — ZYQA =90° + LAY B,
sekd tietysti ZXQ@QB = ZY QA.

Vaikuttaa siltd, ettemme saa laskettua kulmaa ZAQT. Olisi kannattanut miettia
vaikeampaa kulmaa ennen helppoa kulmaa ZX AT, koska ZX AT on aivan turha
ilman tietoa kulmasta ZAQT.

Mita nyt tehddan? Pitaisi keksiéd jokin toinen tapa saada todistettua, ettd A, Q)
ja B ovat T-keskisella ympyralla. Ei ole olemassa montaa tapaa todistaa taméan
tyyppista véitetta. Edellisen liséksi yksi tulee kuitenkin mieleen: kehékulmalauseen
keskuskulmaversio.

Edelld laskimme, ettd ZAQB = 90° + ZAY B. Haluamme vield laskea kulman
/AT B: kulmista Z AT B sen, joka on yli 180°, tulisi olla 180°+2ZAY B, eli pienemmén
tulee olla 180° — 2/AY B.

Kolmio ABT on tasakylkinen, eli jotta ZATB = 180° — 2/AY B, tulee olla
/BAT = ZAY B. Huomataan, ettid tamé véite riippuu enéé vain pisteista A, B,Y
ja T, eli pisteet X ja () voidaan unohtaa. Lisdksi pisteen 7' tarkalla sijainnilla ei ole
valida: oleellista on, ettd se on pisteeseen A piirretylla tangentilla. Todetaan vielé,
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ettd yhtdlon Z/BAT = ZAY B vasen puoli ei riipu pisteen Y sijainnista, mutta oikea
riippuu.

Kaytannossa haluamme todistaa seuraavan tuloksen:

Lause (Kehidkulmalauseen tangenttiversio)

Olkoot A, B ja Y mielivaltaisia pisteitd ympyréalla. Olkoon T pisteeseen A
piirretylla tangentilla. Talloin patee Z/BAT = /BY A.

Yo
Yi A

B

(Tassa pitad jélleen olettaa, ettd pisteet ovat oikeassa jarjestyksessi toisiinsa
nahden.)

Vaite on uskottavan kuuloinen: jos annamme pisteen Y menna lahemmas ja 1&-
hemmas pistettd A (kuten Y] ja Y kuvassa), niin AY on ldhempéné ja ldhempéané
yhdensuuntaista tangentin AT kanssa. Tangenttiversio vastaa siis kehdkulmalauseen
tapausta, jossa Y = A. Tarkka todistaminen sivuutetaan. Viitteen voi kuitenkin
todistaa samaan tapaan kuin normaalin kehdkulmalauseen, eiké todistus ole merkit-
tavasti normaalia tapausta vaikeampi. Tama ratkaisee tehtavéan.

3.5 Sinilause

Lukiosta tuttu sinilause sanoo seuraavaa.

Lause (Sinilause)

Olkoon ABC' kolmio, ja olkoon R sen ymparysympyran side. Péitee

BC  AC  AB oR
sin(ZA)  sin(£B)  sin(£C) T

Usein sinilauseesta ei tarvita sitd tietoa, ettd ndma kaikki suhteet ovat juurikin 2R.
Téama versio lauseesta on kuitenkin siita kéteva, ettd se antaa helpon tavan todistaa
lauseen. Tutkitaan alla olevaa kuvaa.
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Piste A’ on valittu niin, ettd A’C' on ympyran halkaisija. Nyt ZA’BC = 90°, joten
suorakulmaisesta kolmiosta A’BC saadaan

BC  BC
in(/BA'C) = = —.
SI(£BAC) = 56 = 3R
Koska kehdkulmalauseen nojalla ZBA'C = ZA, saadaan nyt % = 2R. Vastaa-

vasti saadaan muut sinilauseen yhtalot.

Sinilause on kiteva silloin, kun halutaan muuttaa kulmia koskevia tietoja sivujen
pituuksia koskeviksi tiedoiksi, tai toisin péin. Tésté tullaan ndkemé&an esimerkkeja
myOhemmissa geometrian ratkaisuissa. Téssé on toinen nappéara seuraus sinilauseesta:
Olkoot A, B, X ja Y pisteitd saman ympyrén kehélld. Télloin janat AB ja XY ovat
yhté pitkdt tdsmalleen silloin, kun kaaria AB ja XY vastaavat kulmat ovat yhté
suuret. (Tdmé& tulos mainittiin jo aiemmin.)
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4 Geometrian lisimenetelmii (Geometria)

Téssa luvussa esitetdadn kehdkulmalauseen ja jannenelikulmioiden jéalkeen hyodyl-
lisimpia ja yleisimpid geometrian menetelmia. Lisdksi luvussa kidydaan lapi parin
vaativamman tehtavin ratkaisut.

Luku koostuu kahdentyyppisistd aiheista: itsendisistd tuloksista (pisteen potenssi,
radikaaliakselit, homotetia, Cevan lause) seké tietyistd konfiguraatioista (sivuympy-
rit, yhdeksén pisteen ympyré). Molemmat ovat térkeita kilpailutehtévid ratkoessa:
Monesti tehtavissé tulee ensiksi tehdé (usein melko vaikeita) huomioita kuviosta. Tata
tietysti auttaa, jos on hyvé ote yleisimmisté konfiguraatioista. Erilaisten huomioiden
todistamisessa puolestaan tulevat apuun edelld mainitut menetelmét.

4.1 Pisteen potenssi ja radikaaliakselit

Lause (Pisteen potenssi)

Olkoon I' ympyré, ja olkoon P piste, joka ei ole ympyran I' kehélla. Olkoon ¢
suora, joka kulkee pisteen P kautta ja joka leikkaa ympyraé I' pisteissd A ja
B. Pituuksien PA ja PB tulo PA - PB ei riipu suorasta /.

Tata tuloa PA - PB kutsutaan pisteen P potenssiksi.

D
T
Kuvassa on esitetty kolme eri tapausta. Yksi tapaus on sellainen, jossa jana AB
on ympyran halkaisija. Toinen on satunnainen tapaus (pisteet C' ja D), ja kolmas
tapaus on sellainen, jossa suoraksi valitaan ympyran tangentti. Tulo on siis sama
myo0s silloin, kun valitaan ympyrélle tangentti: talléin tulo on PT - PT. Tamén voi
perustella intuitiivisesti samaan tapaan kuin kehdkulmalauseen tangenttiversion:
Tangentti saadaan valitsemalla jokin ympyrééa leikkaava suora ¢ ja kdantamaélla se
kulkemaan pisteen T" kautta. Suoran ¢ lahestyessé pistettd T my0s suoran ja ympyran

leikkauspisteet A ja B ldhestyvéat pistettda T'. Mita lahempéanéa A ja B ovat pistetté
T, sitd lahempéané etaisyydet PA ja PB ovat etaisyytta PT.

Merkitdén pisteen P potenssia ympyran I' suhteen merkinnélla Powr(P), jolloin
siis Powp(P) = PA- PB. Kun AB on ympyrén I' halkaisija, niin patee PA = OP —r
ja PB = OP + r (téssd r on ympyran sade). Siispa

Powr(P) = (OP —7)(OP + 1) = OP? — 1%,

Tama antaa suoraviivaisen tavan laskea pisteen potenssin.
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Pisteen potenssilla saadaan myos todistus Pythagoraan lauseelle: Pitee PT? =
OP? —r? eli PT* + OT? = OP?. Pythagoraan lause on todistettu suorakulmaiselle
kolmiolle POT', ja on selvaa, ettd POT voi olla minkéd tahansa suorakulmaisen
kolmion muotoinen, eli viite on todistettu kaikille suorakulmaisille kolmioille.

Todistetaan sitten pisteen potenssia koskevat viitteet. Teemme tdmén kahdessa
osassa.

1. Jos C' ja D ovat eri pisteitd ympyran I' kehélld ja AB on ympyréin halkaisija,
niin PA- PB = PC - PD.

2. Jos PT on ympyréin tangentti ja AB on ympyran halkaisija, niin PA - PB =
PT - PT.

Todistamalla ndmé viitteet saadaan, ettd kaikki tulot PX - PY ovat yhté suuria
kuin tulo PA - PB, miki todistaa vaitteen.

Aloitetaan kohdasta 1. Ideana on, etta neljd pistettd ympyralla antaa paljon tietoa
kulmista, ja tdmé tieto voidaan muuttaa pituuksia koskevaksi tiedoksi kolmioiden
yhdenmuotoisuutta kiyttden. Taméan vuoksi onkin hyodyllista kirjoittaa haluttu
vaite muodossa

PA  PD
PC  PB’
Aiomme siis todistaa, ettd kolmiot PAC ja PDB ovat yhdenmuotoiset.

Ensin huomataan, ettd kolmioissa PAC ja PDB on ainakin yksi sama kulma,
nimittain kirjestd P ldhteva. Liséksi jinnenelikulmioiden ominaisuuksilla saadaan
suoraan

/PCA=180° — ZACD = 180° — (180° — ZABD) = /PBD.

Siis kolmion PAC' kulma ZC' vastaa kolmion PD B kulmaa /ZB. Kolmioissa PAC ja
PDB on titen kaksi samaa kulmaparia, joten ne ovat yhdenmuotoiset, miké todistaa
vaitteen.

Todistetaan sitten kohta 2. Kuten aiemmin perusteltiin, tdmé on tavallaan vain
erikoistapaus kohdasta 1, ja siksi my0s todistus etenee vastaavalla tavalla. Todis-
tamme, ettd kolmiot PAT ja PT B ovat yhdenmuotoiset. Kuten edell, kolmioilla
on samat kulmat kirjessd P. Lisdksi kehdkulmalauseen tangenttiversiolla saadaan
/ZPTA = /ZPBT, joka todistaa toisen yhteisen kulmaparin olemassaolon. Viite
seuraa kuten ylla.

Todistus demonstroi hyvin, miten yhdenmuotoisilla kolmioilla voi muuttaa kul-
maehtoja pituusehdoiksi. Téma toimii tietysti myos toiseen suuntaan.

Pisteen potenssi toimii myos silloin, kun piste P on ympyrén sisalla.
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Qe

Todistus sille, ettd tulot ovat aina samat, on tésséd tapauksessa helpompi kuin
alemmin kisitellyssd tapauksessa (koska eri tapauksia on vihemmén): kehdkulma-
lauseen perusteella ZADP = ZPBC, ja lisdksi patee ZAPD = /CPB. Siis kolmiot
PAD ja PCB ovat yhdenmuotoiset, ja viite seuraa. Téssd emme tarvinneet edes
sitd tietoa, ettd AB on ympyran halkaisija.

Téssa tapauksessa on kuitenkin pieni yksityiskohta, joka kannattaa huomioida:
jos méirittelemme edelleen pisteen potenssiksi Powp(P) = OP? — r?  niin nyt
Powr(P) on negatiivinen. TAmé& on ehké hieman epéintuitiivista: miksi pituuksien
tulo PA - PB olisi negatiivinen? Yksi selitys on, ettd mentéessa pisteestd P pisteisiin
A ja B joudutaan nyt kulkemaan “eri suuntiin”, joten jos tutkisimme ns. suunnattuja
pituuksia, niin pituuksien PA ja PB merkit olisivat vastakkaismerkkiset, ja tulo
olisi negatiivinen. Toinen syy sille, miksi méiritelméstd Powr = OP? — r? kannattaa
pitaa kiinni, tulee ilmi seuraavaksi radikaaliakseleita késiteltdessa.

Valitaan tasosta kaksi ympyréaa I’y ja I';. Missa sijaitsevat ne pisteet P, joiden
pisteen potenssit molempien ympyroiden suhteen ovat samat?

Olkoot 7 ja r9 ympyroiden I'y ja 'y séteet, ja olkoot O; ja Oy nédiden ympyroiden
keskipisteet. Haluamme, etta

O,P? — r? = Powr, (P) = Powr,(P) = Oy P* — 13

eli etta
O,P? — O,P? = 7‘% — 7’%.

Pituuksien neliot houkuttelevat kiayttaméasn Pythagoraan lausetta. Tutkitaan
seuraavaa kuvaa.
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Olkoon siis P jokin tason piste, ja olkoon F' pisteen P projektio suoralle O,0;.
Olkoot x = O1F, y = FOy ja PF = h. Pythagoraan lauseella voidaan kirjoittaa
O,1P? = 2% + h? ja Oy P? = y* + h%. Téten yhtilo Powr, (P) = Powr,(P) voidaan
kirjoittaa muodossa

v? —y? =ri—7s.
Huomaamme, ettd x*> — y* on jokin vakio. Mutta z* — y* = (z — y)(x + ) ja
x +y = 0105 on vakio, joten x — y on vakio. Tésta seuraa, ettd pisteen F' sijainti on
vakio, eli kaikki pisteet P sijaitsevat jollain suoralla. Toisaalta kaikki pisteet P, joiden
projektio suoralle 010, on tdmé sopiva F', toteuttavat ehdon Powr, (P) = Powr, (P).

Edellinen todistus vaatisi hieman teknisia yksityiskohtia, jotka on lakaistu maton
alle. Todistuksessa ensinnékin oletettiin, ettd F' on pisteiden O ja O, vélissi, jotta
saatiin x+y = 0,0,. Toiseksi todistuksessa ei missaén kohtaa todistettu, etta loydetty
kelpaava F' on pisteiden O; ja O, vilissi. (Néin ei oikeastaan edes aina ole: jos I's on
kokonaan ympyran I'y sisélld, niin radikaaliakseli sijaitsee ympyroiden ulkopuolella.)
Néama yksityiskohdat saa késiteltya helposti sijoittamalla pisteet koordinaatistoon
ja tata kautta selvittamalla kelpaavien P sijainnit. Mitdan uusia ideoita todistus ei
kuitenkaan vaadi, joten yksityiskohdat sivuutetaan.

Niiden pisteiden P joukkoa, joilla patee Powr, (P) = Powr, (P), kutsutaan ympy-
roiden I'; ja I'y radikaaliakseliksi. Todistimme edelld seuraavan tuloksen.

Lause (Radikaaliakseli on suora)

Olkoot T'y ja I's ympyroita, joilla on eri keskipisteet. Téll6in niiden radikaa-
liakseli on suora.

Lauseen oletus siité, etta keskipisteet eiviit ole samat, ei aiheuta tehtéavia ratkoessa
kiytdnnossd mitddn ongelmia. Se on kuitenkin tarpeellinen oletus: jos keskipisteet
ovat samat, niin radikaaliakseli joko sisdltda kaikki pisteet (jos ympyroiden séteet
ovat samat) tai ei mitdén pisteitd (jos ympyroiden siteet eivit ole samat).

Mita radikaaliakselista voidaan sanoa? Ensinnékin se on kohtisuorassa ympyroéiden
keskipisteiden O; ja Oy vilistd janaa kohden, miké on selvid symmetrian vuoksi (ja
seuraa myos todistuksesta). Liséksi jos I'; ja I's leikkaavat kahdessa pisteessd P ja
P, niin P; ja P, ovat tietysti radikaaliakselilla, koska niiden pisteen potenssit ovat
nollia molempien ympyroiden suhteen. Talloin radikaaliakseli on suora, joka kulkee
pisteiden P ja P, kautta.

Lopuksi mainitaan vield yksi radikaaliakseleita koskeva tulos.

Lause (Radikaalikeskuksen olemassaolo)

Olkoot I'y, 'y ja I's ympyrditéd, joilla on eri keskipisteet. Olkoon ¢; ympyréiden
I's ja I's radikaaliakseli, /5 ympyroiden 'y ja I's radikaaliakseli ja 3 ympyroiden
I'y ja I's radikaaliakseli. Suorat 1, ¢5 ja ¢3 joko ovat kaikki yhdensuuntaisia tai
leikkaavat samassa pisteessé.

Lauseen mukaista leikkauspistettd kutsutaan ympyroéiden I'y, I'y ja '3 radikaali-
keskukseksi. Tapaus, jossa /1, {5 ja {3 ovat yhdensuuntaisia, voidaan mieltd& niin,
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ettd suorat /; leikkaavat toistensa kanssa "ddrettoméan kaukana” tavallisista pisteista.
Tallaisia tilanteita késitelladn tarkemmin projektiivisen geometrian luvussa. Ideana
on, ettei tdma tapaus oikeastaan eroa yleisestéa tapauksesta.

Lauseen todistusta varten tutkitaan seuraavia vaitteita:

1. Kolmion ABC sivujen keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessé (kolmion
ympéarysympyran keskipiste).

2. Kolmion ABC' kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessi (kolmion si-
sdympyran keskipiste).

3. Kolmen ympyréan radikaaliakselit leikkaavat samassa pisteessa.
Jokainen néaista tuloksista voidaan todistaa samalla idealla.

1. Olkoon P sivujen AB ja BC keskinormaalien leikkauspiste. Koska P on sivun
AB keskinormaalilla, patee PA = PB. Vastaavasti PB = PC. Téaten PA =
PC, eli P on sivun AC keskinormaalilla.

2. Olkoon P kirkien A ja B kulmanpuolittajien leikkauspiste. Koska P on kulman
A puolittajalla, on P yhté kaukana sivuista AB ja AC. Vastaavasti P on yhté
kaukana sivuista BA ja BC'. Taten P on yhtd kaukana sivuista C A ja CB, eli
se on kulman C' puolittajalla.

3. Olkoon P radikaaliakselien ¢; ja {5 leikkauspiste. Koska P on radikaaliakselilla
¢y, patee Powr,(P) = Powr,(P). Vastaavasti Powr, (P) = Powr,(P). Téten
Powr, (P) = Powr,(P), eli P on radikaaliakselilla ¢3.

Ensimmainen esimerkkitehtéva on vuoden 2016 Baltian tie -kilpailusta.

Olkoon ABC'D jannenelikulmio, jonka sivut AB ja C'D eivét ole yhdensuuntai-
sia. Olkoon M sivun C'D keskipiste. Olkoon P sellainen piste jannenelikulmion
ABCD sisalla, ettda PA = PB = C'M. Todista, ettd AB, C'D ja janan M P

keskinormaali kulkevat saman pisteen kautta.
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Tehtévan ratkaisu on hyvin yksinkertainen: Olkoon I'y jdnnenelikulmion ABC'D
ymparysympyra, ['y ympyréa, jonka sidde on AP ja keskipiste P, ja I's ympyra, jonka
keskipiste on M ja side C'M. Talloin ympyroiden I'y ja I's radikaaliakseli on AB
(koska A ja B ovat ympyroiden leikkauspisteet), ja vastaavasti ympyroiden I'; ja
I's radikaaliakseli on C'D. Téaten ympyroiden I's ja I's radikaaliakseli kulkee suorien
AB ja CD leikkauspisteen kautta radikaalikeskuksen olemassaolon nojalla. Koska

ympyroiden I'y ja I'3 séteet ovat samat, on niiden radikaaliakseli nimenomaan janan
PM keskinormaali.

Huomaa, ettd ratkaisu ei misséddn kohdassa kiayttanyt tietoa siité, ettd P on nelikul-
mion ABC'D sisalla. Viite pateekin myos pisteen P ollessa nelikulmion ulkopuolella.

Kommentti: Miten tehtévan ratkaisuun voi padtya? Tehtdvéissd on monta teki-
jaa, jotka vihjaavat kdyttdméaédn radikaaliakseleita: paljon yhtéa pitkid janoja (misté
saadaan ympyro6itd) ja kolmen suoran leikkaaminen samassa pisteessé. Liséksi konfi-
guraatiossa ei ole paljoakaan asioita, mitd voi tehdd — melkeinpé ainoa lahestymis-

tapa on lisatd P- ja M-keskiset ympyrat. Ratkaisu seuraa tdmaéan jalkeen hyvinkin
suoraviivaisesti.

Seuraava tehtdava on vuoden 2017 Pohjoismaisesta matematiikkakilpailusta.

Olkoot M ja N terdvikulmaisen kolmion ABC sivujen AC' ja AB keskipisteet,
missd AB # AC'. Olkoon wg M-keskinen ympyré, joka kulkee pisteen B kautta,
ja olkoon we N-keskinen ympyré, joka kulkee pisteen C' kautta. Olkoon D
sellainen piste, ettd ABC'D on tasakylkinen puolisuunnikas ja AD on BC:n
suuntainen. Oletetaan, ettd wp ja we leikkaavat kahdessa (eri) pisteessd P ja
Q. Osoita, ettd D sijaitsee suoralla PQ).
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we, wB

Heti ndhdaén, ettd haluamme pisteen D olevan ympyroiden wp ja we radikaa-
liakselilla. On mahdollista® laskea suoraan Pow,,, (D) = M D?* — M B? ja Pow,,. (D),
jolloin tehtava ratkeaa. Etenemme kuitenkin toisella tavalla.

Mita radikaaliakselista voidaan sanoa? Kuvasta néyttéa siltd, ettd se on kohtisuoras-
sa suoria AD, NM ja BC vasten. Todistetaan taméa. Muistetaan, ettd radikaaliakseli
on kohtisuorassa ympyroiden keskipisteiden vélista suoraa vasten, eli tissd tapaukses-
sa PQ) ja N M ovat kohtisuoria. Koska N ja M ovat sivujen AB ja AC keskipisteet,
piatee NM||BC. Tamé todistaa aputuloksen.

Jaljelld on endd radikaaliakselin PQ) "sijainnin” maarittdminen: onko P() vaaka-
suuntaan nahden samassa kohdassa kuin D (kun jana BC' on x-akselin suuntainen)?
Yksi tapa ratkaista ongelma on kiayttda analyyttistd geometriaa eli asetella pisteet
koordinaatistoon ja laskea pisteiden koordinaatteja. Tamaé idea johtaa ratkaisuun,
eiki lihestymistapa edes vaadi kovin raskaita laskuja.® Viltdmme kuitenkin jilleen
mekaanista laskemista ja esitdmme erilaisen lahestymistavan.

Kuten aiemmin todettiin, pisteen D y-koordinaatilla ei ole vilid, vaan ainoastaan
sen x-suuntaisella sijainnilla on vélia. Tamén vuoksi on luontevaa korvata D hie-
man helpommin késiteltavalla pisteelld, nimittdin pisteen A peilauksella sivun BC
keskipisteen yli. Olkoon tamé peilattu piste A’.

Nyt voidaan huomata mielenkiintoinen kuvio: suora AA’ kulkee mediaanien BM ja
CN leikkauspisteen kautta. Lisiksi jos médrittelemme ympyrén wy samaan tapaan
kuin ympyrit wp ja we, niin AA” on sen halkaisija. Tésta motivoituneena peilataan
myos pisteet B ja C' pisteiden M ja N yli, jotta saadaan ympyroiden wg ja we
halkaisijat.

SRatkaisusta tulee kuitenkin hyvin laskennallinen.

6 Aivoja ei kuitenkaan kannata heittds narikkaan. Yksi hyvi tapa valita pisteiden koordinaatit
on sijoittaa B origoon (0,0), C pisteeseen (2¢,0) ja A pisteeseen (2a,2). Nyt N = (a,1), M =
(a+¢,1) ja D =(2¢c — 2a,2). Pisteiden P ja @ sijainnit saadaan kahden ympyréan leikkauspisteina.
Voimme huijata hieman: tiedimme, etté leikkauspisteiden z-koordinaatit ovat 2¢ — 2a (tdméahén
pyydettiin todistamaan), jolloin vahalld vaivalla saadaan myos y-koordinaatit. Voimme siis kirjoittaa
"Huomataan, ettéd leikkauspisteet ovat P = ... ja Q = ...” ja vain sijoittamalla tarkistaa, ettd ndméa
pisteet todella ovat ympyréilld wp ja we.
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Nyt on hyvé hetki pysdhtyé ja tarkastella ongelmaa kolmion A’B’C” nakokulmasta.
Ongelma muuttuu seuraavaan muotoon: "Janat BB’ ja C'C’ ovat kolmion A'B’'C’
mediaaneja. Olkoot wp ja we ympyrdita, joiden halkaisijat ovat BB’ ja C'C’. Osoita,
ettd A’ on ympyroiden wp ja we radikaaliakselilla”.

Ongelma ei ehké vield ole triviaali, eiké se dkkiseltdan edes nédytéd juurikaan hel-
pommalta kuin alkuperdinen ongelma. Téssd muotoilussa on kuitenkin yksi selva etu:
ongelma koskee pelkéstdan yhtad kolmiota ja sen mediaaneja, kun taas alkuperdinen
ongelma vaati lisdksi pisteen D tasakylkisen puolisuunnikkaan muodostamiseksi.
Tama muotoilu ongelmasta on siten paljon yksinkertaisempi ja myos luultavasti
helpompi.

Tassa on uusi, selkeimpi kuva ongelmasta.

Konfiguraatio alkaa néyttad varsin yksinkertaiselta.

Jotta A’ olisi radikaaliakselilla, tulisi sen pisteen potenssien olla samat molempien
ympyroiden wp ja we suhteen. Yksi tapa osoittaa tdmaé olisi kiyttééd kaavaa wp(P) =
OP? — r?. Tissi tapauksessa timéi kaava ei kuitenkaan ole kovin hyddyllinen, koska
ei ole helppoa laskea mediaanien pituuksia tai pisteen A’ etdisyyttd mediaanin C'C’
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keskipisteeseen.” Toinen idea on yrittii valita ympyriltd pisteet X ja Y siten, ettd
A on suoralla XY, ja laskea AX - AY. Ympyrilla wp ainoat jarkevat kandidaatit
pisteeksi X ovat B ja B’. Tastd piddsemme seuraavaan ratkaisuun.

Olkoon FE kérjen B’ korkeusjanan kantapiste. Koska /B'EB = 90°, on E ympyréalla
wp. Maéritellaan F vastaavasti, jolloin F' on ympyralld we. Halutaan osoittaa, etta

AF . -AC=AF.-ADB eli etta
AF A'B

AE  AC
Jalkimmaé&inen osamééird on sama kuin %, koska kolmiot A’BC ja A’C'B’ ovat
yhdenmuotoisia. Riittéa siis osoittaa, ettéa

AF AT
AE  A'B’

Ortokeskusta koskevista konfiguraatioista tiedamme, ettéa B’FEC’ on jannene-
likulmio, joten pisteen potenssilla saadaan A'F - A’B’ = A'E - A'C’, joka voidaan
kirjoittaa muodossa

AF AT
AE  AB’

Tama ratkaisee ongelman.

Kommentti: Ratkaisun vaikein osio vaikuttaisi olevan pisteiden A’, B" ja C” lisdédmi-
nen kuvioon. Misté tdmén voisi keksid? Yksi ajatus on, etteivit tehtévissa valmiiksi
olevat pisteet oikein tahdo riittda ongelman ratkaisemiseksi, joten tehtavadn on hyva
lisdta uusia pisteitd ("Mitd muutakaan téssé voi tehdd?”). Jos taas ajatuksena on
lisdté pisteité, niin esitetyt lisdykset ovat varsin luonnollisia: ongelma pyorii sivujen
keskipisteiden ymparilld, joten peilaukset nédiden pisteiden yli ovat luonteva idea
(varsinkin kun néin saadaan ympyroiden halkaisijoita). Mainittakoon vield, ettd usein
ensimméinen yritys ei onnistu, vaan ratkaisua etsiessé taytyy kokeilla monia erilaisia
ideoita.

4.2 Sivuympyrat ja yhdeksan pisteen ympyra

Olkoon annettuna kolmio ABC'. Tutkitaan sellaista ympyréé, joka sivuaa sivua BC'
sekd sivujen AB ja AC jatkeita. Seuraavassa kuvassa on esitetty tdmé konfiguraatio.

"Mediaanin pituuden voi tosin laskea seuraavasti: Peilataan C’ pisteen C yli pisteeseen C”,
jolloin C” A’C'B’ on suunnikas. Niin sanottu suunnikaslause sanoo, ettid suunnikkaan lavistajien
pituuksien neliéiden summa on yhté suuri kuin suunnikkaan sivujen pituuksien neliéiden summa:s:
tulos seuraa kohtuu suoraviivaisesti kosinilauseesta. Kosinilause opetetaan lukiossa ja sen voi myos
etsia netisté.
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Kuvassa siis 4 on méaéritellyn ympyran keskipiste. Tama ympyra sivuaa janaa
BC pisteessa D ja sivujen AC ja AB jatkeita pisteissd T ja T¢. Liséksi kuvaan on
piirretty kolmion ABC' sisdympyréan keskipiste 1.

Enta piste M? M on maéaritelty olemaan kolmion BIC' ympéri piirretyn ympyran
keskipiste. Edellisesséd luvussa huomasimme, ettd tdméa M on kolmion ABC' ympé-
rysympyran kaaren BC' keskipiste. Kuten kuvasta ndhdéaén, myos seuraava tulos
patee.

Nelikulmio BICI4 on jannenelikulmio, jonka ympéarysympyrian keskipiste on
M. Lisaksi 11, on halkaisija télle ympyrélle.

Mietitdan hetki pisteen 14 ominaisuuksia. Samoin kuin todistimme ympérysym-
pyran keskipisteen, sisdympyrin keskipisteen ja radikaalikeskuksen olemassaolot,
voimme myos todistaa, ettd 14 on kulmien /BAC, /T BC' ja £/BCT¢ puolittajien
leikkauspiste.

Sitten lemman todistukseen. Haluamme siis osoittaa, ettd BICI, on janneneli-
kulmio. Tédmén voi tehdéd hyvin monella eri tavalla, tdssé on yksi: Osoitetaan, etté
/ZI,BC = ZI,IC. Ensimmaéinen kulma saadaan laskettua edellé esitetyn huomion
avulla:

1 1 1
ZIABC = S /TsBC = S(180° — ZB) = 90° — 5 /B

Toista kulmaa varten huomataan ensiksi, ettd ZI41C = ZMIC. Tama patee, koska
pisteet I, M ja I, ovat kulman ZA puolittajalla. Nyt koska M on kolmion BIC
ymparysympyran keskipiste, pétee

1 1 1 1
ZMIC = S(180° — ZIMC) = S(180° = 2/1BC) = S(180° — ZB) = 90° — - /B.
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Téaten BICI4 on jannenelikulmio. Lisdksi M on tietysti sen ympéarysympyréan keski-
piste ja 11,4 on ympyran halkaisija.

Lemmasta seuraa, ettd ZIBI4 = ZICI4 = 90° (miki seuraa myo6s suoremmin
kulmanpuolittajaominaisuuksista). Tutkitaan seuraavaa konfiguraatiota, johon on
merkitty kirkid B ja C' vastaavien sivuympyroiden keskipisteet I ja I¢.

Pétee ZIBI4 = 90° ja vastaavasti ZIBIo = 90°. Siis ZIoBI4 = 180°, eli pisteet
1o, B ja I4 ovat samalla suoralla. Eiké siiné vield kaikki: patee ZIgBlo = ZIBlc =
90°, eli IgB on kolmion I,Igls korkeusjana. Pisteet A, B ja C' ovat tédten kolmion
14151 korkeusjanojen kantapisteet, ja piste I on kolmion ortokeskus. Konfiguraatio
on siis jo edellisestd luvusta tuttu.

Kehitelldan tuloksia vielda eteenpéain. Tutkitaan kolmioita [4Iglc ja ABC. Tie-
ddmme, ettd janan 11, keskipiste (eli jannenelikulmion BIC1, ympérysympyran
keskipiste) M4 on ABC':n ympérysympyralla. Maaritelladn Mp ja M¢ vastaavasti.

Olkoon N4 janan Ipls keskipiste, jolloin N4 on jannenelikulmion IzCBls ympéa-
rysympyran keskipiste. Suora lasku antaa

LANyB = ZIcNsB =2/1CB =2/ICB = ZC,

eli N4 on kolmion ABC ympérysympyrillid.® Miiritelliin N ja No vastaavasti.

Olemme siis todistaneet, ettd pisteet A, B,C, M4, Mg, Mc, Na, Ng ja No ovat
kaikki samalla ympyralld. Téahéan asti kaikkea on tutkittu kolmion 74 /gls nakdkul-
masta. Katsomalla tilannetta kolmion ABC silmin saadaan seuraava tulos.

Lause (Yhdeksén pisteen ympyré)

Olkoon ABC' kolmio. Olkoot Hu, Hg ja Hp kolmion ABC' korkeusjanojen
kantapisteet ja N4, Ng ja Ng kolmion ABC' sivujen keskipisteet. Olkoon
H kolmion ABC' ortokeskus, ja olkoot M, Mp ja Mg janojen HA, HB ja
HC keskipisteet. Télloin pisteet Hq, Hg, Ho, Na, Ng, No, M a, Mg ja M ovat
kaikki samalla ympyréalla.

8Lisiksi pitee, ettd, NyM4 on kolmion ABC ympéirysympyrin halkaisija.
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Seuraava vaikea esimerkkitehtévd demonstroi loistavasti, miten tdhén asti esi-
teltyjé geometrian menetelmié voidaan soveltaa. Tehtdva on vuoden 2018 ELMO-
lyhytlistalta.

Olkoon ABC' kolmio, ja olkoot H ja O sen ortokeskus ja ympérysympyran
keskipiste. Olkoon P janan AH keskipiste, ja olkoon T se piste suoralla BC,
jolla ZT AO = 90°. Olkoon X pisteen O projektio suoralle T P. Osoita, etté
janan PX keskipiste on kolmion ABC yhdeksén pisteen ympyralla.

Tassa on tehtavan konfiguraatiosta kuva, johon on lisétty pari hyodylliseksi osoit-
tautuvaa pistetta.

Olkoon () janan PX keskipiste.

Miten todistetaan, ettd jokin piste on yhdeksén pisteen ympyralla? Valitsemalla
kyseiseltd ympyraltd jotkin kolme pistettd S,7T" ja U ja osoittamalla, ettd valitut
pisteet ja annettu piste muodostavat yhdessa jannenelikulmion. On tietysti monta
tapaa valita pisteet S,T ja U. Millainen olisi hyvéa valinta?

Piste P on yhdekséan pisteen ympyrallé ja se esiintyy valmiiksi tehtévéissé, joten se
voisi olla hyva valinta. Miké&dn muu tehtdvanannon pisteisté ei ole yhdeksén pisteen
ympyréilla, joten mietitddn muita kriteereja. Haluamme, etté pisteiden S, T, U ja @)
viliset kulmat ovat laskettavissa. Montaa kandidaattia ei tule mieleen, mutta kéirjen
A korkeusjanan kantapiste D vaikuttaa lupaavalta, koska ZQPD liittyy vahvasti
tehtdvan pisteisiin.

Jos kerran tiedamme, mitd ZQPD on, niin haluaisimme neljannen pisteen U
olevan sellainen, ettd voimme laskea kulman ZDUQ suuruuden. Kaymalld 1api
vaihtoehtoja (korkeusjanojen kantapisteet, sivujen keskipisteet sekéd janojen BH ja
C'H keskipisteet) huomataan, ettd sivun BC' keskipiste M néayttéaisi olevan samalla
suoralla kuin pisteet A ja @. Lisédksi huomataan, ettd tdmé suora néyttéisi olevan
kohtisuorassa suoraa T'X kohti. Téten piste M vaikuttaa todella hyvalta valinnalta.

Saimme aikaan edistystd: saimme lisdtietoa siitd, mitd tehtavassa tapahtuu ja
miten tehtédvanannon véitteen voisi todistaa. Toisaalta olemme ongelmissa: mediaanit
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ja kulmat ovat haastava yhdistelmé, joten tehtédva ei tule ratkeamaan suoralla
kulmanjahtauksella. Saamme kuitenkin jonkinlaisen otteen pisteestd M. Tieddmme,
ettd Z/TMO =/BMO =90°=/TX0O = ZTAQO. Pisteet T, A, X, O ja M ovat siis
kaikki samalla ympyrélla (jonka halkaisija on jana T'0O).

Tyon alla on siis seuraavien vaitteiden todistaminen.

1. Pisteet A, Q ja M ovat samalla suoralla.
2. Suorat AM ja T'X ovat kohtisuorassa toisiaan vasten.

3. Kulmien ZDPQ ja ZDM(E summa on 180°. Olettamalla, ettd kohta 1 pétee,
tdma saadaan muotoon ZDPX + ZDMA = 180°.

Kohtien 1 ja 2 viitteet kannattaa yhdistéd seuraavaksi véitteeksi: "Jana AM puolittaa
janan PX ja leikkaa téata kohtisuorasti”. Tama liittyy aiemmin mainittuun tehtavin
“kuorimiseen”: ongelmat kannattaa aina esittdd mahdollisimman ldhestyttévassa
muodossa. Motivaatio muotoilun takana on se, ettd on usein helpompaa osoittaa,
ettd jokin jana puolittaa jonkin toisen janan, kuin ettd kolme pistettd ovat samalla
suoralla.

Kohdan 2 viitteestd seuraa, ettd nelikulmio TAQD on jannenelikulmio ja etté
suorat AQ ja XO ovat yhdensuuntaiset.

Olettaen kohtien 1 ja 2 véiitteet saadaan
LPTD = /QTD = LQAD = LZMAD = ZAMO = LATO.

Kohta 3 seuraa téstd. Kohdan 3 yhtdlo ZDPX + ZDM A = 180° voidaan nimittédin
muotoilla uudelleen: Ensinnégkin Z/DPX = 180 — ZTPD = 90 + ZPTD. Toiseksi
LDMA=/TMA =/TOA =90°— LATO, eli haluamme ZPTD = ZATO. Taméa
todistettiin edellé.

Todistettavana on siis seuraava viite: "Jana AM puolittaa janan PX ja leikkaa
tatad kohtisuorasti”. Kohtisuoruus on helpompi ehto kuin pituuksia koskeva viite,
joten aloitetaan siitd. Téssd vaiheessa voimme unohtaa pisteen X.

Mité johtopaitoksid voitaisiin vetdd, jos patisi AM L TP? Huomataan®, etti
téalloin P olisi kolmion AMT ortokeskus. Témé on joustavampi ehto kuin AM | TP,
joten kaytetadn sita.

Ortokeskusominaisuus seuraa, jos osoitamme, ettd M P 1 AT, mikd puolestaan on
ekvivalenttia sen kanssa, ettd suorat AO ja PM ovat yhdensuuntaisia. Tadmé& on hyvé
muotoilu ongelmallemme: olemme péasseet kokonaan eroon pisteesta 1. Tutkitaan
siis pisteita A, P, M ja O.

Tieddmme, ettd suorat AP ja MO ovat molemmat kohtisuorassa sivua BC kohden,
joten AP||MO. Ehto AO||PM tarkoittaisi siis sitd, ettd nelikulmio APMO olisi

suunnikas. Kulman ZP AQO voi laskea melko helposti, mutta kulma ZPMO on paljon
vaikeampi.

9T4t4 el tosin ole kovin helppo huomata.
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Mietitdan hetki ennen kuin jatketaan: mité pisteistd P ja M voidaan sanoa? Ne
ovat kylla joidenkin janojen keskipisteitd, mutta tdmé ei ole mielenkiintoisin asia,
mitd pisteistd voidaan sanoa. Jos nimittdin F ja F' ovat kirjistd B ja C lahtevien
korkeusjanojen kantapisteet,' niin P on jinnenelikulmion AEH F ympirysympyrin
keskipiste. Vastaavasti M on jannenelikulmion BF EC ympéarysympyran keskipiste.

Ympyroiden keskipisteiden vilinen jana PM on kohtisuorassa radikaaliakselia
vasten. Téssa tapauksessa ympyrat leikkaavat kahdessa pisteessd E ja F', joten
jana PM on kohtisuorassa janaa E'F' kohden. Enéaé tulee siis osoittaa, ettd AO on
kohtisuorassa janaa E'F kohden. Olemme péadsseet eroon vaikeasta pisteestd P, miké
on hyvia edistysta.

Tama ongelma on jo varsin helppo: pétee
1
ZOAE = ZOAC = 5(180O — LAOC) =90° — 4B,

ja koska BC'F'E on jannenelikulmio, niin
/FEA = /B,

joten vaite seuraa.

Olemme nyt saaneet todistettua, ettd AM 1 TP, ja olemme huomanneet, etta tasté
seuraa, ettéd P on kolmion T'AM ortokeskus. Enda halutaan puolittajaominaisuus.
Tutkitaan hetki tehtédvada kolmion T'AM ndkokulmasta: Nyt O on sellainen piste
kolmion TAM ympéarysympyréalld, ettd TO on tdméan ympyran halkaisija. Tarkedmpi
kysymys on kuitenkin “mika piste X on?”. My6s piste X on, kuten olemme jo
ailemmin todenneet, kolmion T'AM ympéarysympyralld. Lisdksi nyt tieddmme, etté se
saadaan jatkamalla kéirjestd T ldhtevdd kolmion T'AM korkeusjanaa tdmén kolmion
ympéarysympyrélle.

Tehtava on kiytdnnossa palautettu tuttuun tilanteeseen, jossa tutkitaan kolmiota,
sen ortokeskusta ja joitain pisteitd tdhan liittyen. Tamén ongelman ratkaiseminen ei
enad ole vaikeaa.

100n luontevaa lisitd ndmé pisteet konfiguraatioon, koska kuvio siséltéi jo ortokeskuksen H.
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Saadaan
LMAX = /ZMTX =90° — LZTMA =90°— (90° — LM AD) = LM AP,

eli suora AM on kulman ZPAX puolittaja. Téaten kolmion PAX kérjestd A lahtevé
korkeusjana ja kulmanpuolittaja ovat sama suora, joten kolmio on tasakylkinen.
Viite on néin todistettu.

Kommentti: Tehtéava on vaikea, ja ratkaisu vaatii monia erilaisia huomioita. Vaikeita
tehtévid ratkoessa korostuu se, ettéd pystyy vililla katsomaan ongelmaa kauempaa:
on vaikea kuvitella, etta ylla esitettyyn ratkaisuun voisi paatyé "vahingossa” eli vain
tekemalld sokeasti erilaisia havaintoja, vaan ratkaisua keksiessd pitdé olla selkeé
suunnitelma.

Tehtéavassa tuli hyvin ilmi parikin asiaa, jotka ovat tarkeitd geometrian tehtévia
ratkoessa. Ensinnékin on hyva keksié ensin kelvollinen suunnitelma, jota lahtee to-
teuttamaan.!! Toiseksi tehtiviin ratkaiseminen voi vaatia hyvinkin vaikeita huomioita
konfiguraatiosta. Téssd tehtdvissd mielestani vaikeimmin keksittéva huomio oli se,
ettéd piste P on kolmion T'AM ortokeskus. Kolmanneksi: On hyva olla késitys sii-
ta, mika on edistystd eli mitd kannattaa tavoitella. Téssé ratkaisussa térkeimpia
edistysaskelia olivat vaikeiden pisteiden eliminoiminen seké ehtojen kirjoittaminen
joustavampaan muotoon.

Tamén tehtdvan ratkaisussa korostui vield ortokeskuksien perusominaisuuksien hyo-
dyllisyys.'? Tahén on nostettu pari hyodyllistd ortokeskusta koskevaa tulosta, jotka
tulivat edellisessé ratkaisussa ilmi, mutta joita ei ole mainittu aiemmin. Todistaminen
jatetaan lukijalle.

Lemma

Olkoon H kolmion ABC ortokeskus. Olkoon H' pisteen H peilaus sivun BC
yli, ja olkoon H” pisteen H peilaus sivun BC keskipisteen yli. Talloin

1. Piste H' on kolmion ABC ympéarysympyralla
2. Piste H” on kolmion ABC' ympéarysympyréalla

3. Jana AH" on kolmion ABC ympéarysympyran halkaisija.

4.3 Homotetia

Olkoon ABC' jokin kolmio, ja olkoot D ja FE sellaisia pisteitd janojen AB ja AC

jatkeilla, ettd janat BC' ja DE ovat yhdensuuntaisia. Olkoon P sellainen piste janalla

BC', etta % = %, ja olkoon () vastaavasti sellainen piste janalla DE, etté g—g = %

" Syunnitelma voi tietysti muuttua matkan varrella.
12Mita hyStyd on vaikean ongelman palauttamisesta helppoon ongelmaan, jos tétd helppoa
ongelmaa ei saa ratkaistua?
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D %) E

Intuitio sanoo, ettd pisteet A, P ja () ovat samalla suoralla: kolmio ADFE on vain
suurennettu versio kolmiosta ABC', ja pisteiden P ja () suhteelliset sijainnit ovat
samat. Vaitteen voi todistaa yhdenmuotoisilla kolmioilla. Yksityiskohdat sivuutetaan
tassa.

Homotetia mahdollistaa tdménkaltaisen ajatuksen formalisoinnin ja kdyttdmisen
yleisessa tilanteessa. Homotetia on on tason kuvaus, eli homotetiassa tason pisteet
kuvautuvat toisille tason pisteille. Kuvauksen méaarad kaksi muuttujaa: piste ja
kerroin. Edellisessa esimerkissa voitaisiin tutkia A-keskistéd homotetiaa, jonka kerroin
on ﬁ—g. Tama homotetia "venyttdd” tasoa, jolloin pisteet B ja C' kuvautuvat pisteiksi
D ja E. Vastaavasti piste P kuvautuu pisteeksi Q).

Homotetian kerroin k& voi myo6s olla negatiivinen: talloin pisteen P kuvaamiseksi

ensin peilataan P homotetian keskuksen A yli ja sitten kerrotaan etéisyys AP luvulla
L

Konsepti ei siis ole kovin ihmeellinen. Kyse onkin siitd, miten eri konfiguraatioita
kannattaa kéasitelld. Tahan liittyen esitetdan vuoden 2019 syksylla valmennustehtéva-
né olleen ongelman ratkaisu.

Kaksi ympyréaa sivuaa toisiaan sisédpuolisesti pisteessd 1. Ulomman ympyran
jinne AB on sisemmén ympyréin tangentti pisteessda P. Osoita, ettd suora TP
puolittaa kulman ZATB.
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Ajatuksena on, ettd isompi ympyra saadaan venyttamaélla pienempéaéd ympyraé
pisteesta T nahden, eli toisin sanoen on olemassa T-keskinen homotetia, joka kuvaa
pienemmaén ympyréin isommaksi ympyraksi. Alla on esitetty vaitteelle todistus.

Olkoon O; isomman ympyréan keskipiste, ja olkoon Oy pienemmén ympyran keski-
piste. Valitaan homotetian kertoimeksi k = ;8;. Tulee osoittaa, ettd jos X on piste
pienemmsin ympyrin kehilli, niin se piste X', joka on samalla suoralla'® kuin 7' ja

X jajolla TX'=Fk-TX, on isommalla ympyralla.

Tama vaite voidaan todistaa yhdenmuotoisilla kolmioilla. Tieddmme, etté % =

% jaettd ZXTOy = £ZX'"TO;. Taten kolmiot T X O, ja T X'O; ovat yhdenmuotoisia.
Koska kolmio T X O, on tasakylkinen, on kolmio TX’'O; my0s tasakylkinen, joten
TO; = X'O;. Tama on mita haluttiinkin.

Tehtévéin voi tdten ajatella seuraavasti: Valitsemme pieneltd ympyralta pisteet A’
ja B'. Piirrdmme pienelle ympyrélle tangentin (kuvassa jana AB), joka on yhdensuun-
tainen'# janan A’B’ kanssa. Olkoon P timé tangenttipiste. Haluamme osoittaa, etti
jana T'P puolittaa janan ZA'TB’, eli toisin sanoen ettd P on kaaren A keskipiste.

Téta ongelmaa voi vield halutessaan ajatella hieman eri ndkokulmasta: valitaan
ensiksi piste P ja piirretdan sen kautta kulkeva tangentti, ja valitaan vasta sitten
tangentin kanssa yhdensuuntainen ympyran jinne A’B’. Pisteen P tulisi aina olla
kaaren A’B’ keskipiste riippumatta siitd, mikd on tangentin ja janteen A’B’ vélinen
etaisyys.

Edelliset huomiot antavat ideoita siihen, miten vaitettd kannattaa lahted todis-
tamaan. Todistus ei ole vaikea: Jos pisteet A, B, A’ ja B’ ovat kuten kuvassa, niin
kehdkulmalauseen tangenttiversion nojalla ZA'B'P = £/ A’ P A. Toisaalta koska suorat
A’ B’ ja AB ovat yhdensuuntaisia, niin /PA'B’' = ZA'PA. Taten ZA'B'P = /PA'B,

ja vaite seuraa.

4.4 Cevan lause ja kolmion merkilliset pisteet

Luvun viimeisessd osiossa esitetddn Cevan lause, jonka avulla voidaan todistaa
kolmion merkillisten pisteiden olemassaolot.

13Ja samalla puolella pistettd T kuin X.
4 Homotetiassahan suora kuvautuu aina suoraksi, joka on yhdensuuntainen alkuperiisen suoran
kanssa.
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B D C

Cevan lause ratkaisee seuraavan ongelman: Kolmion ABC sivuilla on pisteet D, E
ja I, kukin yhdelld sivulla. Milloin janat AD, BE ja C'F leikkaavat samassa pisteessi?

Lause (Cevan lause)

Olkoot D, E ja F pisteitd kolmion ABC sivuilla BC, AC ja AB (téssi jér-
jestyksessd). Janat AD, BE ja C'F leikkaavat samassa pisteessé jos ja vain

jos
AF BD CE _

FB DC EA -

Pisteet D, E ja F jakavat sivut AB, BC' ja C'A yhteenséa kuuteen osaan. Cevan
lauseen vasemman puolen osoittajissa on joka toinen néistd kuudesta osasta (kuvassa
mustalla) ja nimittédjissé loput osat (kuvassa punaisella).

Cevan lauseen voi todistaa ovelasti kiyttamalla pinta-aloja. Merkitdan kolmion
XY Z pinta-alaa [XY Z]. Oletetaan ensin, ettd janat leikkaavat samassa pisteessi
P. Kolmioilla BDP ja CDP on sama pisteestd P ldhtevé korkeusjana, joten niiden
pinta-alojen suhde on sama kuin kantojen pituuksien suhde:

[PBD] BD
[PDC] DC"
Vastaavalla logiikalla kolmioilla ABD ja ADC saadaan
[ABD]  BD
[ADC] DC"

Tésté seuraa,'® etté
[ABD] — [PBD]  BD
[ADC] — [PDC]  DC’

eli

[ABP] _ BD

[ACP]  DC°
Samalla tavalla saadaan muille sivuille

[BC'P] B E_C’

[ABP] AFE

a—c

b—d

1%Jos ¢ = £, niin = . Tamé on helppo tarkistaa auki kertomalla.

42



Olli Jarviniemi Ollin opas olympiatason ongelmanratkaisuun

ja

[ACP] FA

[BCP] BF’
Viite seuraa kertomalla ndmé kolme yhtéalod keskendén, koska pinta-alat supistuvat
pois.

Olemme nyt todistaneet toisen osan Cevan lauseesta. Esimerkiksi painopisteen
olemassaoloa varten mielenkiintoisempi osuus on kuitenkin ”jos sivujen pituudet
toteuttavat yhtélon, niin janat AD, BE ja C'F leikkaavat samassa pisteessd”. Tamé
saadaan edellisestd osasta yksikésitteisyysargumentilla.

Oletetaan, etté pisteet D, E ja F on valittu niin, etta

AF BD CE
FB DC EA
Jos janat AD, BE ja C'F leikkaavat samassa pisteessé, niin olemme valmiit. Muussa

tapauksessa: olkoon P janojen BE ja C'F leikkauspiste, ja olkoon D’ janan AP
jatkeen leikkauspiste sivun BC' kanssa.

1.

A

Cevan lauseen aiemmin todistetun osan nojalla péatee

AF BD" CE ]
FB DC EA 7
joten yhdistamaélla tdma pisteen D tietoihin saadaan
BD  BD'
DC  DC’
Tasta seuraa, ettd D = D’. Miksi? Suhde % kasvaa koko ajan, kun pistettd X
lilkutetaan pisteestd B pain pistettd C' kohti. Téten suhteet g—g ja % eivit voi olla

samat millddn kahdella eri pisteella D ja D', jotka ovat janalla BC. Tamé todistaa
Cevan lauseen toisen puolen.

Osoitetaan sitten, ettd kolmion merkilliset pisteet ovat olemassa.

Painopiste
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Painopisteen olemassaolo on varsin triviaali: Cevan lauseen pisteet D, E ja F' ovat

talloin sivujen keskipisteet, eli pétee % = g—g = % =1, eli naiden suhteiden tulo
on myos 1.

Ortokeskus

Kuten on jo mainittu, tieddmme ortokeskukseen liittyen kaikki kulmat. Téaten
trigonometrialla tai yhdenmuotoisilla kolmioilla saadaan sivujen pituuksien suhteita.
Kolmiot BAD ja BCF ovat yhdenmuotoiset, joten

BA  BC

BD BF’
eli

BF _ BC

BD  AB’

Kirjoittamalla vastaavat lausekkeet kérjille A ja C' ja kertomalla yhtélot keskenédén
niahdééan, ettd Cevan lauseen ehto pétee, misté viite seuraa.

Edellinen todistus vaatii sen, ettd kolmio ABC' on teraviakulmainen. Suorakul-
maisella kolmiolla ortokeskus sijaitsee suoran kulman kérjessa, ja tylppakulmaisella
kolmiolla ortokeskus on kolmion ulkopuolella. Eri tapauksista on hyva olla tietoinen,
vaikkakin monesti terdviakulmaisille kolmioille toimiva todistus toimii myos suora- ja
tylppikulmaisille kolmioille.'6

Ortokeskuksen olemassaolon saisi myos tutkimalla kolmion DFEF sisdympyran
keskipistettéd (jonka olemassaolon olemme todistaneet jo aiemmin). Kolmion DEF
kulmanpuolittajat leikkaavat kolmion ABC' ortokeskuksessa (miké seuraa helpolla
kulmanjahtauksella). Tadméi ei ole yllattavaa: aiemmin késittelimme sivuympyréiden
keskipisteiden muodostamaa kolmiota I4/gl- ja sen ominaisuuksia, ja huomasimme
pisteiden A, B ja C olevan kolmion I4Igls korkeusjanojen kantapisteet.

Sisdympyran ja ymparysympyran keskipisteet

6T4hin liittyy hauska fakta: jos H on kolmion ABC ortokeskus, niin A on kolmion HBC
ortokeskus.
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Sisdympyran olemassaolo todistettiin jo aiemmin, mutta tdmén voi todistaa myos
Cevan lauseella. Muistellaan lukiosta ns. kulmanpuolittajalausetta: Olkoon piste D
kolmion ABC' kulman ZA puolittajan ja sivun BC' leikkauspiste. Nyt

BD AB

DC  AC’
Kulmanpuolittajalause on helpohko seuraus sinilauseesta. Sisdympyran keskipisteen
olemassaolo seuraa kertomalla tdtd muotoa olevat yhtélot keskendén.

Ympéarysympyran keskipisteen olemassaolon voi todistaa terdaviakulmaisille kol-
mioille sinilausetta kdyttamaélla. Todistus ei kuitenkaan suoraan yleisty tylppéakul-
maisille kolmioille. Helpoin todistus ympéarysympyran keskipisteen olemassaololle
onkin aiemmin esitetty keskinormaaleihin perustuva argumentti.
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5 Projektiivinen geometria (Geometria)

Téssa luvussa esitetddn projektiivisen geometrian keskeisimmaét tyokalut kilpailu-
tehtévia ajatellen. Luvun tehtéavit ovat Evan Chenin kirjan Euclidean Geometry in
Mathematical Olympiads projektiivista geometriaa késittelevisté osiosta, ja myos
teoriaosioon on otettu vaikutteita Chenin kirjasta.

5.1 Perustulokset

Kehékulmalauseen avulla pystytddn jahtaamaan kulmia. Monesti vastaan tulee
kuitenkin ongelmia, joita ei saa ratkaistua pelkistdan laskemalla kaikkia kulmia.
Usein esteené on, etté joillekin kulmille ei ole olemassa mitédéan yksinkertaista esitystéa
tunnettujen kulmien avulla. Projektiivinen geometria tarjoaa tyokaluja, joilla voidaan
ratkaista ongelmia, joihin pelkkéd kehikulmalause ei riitd. (Téllaisia menetelmid
esiteltiin myos edellisessd luvussa.) Karkeasti voisi sanoa, ettd kehikulmalauseella
voidaan jahdata kulmia ja ns. perspektiivin ottamisella voidaan jahdata pituuksia.

Ensimmaéisend mainitaan pisteet ddrettomyydessd. Aiemmin kolmen ympyrén ra-
dikaaliakseleista puhuttaessa mainittiin, ettd radikaaliakselit joko leikkaavat kaikki
samassa pisteessé tai ovat kaikki yhdensuuntaisia. Tapauskésittelyn valttamiseksi
madritelladn piste ddrettomyydesséd. Jos £ on suora, niin suoralla ¢ méaéaritelladn
olemaan sellainen piste P,,, joka on "ddrettoméan kaukana” kaikista tason "normaa-
leista” pisteistd. Jos kaksi suoraa ovat yhdensuuntaiset, niitd vastaa sama piste
aarettomyydessé, ja muussa tapauksessa nama pisteet ovat eri pisteet. Radikaaliakse-
leita koskevan vaitteen voi nyt muotoilla niin, ettd radikaaliakselit leikkaavat kaikki
samassa pisteessé, joka voi olla piste dédrettomyydessé.

Mennéaén sitten itse asiaan. Teoria késittelee paljolti seuraavaksi méaariteltavas
harmonista suhdetta.

Olkoot A, B, X ja Y tason (eri) pisteitd. Niiden harmoniseksi suhteeksi mééri-
telldan

Téata merkitddn (A, B; X,Y).

Maaritelméssé pituudet ovat suunnattuja, eli ne voivat olla myos negatiivisia. Jos
A, B, X ja Y ovat samalla suoralla, niin suhde on negatiivinen tasmalleen silloin,
kun tasan yksi pisteistd X ja Y on pisteiden A ja B vélissd. Téstd on esimerkki
seuraavassa kuvassa.

A X B Y

Hyvin usein tarkastellaan tilannetta, jossa harmoninen suhde on —1. Télloin
rajoitutaan yleensé tilanteeseen, jossa A, X, B ja Y ovat samalla suoralla tai AX BY
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on jannenelikulmio. Huomaa, ettd suora voidaan ajatella ympyrénd, jonka keskipiste
on sopiva piste darettomyydessa.

Olkoot A, B, X ja Y tason (eri) pisteité, jotka ovat samalla ympyrélla. Sano-
taan, ettd A, B, X ja Y muodostavat harmonisen nelikon, jos

(A, B;X,Y) = —1.

Jos A, B, X ja Y ovat samalla ympyrélld, jonka séde on &arellinen, voidaan
puhua my6s harmonisesta (janne)nelikulmiosta.

Edelld esitetyssa kuvassa A, X, B ja Y muodostavat harmonisen nelikon. Alla on
esimerkki harmonisesta nelikulmiosta. Huomaa, etté pisteiden A, X, B ja Y tulee
jalleen olla oikeassa jérjestyksessd ympyréan kehallé, eli pisteiden X ja Y tulee olla
eri puolilla pisteitd A ja B. Negatiivisuus késitelladn siis vastaavasti kuin suoran
tapauksessa.

A

Seuraavaksi esitetadn harmonisen suhteen ja harmonisten nelikoiden ominaisuuksia.
Ensimmaisené on kehdkulmalausetta vastaava tulos.

Lemma

Olkoon AX BY jannenelikulmio, ja olkoon P piste talla ympyralld. Olkoon ¢
jokin tason suora. Olkoon A’ suorien AP ja /¢ leikkauspiste, ja méaritelladn
B’, X" ja Y’ vastaavasti. Talloin

(A,B; X,Y)Z (A, B X,Y).

. J

Sanotaan, ettd "otamme perspektiivin pisteestd P”. Lemmassa merkinta £ tarkoit-
taa normaalia yhtasuuruutta, mutta jossa samalla annetaan tieto siité, ettd otamme
perspektiivin juurikin pisteen P kautta.
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Y

Vaiitteen voi todistaa sinilauseella seuraavasti. Kolmiosta A’X’P saadaan sini-
lauseella

A'X"  sin(£ZA'PX')
PA"  sin(ZA'X'P)
Vastaavasti kolmiosta A’Y’ P saadaan

AY'  sin(£LA'PY”)

PA"  sin(ZAY'P)

Nyt jakamalla ylempi yhtélo alemmalla saadaan

A'X" sin(LA'PX') sin(LA'Y'P)

AY' " sin(LA'PY')  sin(ZA'X'P)’

Toistamalla edellinen todistus pisteen A’ sijasta pisteelle B’ saadaan

B'X'  sin(Z/B'PX') sin(£B'Y'P)
B'Y'  sin(/B'PY’) sin(£/B'X'P)’

Seuraavaksi jaetaan pistettd A’ koskeva yhtalo pistettd B’ koskevalla yhtalolla.
Télloin osa termeistd supistuu (huomaa, ettd sin(z) = sin(180° — x)), ja saadaan

A'X! sin(LA'PX')
Ay’ sin(ZA'PY)
B'X' T~ sin(/B'PX') °
B'Y! sin(/B’PY")

Tésséd vasen puoli on harmoninen suhde (A’ B'; X', Y7).

Olemme siis saaneet laskettua suhteen (A’, B'; X', Y”) pisteestd P lihtevien kulmien
avulla. Voimme tehdé vastaavat laskut pisteille A, B, X ja Y (kdyttéen sievennyksis-
sé apuna kehdkulmalausetta). Saamme tédsmélleen saman lausekkeen harmoniselle
suhteelle (A, B; X,Y). Koska laskut ovat samanlaiset kuin ylla, ne jitetdan lukijalle.
Téten (A, B; X,Y) = (A, B’; X', Y’), mikd on haluttu viite.
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Kommentti: Sinilause on luotu muuttamaan kulmaehtoja pituusehdoiksi (ja toisin
péin), ja sitd tullaan soveltamaan myos mychempien tulosten todistuksissa. Todistus
onkin hyvin luonnollinen. Ensin lasketaan sopiva pituuksien A’X’, A'Y' B'X’ ja
B'Y" suhde "tunnettujen kulmien” eli P:stéa ldhtevien kulmien avulla. Tamén jalkeen
vastaava suhde lasketaan pisteille A, B, X ja Y.

Aivan vastaavaan tapaan kuin edella voidaan todistaa seuraava viite, joka myos
koskee perspektiivin ottamista.

Lemma

Olkoot A, B, X ja Y pisteitd, jotka ovat samalla suoralla ¢. Olkoon P jokin
piste suoran ¢ ulkopuolella. Olkoon ¢ jokin suora, ja olkoon A’ suorien AP ja
¢’ leikkauspiste. Maaritellddan pisteet B’, X' ja Y’ vastaavasti. Talloin patee

(A,B; X,Y)Z (A, B X,Y).

\. J

Tiama tulos oikeastaan seuraa edelld mainitusta lemmasta. Yksi'” ratkaisu on
piirtda ympyré, jonka kehdlld on piste P, ja méaéaritella A” olemaan suoran AP
leikkauspiste tdméan ympyran kanssa. Méaritellddn pisteet B”, X" ja Y vastaavasti,
jolloin kdyttamalla ensimmaista lemmaa saadaan

(A,B;X, Y) 2 (A”,B”;X”,Y”) i (141’3/;)(/’}//)7

ja vaite seuraa.

Y

Mainitaan vielé, ettd perspektiivin voi ottaa myos seuraavasti: Tutkitaan ympy-
rdd, jolla on janteet AA’, BB, X X' ja Y'Y’ jotka leikkaavat pisteessd P. Talloin

(A, B; X,Y)Z (A, B’ X', Y").18

TTuntuu hieman hassulta, ettd perspektiivin ottaminen pitdi perustella eri tavoilla suorien
ja ympyroiden tapauksissa. (Totesimmehan aiemmin, ettd suorat ovat vain ddrettémén suuria
ympyroitd.) Ehkdpa parempi selitys ilmidlle voidaan antaa Mobius-kuvausten avulla. Mobius-
kuvaukset ovat kompleksitason kuvaukset muotoa z — Zjidb, missé a, b, ¢ ja d ovat vakioita. Suorat
ja ympyrat kuvautuvat Mobius-kuvauksissa joko suoriksi tai ympyréiksi, ja lisdksi kuvaus séilyttéa
harmonisen suhteen.

BMyds tdmén voi perustella Mobius-kuvauksilla.
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5.2 Keskeiset tulokset

Seuraavaksi esitetdén, mistd harmonisia nelikkoja 16ytaa kiytannossa.

Ensimmainen tulos yhdistda janojen keskipisteet ja yhdensuuntaiset suorat. Téssa
yhdensuuntaisia suoria edustaa niiden leikkauspiste aédrettomyydessa. Taméan tuloksen
hyodyllisyys tulee paremmin esiin myohemmin esimerkkitehtdvien yhteydessa.

Olkoot A ja B (eri) pisteitd. Olkoon M janan AB keskipiste, ja olkoon P
suoraa AB vastaava piste ddrettomyydessa. Talloin

(4, B;: M, Py) = —1.

Viite seuraa suoraan maéaaritelméasta: saadaan

AM
AP
(A,B;M, Py) = 55—
BPe

Pitee AM = BM, ja lisiksi AP,, = BP,, = 00.!Y Koska M on pisteiden A ja B
valissd ja Py ei ole, niin etumerkiksi tulee miinus.

Seuraavat tulokset ovat epétriviaalimpia.

Lemma

Olkoon ABC kolmio, ja olkoot D, F ja F' sellaisia pisteitd janoilla BC, AC' ja
AB, ettd AD, BE ja CF leikkaavat samassa pisteesséa. Olkoon G suorien EF
ja BC leikkauspiste. Télloin

(B,C;G,D) = —1.

G B D c

Todistuksen ideana on kiyttda Cevan lausetta pisteille D, FE ja F', ja Menelaoksen
lausetta?’ pisteille G, F' ja B. Viite seuraa vertaamalla niistd saatuja yhtéloita.

19Voi olla vakuuttavampaa ajatella raja-arvoa limp_,p_ %, missé P kulkee suoraa AB pitkin
kohti pistettd Poo. Témé raja-arvo on muotoa lim, o 7, joka on 1.
20Menelaoksen lause sanoo seuraavaa: Olkoon ABC kolmio. Olkoon G piste suoralla BC, E piste
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Olkoon ABC'D jannenelikulmio. ABC'D on harmoninen jos ja vain jos pisteisiin
A ja C piirretyt tangentit leikkaavat suoralla BD.

i

A

Huomaa, ettd ehdossa voitaisiin symmetrian vuoksi tutkia myds pisteisiin B ja D
piirrettyja tangentteja.

Lemman todistamista varten tutkitaan yleisempéé ns. symmediaaneja koskevaa
tilannetta.

Olkoon T kolmion ABC' ympérysympyran pisteisiin B ja C' piirrettyjen tan-
genttien leikkauspiste. Olkoon M se janan BC' piste, jolla LZBAT = ZMAC.
Talloin M on janan BC' keskipiste.

suoralla AC' ja F' piste suoralla AB. Nyt pisteet G, E ja F' ovat samalla suoralla jos ja vain jos

AF BG CE _ |
FB GC EA 7

missé pituudet ovat jélleen kerran suunnattuja (miké tarkoittaa sité, ettd parillisen médran pisteisti
G, F ja E tulee olla kolmion sivuilla eikd niiden jatkeilla).
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Suoraa AT kutsutaan kolmion ABC' (kirjestd A ldhteviksi) symmediaaniksi.

Symmediaanilemman todistuksen ideana on kiyttaé sinilausetta ja muuttaa kul-
maehtoja pituusehdoiksi (kuten perspektiivid otettaessa). Kirjoitetaan « = ZBAN ja
B =2/NAM, missia N on, kuten kuvaan on piirretty, janojen AT ja BC' leikkauspiste.

Kolmiosta ABM saadaan

AM sin(£B)

BM  sin(a+ )’

ja kolmiosta AC'M saadaan vastaavasti

AM  sin(£0)
CM  sin(a)

Jakamalla ylempi yhtalo alemmalla saadaan

CM  sin(4£B)  sin(a)

BM ~ sin(£C) sin(a+ )

Haluamme, etta tdmé tulo on 1.

Kulmiin « ja o + § padstaan késiksi kolmioista ABT ja C'BT. Kolmiosta ABT
saadaan nimittain

AT sin(£T'BA)  sin(£0)
BT  sin(a)  sin(a)
Téssa jalkimmaisen yhtasuuruuden saamiseksi on kiytetty kehdkulmalauseen tan-

genttiversiosta saatavaa tulosta ZTBC = ZA seki tietoa sin(LA + £ZB) = sin(£C).
Vastaavasti saadaan

AT sin(£C + £A)

CT  sin(a+p3)
Symmediaanilemman véite seuraa huomaamalla, ettd BT = C'T ja sin(ZC + LA) =
sin(£B).

Harmonisen jannenelikulmion tangentteja koskevan lemman todistamista varten
tarvitsemme vield toisen tiedon symmediaaneista. Osoitetaan, etta pétee

BN  (AB\?
NC \AC) ~
(Vrt. kulmanpuolittajalause.) Kaytetdén samaa notaatiota kuin ylla.

Kolmioista ABN ja ANC saadaan sinilauseella

BN  sin(a)

AN sin(4B)
ja

NC  sin(a + )

AN sin(£0)
Taten

BN  sin(a)  sin(ZC)
NC ~ sin(a+ ) sin(ZB)’
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Toisaalta kolmioista ABM ja AMC saadaan niin ikédén sinilauseella
BM  sin(a+ )

AM — sin(£B)
ja

MC  sin(a)

AM — sin(Z0)°

Koska BM = MC, kahdesta edellisesta yhtalosta saadaan
sinfa + ) sin(£B)
sin(a)  sin(ZC)
Siis BN/NC = (AB/AC)? seuraa nyt sinilauseella kolmiosta ABC'.

Todistetaan sitten alkuperdinen lemma. Oletetaan, ettd ABC'D on harmoninen
jannenelikulmio, ja osoitetaan, etté suora BD kulkee pisteisiin A ja C' piirrettyjen
tangenttien leikkauspisteen kautta. Tehdaddn tdméa osoittamalla, ettd kolmioiden
ABC ja ADC Kkarjista B ja D piirretyt symmediaanit leikkaavat janan AC samassa
kohdassa. Jos Ng ja Np kuvaavat ndiden symmediaanien ja janan AC' leikkauspisteita,
niin kiyttden edellista tulosta ja harmonisuutta saadaan

ANg  (BA\? (DA\? ANp
NgC \BC/) \DC) NpC’

misté seuraa N = N¢ (kuten Cevan lauseen todistuksessa). Témé todistaa toisen
puolen lemmasta.

Toinen puoli lemmasta sanoo, etté jos pisteisiin A ja C' piirretyt tangentit leikkaavat
suoralla BD, niin jannenelikulmio ABCD on harmoninen. Tamé& seuraa helposti
yksikésitteisyysargumentilla (kuten mm. kehdkulmalauseen ja Cevan lauseen vain
jos -puolet), jonka yksityiskohdat jatetaéan lukijalle.

Viimeisend mainittava tulos on myos varsin hyodyllinen.

Lemma

Olkoot pisteet A, X, B ja Y suoralla téssa jarjestyksessé, ja olkoon P piste
taméan suoran ulkopuolella. Jos mitkéd tahansa kaksi seuraavista véitteista
patevéit, niin myos kolmaskin pétee.

1. (A,B;X,)Y)=—-1.
2. PX puolittaa kulman ZAPB.

3. LXPY =90°.

Lemman tilanne on esitetty seuraavassa kuvassa.

P
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Tuloksen voi todistaa kdyttden sinilausetta. Esitetddan kuitenkin hieman projektiivista
geometriaa kiyttava ratkaisu. Todistuksen ideana on tdydentdd kuvaan kolmion ABP
ympirysympyri ja suorien PX ja PY leikkauspisteet tdmin ympyrian kanssa.?!
Ongelma palautuu kohtalaisen tutun kuvion késittelemiseen.

N

Oletetaan ensiksi, ettd ZXPY = 90°. Tutkitaan nyt kahta tapausta lemman
mukaisesti. Molemmissa tapauksissa on ideana ottaa ensiksi perspektiivi suoralta
AY ympyrille pisteestd P, jolloin

(A,B: X,Y) £ (A, B; M, N).

Taman jalkeen todistukset jakautuvat eri suuntiin.

1. Oletetaan, ettd piatee ZBPX = ZXPA. Téllsin M on plenemman kaaren

AB keskipiste ja N on suuremman kaaren AB keskipiste. Nyt =1ja
4N = 1, joten harmonisen suhteen mééritelmisti saadaan (A, B; M N )= -1,

eli edellisen nojalla (A, B; X,Y) = —1.

2. Oletetaan, ettd pétee (A, B; X,Y) = —1 eli (A, B; M, N) = —1. Oletuksen
ZXPY = 90° nojalla M N on aina ympyrén halkaisija. Ei ole vaikeaa nah-
da, etta jos tata halkaisijaa N M kiaantad kuvassa esitetysta tilanteesta, niin
jompikumpi suhteista 44 AN ja 3 BM on suurempi kuin toinen. (Vaihtoehtoisesti
voitaisiin kayttaa edellista lemmaa josta saadaan suoraan, ettéd halkaisijalle
on vain yksi vaihtoehto.) Pisteet M ja N ovat tdten lyhyemmén ja pidemmén

kaaren AD keskipisteet, mista viite seuraa.

Enéé tulee osoittaa, ettd jos ZBPX = ZXPAja (A, B; X,Y) = —1, niin pétee
ZXPY = 90°. Tamé seuraa kuten edelld: Nyt M on pienemmaén kaaren AB keskipiste,

joten ehdosta (A, B; X,Y) = —1 seuraa, ettd N on suuremman kaaren AB keskipiste.
Taten ZMPN =90°, eli ZXPY = 90°.

21T4t4 ei ole kovin helppoa keksid itse. Keksin témén lihestymistavan ratkoessani projektiiviseen
geometriaan liittyvia tehtdvid, jossa vastaavanlainen konfiguraatio oli jo annettuna. Vaitetta ei
tdmén huomion jélkeen ole enda kovin vaikeaa todistaa, koska jokainen yksittdinen lemman tapaus
on kohtuu suoraviivainen.

54



Olli Jarviniemi Ollin opas olympiatason ongelmanratkaisuun

5.3 Esimerkkitehtavia

Ensimmaéinen tehtava demonstroi tulosten soveltamista kdytannosséd. Tehtava on
Kanadan kansallisesta kilpailusta vuodelta 1994.

Olkoon ABC teravakulmainen kolmio. Olkoon AD pisteestd A piirretty kor-
keusjana, ja olkoon H mielivaltainen piste janalla AD. Olkoot F ja F' suo-
rien BH ja C'H leikkauspisteet kolmion ABC sivujen kanssa. Osoita, ettd
/EDH = /FDH.

B D C

Naiivi lahestymistapa olisi yrittda jahdata kuviosta kulmia. Jos H olisi ortokeskus,
niin tdmé onnistuisi hyvinkin helposti jainnenelikulmioita kiyttamalld, mutta tehtavan
tilanteessa yksinkertainen kulmanjahtaus ei toimi.

Miké avuksi? Tehtévéssd oleellista on (ilmeisesti) se, ettd D on nimenomaan kor-
keusjanan kantapiste, eikéd vaikkapa janan BC' keskipiste. Yritetdén siis hyodyntas
tietoa siitd, ettd /ZBDH = 90°. Huomataan, ettd viimeisen lemman nojalla eh-
to ZFDH = /ZHDE voidaan muotoilla uudelleen harmonisten nelikoiden avulla.
Tutkitaan siis suoraa F'E tarkemmin.
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Olkoon siis I janan F'E leikkauspiste janan AH kanssa ja G suorien F'E ja BC
leikkauspiste. Haluamme osoittaa, ettd (F, E; I, G) = —1. Alamme siis metsastamaan
kuvasta harmonisia nelikoita. Muistetaan, ettd olemme nadhneet vastaavanlaisen
kuvion aiemmin: yksi lemmoistahan on, ettd (B,C; D, G) = —1. Tésté ei enéé ole
vaikeaa huomata, etta

(B,C;D,G) & (F,E; I1,G),
mika ratkaisee tehtavan.

Kommentti: Harmonisten nelikoiden soveltamista ajatellen on usein hyvé, jos
tehtavéssa on paljon leikkauspisteita. Usein kuviossa ei ole valmiiksi kaikkia tarvittavia
pisteité, vaan osa pitad tajuta lisata kuvaan itse.

Toinen esimerkkitehtédva on ELMO-lyhytlistalta vuodelta 2012.

Olkoon ABC kolmio ja I sen sisdympyran keskipiste. Olkoon D kolmion ABC
sisdympyran sivuamispiste sivun BC' kanssa, ja olkoon P pisteestad [ janalle
AD piirretyn korkeusjanan kantapiste. Osoita, ettd /BPD = ZDPC.

B D C

Kuten edellisessé tehtédvassa myos tassd on hyvin vaikeaa paédsta suoraan kasiksi
kulmiin. Tédmén vuoksi méaritellian K olemaan suoran I P leikkauspiste suoran BC'
kanssa, jolloin tavoitteena on osoittaa, ettd (B,C; D, K) = —1.

Tama tilannehan muistuttaa hieman edellisen tehtdavéan konfiguraatiota. Ehto
(B,C; D,K) = —1 pétee tdsmaélleen yhdella pisteen K valinnalla, joka saadaan
konstruoitua valitsemalla janoilta AC ja AB pisteet £ ja F niin, ettd AD, BE
ja C'F leikkaavat samassa pisteessé, ja ottamalla suorien EF' ja BC' leikkauspiste.
Yritetdan nyt valita sellaiset ehdon tayttavit pisteet E ja F, joiden kasittely on
mahdollisimman helppoa.

Mika olisi luonnollinen tapa valita £ ja F'?7 Intuitiivisesti paras olisi sellainen,
jolla AD, BE ja C'F vastaisivat "samaa asiaa” (kuten vaikkapa korkeusjanat). T&lla
perusteella kannattaisi pisteet F ja F' valita olemaan sisdympyran sivuamispisteet
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kolmion sivujen kanssa. Leikkaavatko AD, BE ja C'F talloin samassa pisteessi?
Muistetaan, ettd vastaava korkeusjanoja koskeva ongelma ratkesi Cevan lauseella,
ja huomataan, ettd sama toimii myos tasséd: Jos E ja F' ovat sivuamispisteet, niin
talloin mm. AE = AF, koska AFE ja AF ovat sisdympyrélle pisteestd A piirretyt
tangentit. Tamén avulla saadaan Cevan lauseen ehto

AF BD CE _

FB DC EA !

Y

joten janat AD, BE ja C'F leikkaavat samassa pisteessa.

Tutkitaan siis seuraavaa kuvaa. Tavoitteena on osoittaa, etté pisteet E, F' ja K
ovat samalla suoralla.

A

N
I

K B D C

Mika piste K oikeastaan on? Mé&aritelmén mukaan se on pisteeseen D piirretyn
sisdympyran tangentin ja suoran PI leikkauspiste. Mutta piste I on sisdympyréan kes-
kipiste ja PI ja AD ovat kohtisuorassa, joten pisteen K toinen tangentti sisdympyralle
on janalla AD. Olkoon tdmé tangenttipiste G.

Todistettava véite on siis, ettd jannenelikulmion DFGFE pisteisiin D ja G piirre-
tyt tangentit leikkaavat suoralla F'E. Toisin sanoen nelikulmion DFGFE tulisi olla
harmoninen. Tama on kuitenkin selvéé, koska pisteisiin F' ja F piirretyt tangentit
leikkaavat suoralla DG, nimittéin pisteessa A.

Kommentti: Téssé ratkaisussa korostui asioiden katsominen oikeasta nakdkulmasta.
Ensimmaéinen kohta oli pisteen K tulkitseminen suorien E'F ja BC' leikkauspis-
teend. Toisessa kohdassa K taas tulkittiin tangenttien avulla. Koska harmonisia
nelikoita koskevat lemmat ovat hyvin monimuotoisia, kannattaa myos tehtdavien
konfiguraatioita katsoa monesta eri nédkokulmasta.

Viimeinen tehtéava on vuoden 2011 Brasilian kansallisesta kilpailusta.

Olkoon ABC' teravikulmainen kolmio. Olkoot BD ja C'E kolmion korkeus-
janoja, ja olkoon H sen ortokeskus. Kolmion ADFE ympéarysympyré leikkaa
kolmion ABC' ympérysympyréd pisteessd F' # A. Osoita, ettd kulmien ZBFC
ja ZBHC kulmanpuolittajat leikkaavat suoralla BC'.
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Huomataan, ettéd pisteilld D ja E ei ole paljoakaan vilia: kolmion ADE ympérys-
ympyra on vain se ympyré, jonka halkaisija on AH.

Kulman ZBFC puolittaja on ehké helpointa tulkita janana F'M, jossa M on
(pienemmén) kaaren BC' keskipiste. Kulman ZBHC' puolittajalle ei saa uutta muo-
toilua aivan yhtéa helposti. Pienella luovuudella saadaan kuitenkin seuraava idea:
Peilataan H janan BC yli pisteeseen H'. Tiedetdén, ettd tdmé peilaus on kolmion
ABC ymparysympyralld. Olkoon N suuremman kaaren BC keskipiste. Nyt H'N
on kulman ZBH'C kulmanpuolittaja, ja se leikkaa suoraa BC' symmetrian nojalla
samassa kohdassa kuin kulman /B HC puolittaja. Ongelma on téssd muodossa ehké
hieman alkuperéistd muotoilua helpompi, koska H’ on ainakin samalla ympyralla
kuin monet muutkin tehtavin pisteista.

Haluamme siis, ettd nelikulmion BFCH' kulmien ZBFC ja /BH'C puolitta-
jat leikkaavat nelikulmion lavistdjalla BC'. Voisiko tdmé ehto olla sama, kuin etta
BFCH' on harmoninen nelikulmio? Kylla vain. Tamén voi todistaa vaikkapa kul-
manpuolittajalauseella: Jos X on kulman ZBFC puolittajan leikkauspiste janan
BC' kanssa, niin

BX BF
XC FC°
Nyt jos (B,C; F,H') = —1, niin
BF BH'
FC  H'C’

eli pétee % = g—,hg,, ja taten X on my6s kulman ZBH'C puolittajalla. (Toinenkin

suunta péatee, eli jos kulmanpuolittajat leikkaavat lavistajélla, niin nelikulmio on
harmoninen. Todistus on sama kuin edellé.)

Voidaan keksid parikin ideaa nelikulmion BFCH’ harmonisuuden todistamisek-
si. Yksi idea on ottaa perspektiivi pisteestéa A, jolloin tulisi todistaa nelikulmion
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FEHD harmonisuus. Toinen idea perustuu myo6s perspektiivin ottamiseen pisteesta
A, mutta projektio otetaankin suoralle BC. Esitamme molempiin ldhestymistapoihin
perustuvat ratkaisut.

Ensimmé&istd ideaa varten haluamme siis, ettd F/EDH on harmoninen. Otetaan
perspektiivi pisteestd H suoralle BC'. Télloin E kuvautuu pisteelle C' ja D pisteelle
B. Viite: F kuvautuu janan BC' keskipisteelle. Todistus: Olkoon A’ suoran F'H
leikkauspiste kolmion ABC ympéarysympyran kanssa. Talloin ZAFA' = ZAFH =
90°, eli AA’ on ympyran halkaisija. Mutta edellisessé luvussa todettiin, etta pisteen
H peilaus P janan BC keskipisteen yli antaa halkaisija AP, eli F'H todella kulkee
janan BC' keskipisteen lapi. Merkitaédn téata keskipistetta kirjaimella M.

Minne piste H kuvautuu? Olkoon ¢ suora, joka on tangentti kolmion ADFE ym-
parysympyriélle pisteessid H. Piste H kuvautuu perspektiiviad ottaessa suorien ¢ ja
BC' leikkauspisteelle: taméa vastaa sité, ettd valittaisiin ympyréan kehéltd piste )
hyvin ldheltd pistettd H ja kuvattaisiin se (vrt. kehdkulmalauseen tangenttiversio).
Tangentti £ on kohtisuorassa halkaisijaa AH kohti, joka puolestaan on kohtisuorassa
suoraa BC' kohti. Téaten suorat ¢ ja BC' ovat yhdensuuntaiset, eli leikkaavat pisteessé
ddrettomyydessa. Siispa

(F,H;D,E) £ (M, Py; B,C),

joka on —1, kuten lemmojen yhteydessa todettiin. Témé& on mita haluttiinkin.

Tutkitaan sitten toisen idean mukaista lahestymistapaa. Otamme siis perspektiivin
nelikulmiosta F"'BH'C' pisteen A kautta suoralle BC.

Tavoitteena on todistaa, ettd (T, B; A’,C') = —1. Tieddmme, missé pisteen 7" tulisi
sijaita: sen pitaisi olla suorien D ja BC leikkauspiste. Toisin sanoen haluamme
osoittaa, ettd suorat AF, ED ja BC leikkaavat samassa pisteessi. Avainsana tahin
on radikaaliakselit: Nelikulmio BCDFE on jénnenelikulmio, ja nyt suorat AF, DE
ja BC ovat kolmioiden ADFE, ABC ja BC'D ympéarysympyroiden radikaaliakselit.
Téten ne leikkaavat samassa pisteessa.
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6 Lisatehtivia (Geometria)

Téssé luvussa esitetddn geometrian lisdtehtavia.

Ensimmaéinen tehtdva on vuoden 2018 European Mathematical Cup -kilpailusta.

Olkoon ABC' kolmio, jossa |AB| < |AC|. Olkoon k kolmion ABC' ympé-
rysympyré, ja olkoon O ympyran k keskipiste. Piste M on sen ympyran k
kaaren BC' keskipiste, joka ei sisalla pistettd A. Olkoon D # M ympyrin k ja
pisteestd M suoralle AB piirretyn korkeusjanan leikkauspiste. Olkoon E # M
ympyran k ja pisteestd M suoralle AC piirretyn korkeusjanan leikkauspiste.

Pisteet X ja Y ovat suorien C'D ja BE leikkauspisteet suoran OM kanssa,
vastaavasti. Olkoot k, ja k. kolmioiden BDX ja C'EY ympérysympyrét,
vastaavasti. Olkoot GG ja H ympyroiden k; ja k. toiset leikkauspisteet suorien
AB ja AC kanssa, vastaavasti. Olkoon k, kolmion AGH ympérysympyra.

Todista, ettd O on kolmion O,0,0,. ympéarysympyran keskipiste, missa O, O
ja O, ovat ympyroiden kg, ky, ja k. keskipisteet.

Tehtévissd on melkoisesti pisteitd (ja kuvaan on vield lisitty pisteen M suorille
AB ja AC piirrettyjen korkeusjanojen kantapisteet P ja @)). Tietokoneella piirretty
tdydellinen kuva onkin merkittava etu kasin piirrettyyn epétarkkaan piirrokseen
verrattuna. Kilpailussa kannattaa piirtda hyva kuva tehtavasta, koska se johdattaa
usein oikeiden havaintojen jaljille. Téassa tehtédvassa onkin valtava méara erilaisia
huomioita.
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Kuvan perusteella néyttiisi siltd, ettd piste O on jokaisella ympyroisté kg, k; ja
k.. (Téllaiset havainnot ovat syy sille, miksi piirretddn hyvé kuva.) Jos néin on, niin
jotta tehtdvanannon viite patisi, tulisi jokaisella ympyroista kq, ky ja k. olla sama
side. Tama on lohduttava huomio: jos tehtdvéan konfiguraatiossa on paljon erilaisia
vaitteita, jotka pétevét, niin todennéakoisesti ainakin jonkin niisté saa todistettua,
jolloin voi padsta ratkaisuun pikku hiljaa.

Aloitetaan ratkaiseminen. Kannattaa aloittaa niistéd pisteisté, jotka maaritelladn
tehtdvinannossa ensimmaisind, koska nadmé ovat luultavasti helpoimmat pisteet.
Yritetddn todistaa, ettd O on ympyralla k, eli ettd BDOX on jannenelikulmio.
On monta eri kulmaehtoa, jotka johtaisivat tdhén véitteeseen, kuten esimerkiksi
Z0OBX = Z0DX ja ZBOX + ZBDX = 180°. Naista ensin mainittu tapa on hyvin
haastava: ei nayta helpolta laskea kulmaa ZOBX. Jalkimmaista ehtoa on kuitenkin
helppoa soveltaa viitteen todistamiseksi.

Koska M on kaaren BC keskipiste, pétee

£ZBOC

£BOX = ZBOM = =

joka on kehakulmalauseen keskuskulmaversion nojalla yhta suuri kuin ZA. Koska
/BDX = /ZBDC = 180° — ZA, viite seuraa.

Aivan vastaavasti todetaan, ettd O on ympyréilla k.. Seuraavaksi voisi yrittéa
todistaa, ettd O on ympyralla k,. Tama vaatisi, ettd Z/GOH = 180° — ZA. Yksi
idea taman todistamiseksi on kirjoittaa ZGOH = 360° — ZGOM — ZMOH ja
kiyttda tietoa siitd, ettd O on ympyroilld ky ja k.. Tamaé ei kuitenkaan johda helposti
ratkaisuun. Pitaa keksia jotain muuta.

On kaksikin tapaa, joilla voi edeté. Jossain kohtaa tulee todistaa, ettd ympyroiden
ky ja k. (ja k,) séiteet ovat samat. Toisaalta voisimme tehdé lisdd huomioita kuvasta.
Yksi téllainen huomio on, etta k;, ja k. nayttaisivat leikkaavan janalla BC'.

Tutkitaan ensiksi ympyroiden k;, ja k. siteité. Sinilause on hyvé tyokalu tdhéan. Hel-
poimmalta vaikuttava tapa soveltaa sinilausetta ympyréan k;, sédteen maarittdmiseksi
on kayttda sitd janan BD suhteen:

BD

7 9
sin(ZBOD) "

missé 1, on ympyran ky, side. Kulma ZBOD on helppo késitelld: kehdkulmalauseen
keskuskulmaversion nojalla ZBOD = 2/BAD. Olemme saaneet siirrettyd kulman
ympyraltd k, kolmion ABC ympéarysympyrélle. Pétee siis

BD

Uy =
"= §in(2/BAD)

Yksi idea on laskea pidemmalle, mitd ZBAD on. On kuitenkin hyva pitda mieles-
sa, mika lopullinen tavoite on. Haluamme saada todistettua, ettd r, = r., missa
r. on ympyran k. side. Téatd varten kannattaa kirjoittaa % mahdollisim-
man “symmetriseen” muotoon. Taméan vuoksi kiytetddn sinilausetta kolmion ABC
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ympéarysympyréilla, jotta saadaan eliminoitua pituus BD:

BD

Sn(/BAD) 2"

missd r on kolmion ABC' ympérysympyréin sade. Nyt
sin(£/BAD)
"y ="r—m—-
sin(2£BAD)
Vastaavasti saamme
sin(ZCAE)
=r—.
sin(2ZCAFE)
Jotta siis r, = r,. pétisi, tulee yhtdlon muotoa

sin(x) _ sin(y)
sin(2x)  sin(2y)

pated. Intuitio sanoo, ettd tama yhtalo ei toteudu kovin usein. Tarkempi perustelu
etenee néin: Kirjoitetaan sin(2z) = 2sin(z) cos(x) ja vastaavasti muuttujalle y, jolloin
saadaan cos(x) = cos(y). Koska ongelmassamme z ja y ovat vélilta (0°, 180°), tulee
pited r = y. Yritetiin siis todistaa, ettd, ZBAD = ZCAE.??

Kulman ZBAD laskemiseksi lahdetaén siitd, miten D on mééritelty. Tamé motivoi
kirjoittamaan kulman Z/BAD muotoon ZBM D. Saadaan

/BMD=/BMP =90°—- /PBM = /ZABM — 90°.
Lasketaan ZC AFE vastaavasti:?3
/CAE = /CME =90° — ZMCA.

Enéé tulee siis osoittaa, ettda ZABM + ZMCA = 180°, mutta tdmé on selvai. Siis
Ty = Te.

Seuraavaksi listallamme oli todistaa, etta k; ja k. leikkaavat janalla BC'. Olkoon
T ympyroiden k; ja k. leikkauspiste (toinen kuin O). Tutkitaan kulmia ZBTO ja
ZCTO. Patee

/BTO = /ZBDO.

Siirretdén kulma kolmion ABC' ympérysympyrélle kuten edellisesséikin todistuksessa.

180° — ZBOD  180° —2/BAD

/BDO = 5 5 =90° — ZBAD.
Vastaavasti saadaan
LOTO = 180° — LOEC — 180° — 22 _;COE — o+ Z99F g0 4 LoaE.
2y htilod SR@ = SBW. o odes tarvitse ratkaista, jotta voi arvata, etti tehtiviissd pétee

sin(2z) sin(2y)
/BAD = /CAE.
23 Tehtévinannossa on sanottu, ettd AB < AC. Téten E on eri puolella janaa AC kuin M, mutta
D on pisteen M kanssa samalla puolella janaa AB. Tamén vuoksi lausekkeet ovat hieman eri
nékoisid. Jos kulmat esittéisi suunnattuina kulmina, ei tdtd omituisuutta esiintyisi.
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Haluamme todistaa, ettd ZBTO + ZCTO = 180°, miké edellisen nojalla sievenee
muotoon /BAD = ZCAE. Tamé todistettiin jo edelld, joten T on suoralla BC.

Yritetddn nyt todistaa, ettd O on ympyralla k,. Yksi idea, jota késiteltiin jo
alemmin, on kirjoittaa

ZGOH = 360° — ZGOM — ZMOH.

Tésséd on kuitenkin se ongelma, ettei kulmia ZGOM ja ZMOH voida laskea kovin
helposti. Edellinen todistus kuitenkin motivoi seuraavan idean: tehd&dankin jako
pisteen M sijasta pisteen T kohdalta, ja kirjoitetaan

/ZGOH = 360° — ZGOT — LTOH.
Kulmat ZGOT ja LTOH osataan laskea:
/ZGOT = 180° — LZGBT = 180° — ZGBC = 180° — 4B,

ja vastaavasti
/TOH = 180° — ZC.
Nyt ZGOH = 180° — LA, misté seuraa, ettd O on ympyralla k.

Viela pitaa todistaa, ettd ympyréan k, sade r, on sama kuin ympyroiden k; ja k.
siateet 7y, ja r.. Tama ei ole erityisen vaikeaa. Kéytetédédn jalleen sinilausetta, jolloin

op GO
“ 7 sin(ZGAO)
Téassa GO voidaan esittdd ympyréan k;, sidteen r, avulla:
o, — GO
"~ sin(£GBO)’

Haluamme siis osoittaa, ettd sin(ZGAO) = sin(£LGBO). Tama on kuitenkin selvia,
onhan AO B tasakylkinen kolmio. Olemme valmiit.

Kommentti: Tehtavissa kriittista oli erilaisten huomioiden tekeminen. Konfigu-
raatiossa on valtava maara pisteitéd, joten on luonnollista, etta ratkaisu koostuu pie-
nempien osien yhdistdmisesta. Huolellisesti piirretty mallikuva mahdollistaa ndiden
pienempien osien huomaamisen kuviosta.

Ratkaisu onkin loppujen lopuksi melko helppo (vaikkakin kieltamétta tyolés), kun
kuvasta on tehty oikeat huomiot. Ensimmainen véite: "Piste O on ympyralla k;.”
Todistus on suora kulmanjahtaus. Toinen véite: "Péatee r, = r..” Sinilause antaa
luontevan tavan kisitelld ympéarysympyroiden séteita (eikd kovin montaa muuta
tapaa tule mieleen). Témén jéilkeen ongelma ratkeaa jahtaamalla kulmia. Kolmas
véite: "Ympyroiden k;, ja k. toinen leikkauspiste P on janalla BC'.” Todistus on jéalleen
suoraviivainen kulmanjahtaus. Neljas véite: O on ympyréalla k,.” Myos tdmé seuraa
kulmanjahtauksella, vaikkakin se on hieman vaikeampaa kuin aiempien véitteiden
kohdalla. Viides vaite: "Péatee r, = r,.” Todistus on samankaltainen kuin toisen
vaitteen, mutta helpompi.
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Ongelman vaikeus ei ole summa sen osaongelmien vaikeudesta. Parempi mittari
vaikeudelle on vaikeimman osaongelman vaikeus ja se, kuinka vaikeaa osaongelmia
on 16ytda tehtavin konfiguraatiosta. Téssd ratkaisussa tehdyt huomiot eivéat olleet
erityisen vaikeita: kuvaan oli jo valmiiksi piirretty kaikki tarvittava. Tamén vuoksi
tehtéva on helpompi kuin mité pisteitd tdynné olevasta kuvasta voisi aluksi arvata.
Monesti vaikeissa geometrian tehtavissa taytyy itse keksia kriittisid pisteitd, joita
tehtdvinannossa ei suoraan mainita, ennen kuin sopivia huomioita paédsee tekeméaén.

Huomaa, ettd kolmas ja neljas vaite kaytannossa todistivat seuraavan tuloksen.
Olkoon ABC kolmio, ja olkoot D, E ja F jotkin pisteet sivuilla AB, BC' ja C'A.
Talloin kolmioiden AEF, BDF ja C'DE ympéarysympyrat leikkaavat samassa pis-
teessd. (Todistus on helppo: Méaritelldén X olemaan kolmioiden AEF ja BDF se
leikkauspiste, joka ei ole F'. Helppo ratkaisussa esiintyneen tapainen kulmanjahtaus
antaa, ettd C DEX on jannenelikulmio.) Tulosta kutsutaan Miquelin lauseeksi, ja se
tulee aina joskus vastaan geometrian tehtavissa.

Seuraava tehtdva on vuoden 2018 EGMOsta.

Olkoon I" kolmion ABC ympérysympyréd. Ympyra €2 sivuaa janaa AB ja lisdksi
se sivuaa ympyraa [' pisteessé, joka on janan AB samalla puolella kuin piste
C. Kulman ZBC'A puolittaja leikkaa ympyrén €2 kahdessa eri pisteessa P ja
Q. Osoita, ettd LZABP = ZQBC.

M

Kuvaan on lisdtty muutama luonnollinen piste, jotka enemmaén tai vihemmén
mainitaan tehtdvinannossa. Piste M on kulman ZC' puolittajan leikkauspiste kolmion
ABC ympérysympyrén kanssa ja on téten kaaren AB keskipiste. Pisteet S ja T ovat
pienemmén ympyréin tangeerauspisteet janan AB ja kolmion ABC ympérysympyran

64



Olli Jarviniemi Ollin opas olympiatason ongelmanratkaisuun

kanssa, vastaavasti. Tehtavad on vaikeaa ldhted ratkaisemaan, ellei kuviossa ole
sopivia pisteitd merkittyna, joten kuvaa piirtdessa kannattaakin ajatella, mitkd ovat
tehtavin kannalta oleellisia pisteita.

Luonnollinen idea olisi yrittdéd naiivisti jahdata kuviosta 16ytyvia kulmia. Tama ei
kuitenkaan toimi — konfiguraatio ei ole otollisin kulmanjahtaukselle. (Kulmat ZABP
ja ZQBC ovat siité vaikeita, ettd niiden pisteitd on molemmilla kuvan ympyroista.)
Taytyy keksid jotain hienostuneempaa.

Tutkimalla kuvaa 16ydetddn ainakin yksi asia, johon tarttua: pisteet M, S ja T
ndyttaisivit olevan samalla suoralla. Tamé on véite, joka ei riipu pisteista C, Q) ja P:
valitsemme ainoastaan ympyran I" jinteen AB, kaaren AB keskipisteen M ja ympyrian
2, joka on tangentti ympyriélle I ja janteelle AB. Nyt muistetaankin, etta tehtavaa on
jo késitelty Geometrian lisimenetelmia -luvussa homotetian yhteydessa. Sivuutamme
siis todistuksen yksityiskohdat téssi. (Todistus on kuitenkin vain kdytdnnossé se,
ettd otetaan homotetia.)

Saimme siis hieman lisdd tietoa kuviosta. Yritetddn nyt muodostaa sellainen
suunnitelma tehtévan ratkaisemiseksi, joka on samanhenkinen kuin edellisen viitteen
todistus. Samanhenkiselld tarkoitetaan téssé sitéd, ettemme esimerkiksi jahtaa kulmia,
vaan kiaytamme vaikkapa homotetiaa ja siihen liittyen yhdenmuotoisia kolmioita.

Suunnitelman muodostamiseksi mietitdan, miltd kuvio néyttad, jos tehtdvinannon
viite ZABP = ZQBC péatee. Hetken miettimisen ja kulmien laskemisen jélkeen
huomataan, ettd tehtdvinannon véiitteestd seuraa

/PBM = /PBA+ /ABM = /QBC + /MCB = 180° — ZCQB,

eli ZPBM = ZM@B. Taman paattelyn voi tietysti suorittaa myos toiseen suun-
taan. Ehto ZPBM = /M@ B tuntuu paremmalta kuin alkuperéinen véite, koska
nama kulmat ovat tavallaan "lahempéna” toisiaan eli ne tuntuvat liittyvan toisiinsa
vahvemmin.

Mietitaédn viela edellisté kohtaa vihan tarkemmin. Vaite kasittelee pisteita M, B, P
ja @, ja ehdon voi tulkita kertovan, etté kolmioissa M PB ja M B(@) on yhté suuret
kulmat ZM BQ@ ja ZM@QB. Naissa kolmioissa on kuitenkin jo samat kulmat kérjessa
M: ZPMB = ZBMQ(@. Tehtavinanto pyytaa siis todistamaan, ettd M PB ja M BQ
ovat yhdenmuotoiset.

Nyt meilld on jo parempi késitys ongelmasta: olemme todistaneet homotetialla (eli
kiytannossd yhdenmuotoisilla kolmioilla) pisteisiin M, S ja T liittyvan aputuloksen,
ja tehtdvanannon vaite koskee yhdenmuotoisia kolmioita. Metsastetdan siis lisaé
yhdenmuotoisia kolmioita.

Unohdetaan vield hetkeksi pisteet C, () ja P ja tutkitaan, mita jaljelle jadneesta
konfiguraatiosta saa irti. Olemme saaneet, ettd M, S ja T ovat samalla suoralla.
Yritetddn hyodyntaé tata yhdenmuotoisten kolmioiden saamiseksi. Kovin montaa
mahdollisuutta télle ei kuviosta 16ydy, ja pienen mietinnén jialkeen ndhdéaan, etta
MSB ja M BT ovat yhdenmuotoiset. Niilld on nimittdin yhteinen kulma kérjesséa M
(koska M, S ja T ovat samalla suoralla), ja lisiksi

LMTB=/MAB = ZMBA,
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koska M on kaaren AB keskipiste.

Tutkitaan taas myos pisteita C, Q) ja P. Tieddmme nyt, ettd MSB ja M BT ovat
yhdenmuotoiset. Liséksi SPQT on jannenelikulmio, mistd saadaan lisdd yhdenmuo-
toisia kolmioita, kuten MSP ja MQT. Meilla on siis tietoa siité, miten pisteista
M, B, S ja T voidaan muodostaa yhdenmuotoisia kolmioita, ja siitd, miten pisteista
M, S, T, P ja @ voidaan muodostaa yhdenmuotoisia kolmioita. Haluaisimme jotenkin
yhdistaé néita tietoja niin, etté pisteistd M, B, P ja () saataisiin yhdenmuotoisia
kolmioita. Intuitio sanoo, ettd timéin pitiisi onnistua. Téméi idea on toteutettu alla.?*

Koska MSB ja M BT ovat yhdenmuotoisia, pétee

MS MB

MB — MT’
eli MS - MT = M B?. Pisteen potenssilla (eli yhdenmuotoisilla kolmioilla) saadaan
MS-MT = MP - MQ. Taten MP - MQ = MB?, eli

MP MB

MB  MQ
Téaten kolmiot M PB ja M B(Q) ovat yhdenmuotoiset, misté, kuten aiemmin todettiin,
vaite seuraa.

Kommentti: Vaikka ratkaisu on suhteellisen lyhyt, on tehtdva melko vaikea. Téarkea
osa ratkaisua oli saada sopiva tuntuma tehtavista. Téata kautta saadaan kasitys
siitd, milla menetelmilld ongelman voisi ratkaista. Ratkaisun loppuosa onkin psy-
kologisesti varsin helppo: Kun on tehnyt muutaman hyvalta vaikuttavan huomion
hankalassa tehtavassé, voi paatella, etta kasittelee ongelmaa oikealla tavalla. Taméa
tuo itseluottamusta tehtavin ratkaisemiseen.

Seuraava tehtdava on vuoden 2017 IMO-lyhytlistalta.

Olkoon O teravikulmaisen kolmion ABC' ymparysympyran keskipiste. Olkoot
E ja F Kkarjistd B ja C piirrettyjen korkeusjanojen kantapisteet. Suora OA
leikkaa janoja BE ja C'F pisteissd P ja (). Olkoon H janojen BE ja C'F
leikkauspiste. Osoita, etté kolmion PQ)H ympéarysympyrén keskipiste on jollain
kolmion ABC' mediaaneista.

24Yksi tapa 16ytdd idealle toteutus on kirjoittaa haluttu vdite nikyviin mahdollisimman monessa
eri muodossa (kulmaehdoilla ja sivujen suhteita koskevina ehtoina), ja kirjoittaa kaikki jo todistetut
tulokset mahdollisimman monessa eri muodossa. Sivujen pituuksia kisittelevistd ehdoista 16ytyy
ratkaisu.
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Kuvaan on piirretty myos kirjesta A lahtevéa korkeusjana AD (miké on tietysti hyvin
luonnollista). Kolmion PHQ ympérysympyran keskipisteen X liséksi on piirretty
myos itse ympyra.

Tehtévissa pyydetddn osoittamaan, ettd X on jollain kolmion ABC' mediaaneista.
Hyva lahtokohta on selvittda, milla néistd mediaaneista X on. Kuvan perusteella
nayttaisi siltd, ettd tdméa mediaani on A-mediaani. Tamén voi oikeastaan perustella
hyvinkin vakuuttavasti (mutta vedenpitévé todistus tdmé ei ole): Jos X olisi kolmion
B-mediaanilla, niin symmetrian vuoksi voisi ajatella, ettd se on myos kolmion C-
mediaanilla. Téalloin X olisi kolmion ABC' painopiste, eli se olisi myos A-mediaanilla.

Yritetdén sitten tehdd havaintoja kuviosta. Kuvassa nayttéisi siltd, ettd AD on
tangentti kolmion PH() ympéarysympyralle pisteessd H. Miten tdmén voisi todistaa?
Kehédkulmalauseen tangenttiversio sanoo, ettd mikéli AD on tangentti ympyrélle,
niin /ZPQH = ZAHP. Tangenttiversion vain jos -puoli taas kertoo, ettd tésta
kulmaehdosta seuraisi se, ettd AD todella on tangentti ympyralle. Pyritdan siis
todistamaan, ettd LPQH = ZAHP.

Kulman ZAH P laskeminen on varsin helppoa. Ehkipé lyhin todistus on tama:
koska CDH E on jannenelikulmio, niin

LAHP = /AHFE =180° - 4ZDHFE = /DCFE = ZC.

Kulman ZH(QP laskeminen ei ole aivan néin helppoa. Yksi idea on laskea ensiksi
kolmion PQ)H muut kulmat ZQH P ja Z/H P(), jolloin saadaan tietoon myos ZHQP.
Kulman ZH PQ laskeminen on kuitenkin (symmetrian vuoksi) aivan yhté vaikeaa
kuin kulman ZHQP, joten tdma ei johda mihink&an.

Téasséd on toinen ldhestymistapa: pitee ZHQP = ZFQA = 90° — LZFAQ =
90° — ZBAO.? Kulman ZBAO osaamme laskea: sen suuruus on 90° — ZC'. Tésti
seuraa, ettd ZHQP = ZC, mikd on mité halusimmekin.

Z5Motivaatio: "Miti tiedimme pisteestd Q7" Vastaus on, etté se on korkeusjanalla C'F ja suoralla
AQ. On siis luonnollista tutkia kolmiota AF'@Q ja unohtaa pisteet H ja P.
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Mita seuraavaksi? Olkoon M janan BC' keskipiste. Haluamme todistaa, etté pisteet
A, X ja M ovat samalla suoralla. Tiedamme, ettd HX ja DM ovat yhdensuuntaiset.
Enéé tulee todistaa, ettd X on oikealla etédisyydelld janasta AD, eli etté

AH  AD

HX DM’
Jos tdmé yhtalo pétee, niin AHX ja ADM ovat yhdenmuotoisia suorakulmioita.
Talloin ZHAX = ZDAM, mista viite seuraa.

Pystymmeko laskemaan pituudet AH, HX, AD ja DM? Pituudet AD ja DM
tuntuvat helpoilta: D ja M ovat helppoja pisteitd, joten ndméa pituudet osataan
kylla laskea. My0s pituuden AH laskemisen luulisi onnistuvan. Ainoa epéilyttavi
asia on pituuden HX eli kolmion H P ympéarysympyran siteen laskeminen. Ympa-
rysympyran siteen laskemiseen apuna toimii sinilause: tiedimme kulman ZHQP
(sen laskettiin edelld olevan Z(C'), joten sinilauseen nojalla séiteen laskemiseksi riit-
taa laskea HP. Pituus H P taas voidaan laskea sinilauseella kolmiosta AH P, koska
pystymme laskemaan tdmén kolmion kulmat. Voimme tata kautta esittda pituuden
H P pituuden AH avulla, ja télloin todistettava yhtalo fl—g = g—ﬁ sievenee ainakin
jonkin verran.

Ryhdytaan toihin. Kolmiosta PQ H saadaan sinilauseella

PH
sin(ZHQP)

missé R = HX. Koska ZHQP = ZC, saadaan tésté siis

PH
2sin(£C)

— 9R,

HX =

Lasketaan sitten PH sinilauseella kolmiosta AH P:

AH  sin(ZHPA)
PH — sin(Z/HAP)

Kulma /ZHAP = /A — /BAD — /CAO osataan laskea. Pitee?0 /BAD =
ZCAO =90° — /B, joten

ZHAP = /A — (180° — 2/B) = LA+ 2/B — 180°.

Tamaén voi vield halutessaan sieventdd muotoon /B — ZC kiyttamailla tietoa 180° =

LA+ /B + £C.

Lasketaan sitten toinen kulma eli kulma /HPA. Tamé& on myos helppoa:

/ZHPA=180°— ZEPA = 180° — (90° — ZOAC) = 180° — 4B.

26V3lilli on hyodyllistd tietdd, ettd ZBAH = ZC AO, eli etti suorat AH ja AO ovat symmetrisié
kulman A puolittajan suhteen. (Tadmé& on tietysti helppo todistaa ja vastaava pétee muillekin
kulmille). Sanotaan, ettd H ja O ovat isogonaalisesti konjugaatit (engl. isogonal conjugates). Jos
isogonaalisesti konjugaatin pisteparin (X,Y") pisteestd X tiedetdén jotain, saadaan usein tietoa
myoOs pisteestd Y.
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Sijoitetaan saadut tiedot paikalleen. Saamme, etté

AH  sin(ZHPA) sin(180° —ZB)  sin(£B)
PH  sin(/HAP) sin(/B—ZC) sin(4B— ZC)
Nyt
AH AH AH _ | 2sin(£B) sin(£C)
= = - 28in(£L0) = —
HX #{ZC) PH sin(£B — £C)
Tama on hyvé, kompakti esitys suhteelle 2—?{. Enééa tulee laskea S—ﬁ.

Pituus AD on hyvinkin helppo esittda trigonometrian avulla vaikkapa muodossa
AD = AB - sin(£B). Ongelmia muodostaakin pituus DM: sen voisi toki esittdaé
muodossa BM — BD, ja voisimme laskea molemmat néista pituuksista erikseen. Téassa
on kuitenkin se huono puoli, ettd lausekkeisiin syntyy yhteen- ja vahennyslaskua

pelkdn kerto- ja jakolaskun liséksi, jolloin haluttua yhtaloa on vaikeampi todistaa.
27

Tamaén vuoksi teemmekin pienen tempun.

A

O/ ________

|
|
|
|
|
:
d
B D M C

Olkoon O’ pisteen O projektio suoralle AD kuten kuvassa. Nyt M DO'O on
suorakulmio, ja patee muun muassa DM = OQ'. Lisdksi suorakulmaisesta kolmiosta

AO'O saadaan
o]0

AO

(Haluamme mieluummin kiyttéa sivua AO kuin sivua AO’, koska AO on kolmion
ABC ympéarysympyrin side ja siten helposti késiteltdava.) Kulma Z0"AO laskettiin

jo aiemmin: se on /B — ZC. Huomaa, etté termi sin(£B — ZC') esiintyi jo alemmin
suhteen fl—g esityksessad — tempun hyodyllisyys perustuukin siihen, ettd tama vaikea

termi saadaan supistumaan. (Td&mé& my6s motivoi tempun: kulmaa ZB — ZC' ei voi
tulkita kovin monella tavalla luonnollisesti. Se on tietyssd mielessé “harvinainen”.

= sin(£Z0'AO).

2TTsmé temppu ei kyllikidn ole aivan vilttiméton. Laskemisen voi tehdé loppuun inhimilliselld
vaivalla my6s yhtdlon DM = BM — BD kautta.
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Voisi siis ajatella, ettd mikali tdméa kulma esiintyy suhteen 1‘3—’; esityksessé, niin sité
AD

voisi my6s kiyttdd suhteen 77 esityksessd.) Nyt siis

AD AD AD
DM ~— 00~ AO -sin(ZO'A0)

Todistettava yhtalo g—g = g—]@ voidaan nyt kirjoittaa muotoon

2sin(£B)sin(£LC) = i—g

Téamé& on hyvin helpon oloinen yhtélo: pisteet D ja O ovat helppoja kasitella, ja
vasemmalla puolella esiintyy vain helppojen kulmien sineja. Todistuksen loppu onkin
suoraviivainen: Sinilauseen nojalla

AB

A0 = 2sin(£C)’

ja pituuden AD tiedetdén olevan

AD =sin(4B) - AB,

joten
AD in(£/B)-AB
_ sin( Ag = 25sin(£B) sin(£L0).
A0 2sin(£C)

Tama todistaa vaitteen.

Kommentti: Tehtdvé sattui ratkeamaan toistuvalla sinilauseen soveltamisella (ns.
sinilausebashilla). Aina tdmaé lahestymistapa ei kuitenkaan toimi. Miksi se toimi nyt?
Oleellista on, ettéd tehtdvin konfiguraatiosta pystyttiin laskemaan kaikki tarvittavat
kulmat. Liséksi ortokeskus ja sen kautta syntyvat suorakulmaiset kolmiot antavat
hyvén ldhtokohdan trigonometrian soveltamiselle (vaikkakaan tdmaé ei ole valttdmé-
ton ehto sinilauseratkaisun toimimiselle). Ympéarysympyroiden séteisiin padstiin niin
ikdan kasiksi sinilauseella. Ei sovi myoskdan unohtaa ratkaisun alussa tehtyé synteet-
tistd havaintoa, jonka avulla tehtédva saatiin muutettua muotoon, joka mahdollisti
laskennallisen ratkaisun.

Edella mainittiin, ettd kuviosta pystyttiin laskemaan kaikki tarvittavat kulmat.
Tamaé on tietysti positiivinen asia, oli ratkaisumenetelma miké hyvansa.

Tassé on tehtavaan toinen lahestymistapa. Ideana on, etté tiedimme suuren méasaran
kulmia, ja kulmatiedot saadaan luontevasti tulkittua erindisten ympyroéiden kautta.
(Usein kulmatiedoilla saadaan jannenelikulmioita, mutta talla kertaa saammekin
tangentteja erdiden kolmioiden ympéarysympyroille.)

Kulma /HPX osataan laskea: tiedamme kolmion H P(Q) kaikki kulmat (ne ovat
oikeastaan ZA, /B ja ZC'), ja X on kolmion ympérysympyran keskipiste. Saadaan

/BPX = /ZHPX = 90° — ZC'. Vastaavasti /ZBAP = Z/BAO = 90° — ZC'. Siis
/BPX = /BAP. Tama tarkoittaa (tamé on kriittinen huomio), ettd PX on tan-
gentti kolmion APB ympéarysympyrélle. Vastaavasti saadaan, ettd QX on tangentti
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kolmion AQC ympyrasympyrélle. Koska PX = (X, on pisteen X potenssi ndiden
ympyroiden suhteen sama, eli X sijaitsee niiden radikaaliakselilla. Piste A sijaitsee
triviaalisti ndiden ympyroiden radikaaliakselilla. Enéé tulee todistaa, ettd myos piste
M on talld radikaaliakselilla. Tdma seuraa toteamalla, ettd M B = MC' ja ettd BM
ja C'M ovat tangentteja kolmioiden APB ja AQC ympérysympyrdille. (Kayttdmalla
tietoa ZBAD = ZC AO saadaan

LMBP = /CBE = Z/DAC = ZBAO = ZBAP,

mista vaite seuraa.)

Viimeinen tehtavi on vuoden 2019 EGMOsta.

Olkoon ABC' kolmio, jossa LCAB > ZABC, ja olkoon [ sen sisdin-
piirretyn ympyran keskipiste. Olkoon D sellainen piste janalla BC, etta
/CAD = ZABC. Olkoon w se ympyré, joka sivuaa suoraa AC' pisteessé
A ja kulkee pisteen I kautta. Olkoon X ympyrdn w ja kolmion ABC ym-
parysympyréan toinen leikkauspiste. Osoita, ettd kulmien ZDAB ja ZCXB
puolittajat leikkaavat pisteessé, joka on suoralla BC'.

Tasséa on kuva tehtdvanannon tilanteesta.

Pannaan heti merkille, ettd janat C'X ja AD néayttavét leikkaavan kolmion AX T
ympéarysympyréalla.

Ensimmainen askel on miettid, miten tehtédvanannon pisteita ja janoja tulee ajatella.
Esimerkiksi kulman ZBXC puolittaja kannattaa ajatella janana X M, jossa M on
kaaren BC' keskipiste. Tutkitaan sitten pistettd D. Luonnollinen tapa hyodyntaa
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ehtoa ZCAD = ZABC on tutkia ehtoa kolmion ABC' ympérysympyran kaarien
kautta: jos F' on suoran AD leikkauspiste kolmion ABC ympéarysympyrian kanssa,
niin patee

LFAC = Z/DAC = LABC = LAFC.

Téaten CA = C'F. Nyt olemme korvanneet pisteen D huomattavasti helpommalla
pisteelld F', ja voimme kiytadnnossd unohtaa pisteen D.

Edellinen tulkinta pisteelle F' on siitd hyv, ettd se antaa luonnollisen tavan tulkita
myos kulman ZBAD eli ZBAF puolittajaa: se on jana AY, missd Y on kaaren BF
keskipiste.

Ongelman vaikein rakenne vaikuttaisi olevan kolmion AX 1 ympéarysympyra. Pis-
teestd X on vaikea sanoa tadssd vaiheessa paljoa muuta kuin kehdkulmalauseen
tangenttiversiosta saatavan tiedon /I XA = ZTAC = %.

Mietitdén sitten, miten voisimme todistaa tehtdvinannon vaitteen. Haluamme
todistaa, ettd janojen AY ja X M leikkauspisteet janan BC' kanssa ovat sama piste.
Téata ongelmaa voi lahestya tutkimalla ensiksi néita leikkauspisteita yksitellen ja
katsomalla, mitd ominaisuuksia niilld on. Nédin saamme ainakin jotain lisdtietoa
tehtavéasta.

T&dhén mennessi saamiemme tietojen perusteella jana AY vaikuttaa paljon hel-
pommalta kuin jana X M, joten tutkitaan ensiksi janan AY leikkauspistettéd janan
BC kanssa. Alla on piirretty kuva, johon tdma leikkauspiste Z on piirretty. Kolmion
AXI ympéarysympyra on jatetty kuvassa taka-alalle.

M

Ehdon CF = CA vuoksi on luonnollista piirtadd kuvaan C-keskinen ympyra, jonka
side on C'A — ndin padsemme todella késiksi sithen, mikéd piste F' on. Ympyrin
piirtdmisen jialkeen huomataan, ettd myos piste Z néyttéiisi olevan talla ympyralla.
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Tamén viitteen huomaaminen on vaikeampaa kuin véitteen todistus. Saamme nimit-
téin laskettua kolmion ZAC kaikki kulmat, ja saamme téatéd kautta todistettua sen
tasakylkiseksi. Pisteiden F|Y ja Z maéritelmien nojalla pétee

LZAC = LYAC = LYAF + L/FAC =

LBAF o ZA-ZB . ZA+lB
2 2 2
Nyt
LAZC = 180° — /ZAC — /C = 180° — mTlB _ /0= AA“FTM _ /7AC,

ja vaite seuraa.

Edellinen tulos antaa hyvin yksinkertaisen esityksen pisteelle Z: se on se piste
janalla BC', jolla C'Z = C'A. Voisimmekin tyytyéd tdhdn. Huomataan kuitenkin, etta
Z on myos silld ympyrélla, jonka keskipiste on Y ja sédde Y B. (Tatd ympyréé on
luonnollista tarkastella, koska ¥ on kaaren BF keskipiste samoin kuin C' on kaaren
AF keskipiste.) Todistus on hyvinkin yksinkertainen: Edellisen huomion nojalla
patee LBZY = /CZA = ZZAC, ja kehdkulmalauseen nojalla /ZAC = LY AC =
ZY BC'. Téaten BZY on tasakylkinen kolmio, misté véite seuraa.

Ehto siité, ettd CZ = C'A, on kuitenkin primitiivisempi kuin ehto YB = Y Z.
Pidetdén siis paallimmaéisend mielessd, ettd C' on kolmion AZF ympéarysympyrian
keskipiste, ja pidetdan jalkimmaéinen tieto taka-alalla.

Lisatdan kolmion AX I ympérysympyré takaisin kuvaan. Edellisten tulosten valossa
olisi luonnollista piirtdd myos C-keskinen C'A-séteinen ympyré, jonka avulla tulos
CA = CZ havaittiin. Tatd ympyrééa ei kuitenkaan tarvita loppuratkaisussa, joten
kuvien selkeyden vuoksi ympyré jatetdan piirtamétta. Muistetaan vield heti ratkaisun
alussa tehty huomio siité, ettd AF ja C'X néayttaisivit leikkaavan kolmion AXT
ymparysympyralld, ja piirretddn téastd syystd kuvaan janat CX ja AF. Hyvin
oloinen tapa muotoilla haluttu véite on, etté pisteet X, Z ja M ovat samalla suoralla.
Saamme siis seuraavan kuvan:
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M

Yritetadn nyt todistaa, ettd AF ja C'X leikkaavat kolmion AX I ymparysympyralla.
Olkoon T' tdma leikkauspiste. Haluamme todistaa, ettd XTTA on jannenelikulmio.
Yksi, hyvaltda tuntuva tapa todistaa tdma on yrittdd todistaa véite /XTA = ZXTA,
koska ndmaé ovat suhteellisen helposti lahestyttavia kulmia. Témén vaitteen saakin
todistettua suoraan kulmanjahtauksella: kulma ZXTA voidaan esittdd kolmion
AXI muiden kulmien avulla, ja kulman ZXTA voi laskea kolmion ATC kautta.
Yksityiskohdat téstéd ldhestymistavasta sivuutetaan. Alla on esitetty toinen tapa
todistaa véaite. Tamé tapa on elegantimpi, mutta se on hieman vaikeampi keksié.

Péitee LZAXT = LAXC = /B ja LTAC = LZFAC = /B. Taten ZAXT =
/TAC. Nyt kehdkulmalauseen tangenttiversion vain jos -puolen nojalla kolmion
AXT ympérysympyré on tangentti suoralle AC' pisteessi A. Tama tarkoittaa, etté

kolmioiden AXT ja AXI ympéarysympyrat ovat samat, joten AXT on janneneli-
kulmio.

Piste T vaikuttaa tarkedlta: toisaalta se liittyy pisteeseen F', joka on yksi puoli
tehtavia, ja toisaalta se liittyy pisteeseen X ja kolmion AX I ympérysympyrédan,
jotka muodostavat toisen puolen tehtévista. Nyt, jos kuviota katsoo erityisesti pitden
pistetta T silmalld, huomaa, etté pisteet 7', I ja Z nayttaisivit olevan samalla suoralla.

Lahdetdaén todistamaan vaitettd kulmanjahtauksella. Miten kannattaisi edetd? Eh-
képé helpoin muotoilu véitteelle on talloin /ITA = Z/ZTF. Tassd ZIT A tiedetdén:
kehdkulmalauseen tangenttiversiolla saadaan ZITA = %4. Tulee siis todistaa, etté
LZTFE = %, eli yritetddn jahdata kulma ZZTF'. Yksi idea on ottaa kuvioon takai-
sin piste D ja tutkia kolmiota DT Z. Motivaationa toimii se, ettd £Z DT osataan
laskea.
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Lasketaan kulma £ZZDT:
£7ZDT =180° — LZADC = /DAC + /DCA = /B + /C.

Téaten LZTD = % jos ja vain jos Z/DZT = %. Kolmion ZDT tulisi siis olla
tasakylkinen.

Ei ole selvidd, miten kulmanjahtausta voisi jatkaa tastd. Kuviosta voi kuitenkin
tehda vield lisda havaintoja pisteisiin 7,7 ja Z liittyen. Jos nimittdin I,7T ja Z ovat
samalla suoralla, niin edellisen nojalla patisi ZIZD = % = /BAI. Pointtina on
siis, ettd BZI1A vaikuttaisi olevan jannenelikulmio. (Kolmion AIB ympérysympyran
keskipistehan tiedetédén: se on kaaren AB keskipiste.) Tamé on jélleen vaite, jonka
huomaaminen on vaikeampaa kuin sen todistaminen. Alla on helppo todistus.

Kulma ZAIB osataan tietysti laskea (se on 90° + ££), ja kulma ZAZB osataan

myos laskea:

JAZB = 180° — LAZC = /ZAC + /ZCA = M*Tﬁ” O = 90° + %

Siis ABZ I on jannenelikulmio. Tama ei, ikdva kylld, vield nayté riittavin todistamaan,
ettd I,T ja Z ovat samalla suoralla.

Tarkastelemalla kuviota ja laskemalla vield liséé kulmia huomataan,?® ettd 71 ja
MC' ovat yhdensuuntaiset: pétee

LTIM =180° — LTIA = LZAXT = /B = ZIMC,

28Lukijasta voi tuntua, ettd naitd viitteitd vedetddn hatusta. Motivaatio on kuitenkin yksinker-
taisesti se, ettd yritettdessd todistaa, ettd I,T ja Z ovat samalla suoralla, tulee samalla todettua
kaikenlaista kuvion kulmista. Kulmanjahtausta tehdessé kannattaakin pitda silmét auki, jolloin voi
saada muitakin tuloksia kuin sen, mité ldhti alun perin hakemaan.
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mista vaite seuraa.

Tastd motivoituneena luonnollinen idea on yrittda todistaa, ettd jompikumpi
janoista ZI ja ZT on yhdensuuntainen janan MC' kanssa. Jana ZI on tdhén tarkoi-
tukseen parempi, koska tieddimme kulman Z1ZC' (koska BZIA on jannenelikulmio).
Viimeistely onkin helppoa:

L17C = % = /BCM,

joten ZI ja MC' ovat yhdensuuntaisia. Téten Z,T ja I ovat samalla suoralla. Nyt
tieddmme lisdksi, ettd DT = DZ.

Olemme todistaneet jo vaikka mité, mutta itse alkuperiinen vaite vield puuttuu.
Nyt voisi olla hyvi aika keskittyi siihen.?? Haluamme siis todistaa, ettid X, Z ja
M ovat samalla suoralla. Kaymaélla 14pi eri tapoja muotoilla tdmé vaite ndhdéaan
seuraava muotoilu: haluamme todistaa, ettd £/ ZXC = %. Tama muotoilu on hyva
seuraavasta syysta: koska /TZC = %, kehdkulmalauseen tangenttiversion nojalla
LZXT = % péitee jos ja vain jos kolmion X ZT" ymparysympyra on tangentti janalle
BC.

Milta kuvio ndyttaisi, jos kolmion Z XT ympérysympyréa olisi tangentti janalle BC'?
Tutkimalla tangenttia BC huomataan, etti pisteen potenssilla saataisiin CZ? =
CT - CX. Toisaalta pisteen potenssilla saadaan CT - CX = CA?. Saamme siis
CZ = CA, mutta tdmén tiesimmekin jo. Oleellista on, ettd tama péadttely voidaan
tehda toiseen suuntaan.

Pisteen potenssin nojalla CZ% = CA? = CT - CX, joten
cr - Cz
czZ CX’
joten kolmiot C'ZT ja CXZ ovat yhdenmuotoiset. Nyt L/CXZ = LCZT = %,
mista vaite seuraa.

Kommentti: Kuvioon kannattaa rohkeasti lisdtd uusia pisteitd. Heti ratkaisun
alussa kuvioon lisdttiin pisteet M ja F'. Jalkiviisaana on ilmiselvéd, ettd ndin tehddéan,
mutta tdmén vaiheen tarkeytta on vaikea liioitella. Miten voi tehdé tehtévin kannalta
tarkeité pisteitd koskevia havaintoja, jos néité pisteité ei ole edes merkitty kuvaan?
Ratkaisun aikana kuvioon liséttiin viela piste 1. Tamaéakaén ei vaadi kovin ihmeellisté
intuitiota:?® alkuperiisesti kuvasta pistdd silm#sn, etti CX ja AF nayttaisivit

29Tamé ei oikeastaan ole aivan se, miten ratkoin tehtéiviid. Ajatusprosessini oli enemmsénkin
seuraava: "Yritetddn todistaa, ettd X, Z ja M ovat samalla suoralla. En kylla nde mitdén jarkevaa
strategiaa tdmén todistamiseksi. Tehdaén siis téssé kohtaa vield jotain muuta. Ahaa, seuraavanlainen
vaite nayttéisi patevan. Todistetaan se.” Seuraavaksi todistin véitteen, ja palasin ajatusprosessin
alkuun. Toistin prosessia useammankin kerran ratkaisun aikana ja kiytin joka kerralla jonkin verran
aikaa itse pa#véitteen todistamiseen. TAmé& omalta osaltaan selittdé, miksi tehtdvien ratkaisemiseen
kuluu paljon aikaa: uusia tuloksia saadessa pitdd miettid, mitd havainnoista seuraa.

300llessani kokemattomampi kilpailija olin himmentynyt siitd, miten geometrian tehtivissi,
kuuluu keksia, mitkd uudet pisteet kuvaan kuuluu lisdta. Lisdttavat pisteet ovat usein hyvin
luonnollisia, kuten téssd ratkaisussa. Yleisesti ongelmia ratkoessa ei juurikaan koskaan (ainakaan
minulla) tule keksittyd mitdéan aivan ihmeellistd tyhjasté. Ideoilla on luonnolliset motivaatiot, ja
vaikealta nayttavit askeleet koostuvatkin pienemmistd huomioista.
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leikkaavan kolmion AX [ ymparysympyrélla, joten téata leikkauspistettd kannattaa
tietysti tarkastella.

Minulta kului hieman turhankin kauan keksié, miten tehtava viimeistelladn, kun
pisteiden I,7T ja Z on todistettu olevan samalla suoralla. Olin liian keskittynyt
jahtailemaan kuviosta kulmia ja etsiméén jannenelikulmioita, jotta pisteen potenssi
olisi tullut heti mieleeni. Palaset loksahtivat paikalleen ndhdesséni pisteesta 71" lahtevét
puolisuoran C' X, joka lavistda kolmion AX I ympéarysympyrad, ja ympyran tangentit
CZ ja C'A. Tama kuva muistutti riittavasti pisteen potenssin tilannetta, joten tajusin
kiyttaa sité.
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7 Aritmetiikan peruslause (Lukuteoria)

Téssa luvussa kiydadn léapi lukuteorian perusteita. Tarkein tulos on aritmetiikan
peruslause.

Aritmetiikan peruslause on syystidkin nimetty peruslauseeksi: se on hyvin perusta-
vanlaatuinen tulos, ja ilman sitd on hyvin vaikea tehds oikein mitééin lukuteoriassa.®!

Kerrataan alkuluvun maéaaritelma.

Maaritelma

Kokonaislukua p > 1 kutsutaan alkuluvuksi, jos se ei ole jaollinen muilla
positiivisilla kokonaisluvuilla kuin 1 ja p.

Pédtulos on seuraava.

Lause (Aritmetiikan peruslause)

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Luku n voidaan esittda yksikésitteisella
tavalla alkulukujen tulona.

Esimerkiksi 12 on yksikésitteisesti 2-2-3. Huomaa, etta tulontekijoiden jarjestyksella
ei ole vélia, eli vaikkapa 2-3-2 on sama tapa esittda luku 12 alkulukujen tulona kuin
2-2-3. Usein samat alkutekijat "kerdatdan” yhteen, ja luvun n alkutekijahajotelmaksi
kirjoitetaan

n=py'py’ Pyt
missa py, ..., pr ovat eri alkulukuja ja a; ovat positiivisia kokonaislukuja.

Tulos on uskottava, mutta sen todistaminen ei ole aivan suoraviivaista. Ennen
todistusta esitetddnkin pari aputulosta, jotka ovat itsessdédnkin hyodyllisia.

7.1 Bezout’n lemma

Ensimmaéinen tulos on Bezout’n lemma. Bezout’n lemma on niennéisesti kaukana
aritmetiikan peruslauseesta, mutta sitd tullaan tarvitsemaan myohemmin.

Lemma

Olkoot a ja b kokonaislukuja. Oletetaan, etté ei ole olemassa ykkosté suurempaa
kokonaislukua ¢, joka jakaa molemmat luvuista a ja b. T&ll6in on olemassa
sellaiset kokonaisluvut = ja y, etté

ar + by = 1.

. J

Lemman ehdon téayttivia a ja b sanotaan yhteistekijattomiksi tai suhteellisiksi
alkuluvuiksi, ja sanotaan, ettd lukujen a ja b suurin yhteinen tekiji on 1. Selvéstikin

31Harjoitustehtivi: Todista (ilman aritmetiikan peruslausetta), etti 2" ei ole jaollinen kolmella
mill&dn positiivisella kokonaisluvulla 7.
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ehto on valttaméaton ehto sille, ettd ax + by = 1 jollain x ja y: muuten lemman c
jakaisi yhtalon vasemman puolen, muttei oikeaa. Esimerkiksi yhtalon 15x + 6y = 1
vasen puoli on aina jaollinen kolmella, kun taas oikea puoli ei ole koskaan jaollinen
kolmella.

Tissd on lemmalle todistus.?? Olkoon d pienin positiivinen kokonaisluku, joka
voidaan esittdd muodossa ax + by. Haluamme osoittaa, ettd d = 1. Tehddédn vas-
taoletus, eli oletetaan, ettd d > 1. Kirjoitetaan axy + byy = d, missa x4 ja y, ovat
kokonaislukuja.

Koska d > 1 ja lukujen a ja b suurin yhteinen tekija on 1, niin d ei voi jakaa
molempia luvuista a ja b. Oletetaan, ettd d ei jaa lukua b (tapaus, jossa d ei jaa lukua
a, on samanlainen). Kirjoitetaan jakoyhtélon avulla b = kd + r, missd r (0 < r < d)
on jakojadnnos ja k£ on kokonaisosa, kun b jaetaan luvulla d. Koska d ei jaa lukua b,
niin r ei ole 0, ja titen 0 < r < d. Nyt

r=b—kd=>0b—k(arqg+bys) =a- (—kzq) +b(1 — kya).

Olemme siis saaneet esitettyd lukua d pienemmén positiivisen kokonaisluvun r
muodossa ax + by. Tama on ristiriita, eli vastaoletus on vaara, ja tuleekin pétea
d = 1. Olemme valmiit.

Kommentti: Todistuksessa on siis ideana, ettd jos 16ydamme vaikkapa sellaiset
luvut = ja y, ettd axr 4+ by = 3, niin tétad esitystd voidaan vield "parantaa”; ja
lopulta saadaan ax + by = 1. Todistus my6s antaa tavan, jolla voidaan kdytannossé
16ytad nama halutut x ja y. Menetelmé ei kuitenkaan ole paras mahdollinen lukujen
l6ytamiseen. Niin sanottu Eukleideen algoritmi on parempi tdhén tarkoitukseen,
mutta se on mielestani vaikeampi kuin edellinen todistus. Taman vuoksi edelld on
esitetty toisenlainen algoritmi.

7.2 FEukleideen lemma

Bezout’n lemmaa sovelletaan ns. Eukleideen lemman todistamiseen. Eukleideen
lemma on hyvin luonnollinen.

Jos alkuluku p jakaa kahden kokonaisluvun a ja b tulon ab, niin p jakaa
vahintdan toisen luvuista a ja b.

Lemman tulos ei tietenkéién pade muilla kuin alkuluvuilla: esimerkiksi 6|2 -3, mutta
6 ei jaa kumpaakaan luvuista 2 ja 3.

Todistetaan Eukleideen lemma. Jos p jakaa luvun a, niin olemme valmiit. Oletetaan,
ettd néin ei ole. Koska p on alkuluku, ei ole olemassa sellaista kokonaislukua ¢ (¢ > 1),
joka jakaa molemmat luvuista a ja p. Siispd Bezout’n lemman nojalla on olemassa
sellaiset kokonaisluvut = ja y, etté

axr +py = 1.

32Kjitokset Juho Aralalle tdmén todistuksen keksimisesti.
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Kerrotaan yhtalo puolittain luvulla b:
(ab)x + p(by) = 0.

Oletettiin, ettd p jakaa tulon ab, joten p jakaa molemmat yhtdlén vasemman puolen
termeistd. Téten p jakaa niiden summan ja siten oikean puolen luvun b. Tama
todistaa véitteen.

Eukleideen lemma yleistyy useammalle luvulle suoraan induktiolla: jos p on al-
kuluku, joka jakaa lukujen aq,as, ..., a, tulon, niin p:n tulee jakaa vahintaan yksi
néistd luvuista.

7.3 Aritmetiikan peruslauseen todistus

Ensimmaiseksi todistetaan, etta jokainen ykkosta suurempi positiivinen kokonaisluku
n voidaan esittédé jollain tavalla alkulukujen tulona (missé alkulukujen mééra saa
olla 1). Tehddén vastaoletus, ja tutkitaan pienintd lukua n, jota ei voida esittéé
alkulukujen tulona.

Jos n on alkuluku, on se alkulukujen tulo, miké johtaa ristiriitaan. Jos taas n ei
ole alkuluku, niin n voidaan méa&ritelmén mukaan kirjoittaa muodossa ab, missa
1 < a,b <n. Koska a ja b ovat pienempia kuin n ja n on pienin luku, jota ei voida
esittda alkulukujen tulona, a ja b voidaan esittda alkulukujen tulona. Mutta nyt
my6s tulo ab on alkulukujen tulo ja ab = n, ristiriita.

Siis vastaoletus oli vadra, eli jokainen ykkostd suurempi positiivinen kokonaisluku
on alkulukujen tulo.

(Tapauksessa n = 1 voisi ajatella, ettd tulossa ei ole yhtdkaan alkulukua, vaan
kyseessd on ns. tyhja tulo.)

Keskitytdan sitten vaikeampaan osuuteen, eli tulon yksikésitteisyyteen. Oletetaan,

ettd luku n voidaan esittda kahdella tavalla alkulukujen tulona: olkoon

n=pip2P3 - Pk = 4142493 * * * qm,

missa py, po, - - -, Pk ja q1,q2, - - -, ¢m ovat alkulukuja. Halutaan osoittaa, ettd ndma
esitykset ovat samat, kuten tapauksessa 12=2-2-3=2-3-2.

Tutkitaan alkulukua p;. Se jakaa vasemman puolen pips - - - pr ja tdten myos oikean
puolen ¢1¢s - + - G- Luvun p; tulee jakaa Eukleideen lemman (monen luvun version)
vuoksi jokin luvuista ¢;. Koska lukujen jarjestykselléd ei ole vélid, voidaan olettaa,
ettd ¢ = 1 eli ettd p; jakaa luvun ¢;.

Luku ¢; on alkuluku, joka on jaollinen luvulla p;. Tulee olla p; = ¢, ja yhtalo
P12 - - Pk = q1G2 - - - ¢m Yksinkertaistuu muotoon

P2P3 Pk = G243 " Gm-

Ongelma on palautettu helpompaan versioon, ja ndin voidaan jatkaa: Lukua p,
vastaa jokin alkuluku oikealla puolella yhtaloa, vaikkapa luku ¢o. Supistetaan luvut
P2 ja gz pois ja jatketaan.
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Prosessi loppuu siihen, kun toisella puolella ei ole enda alkulukuja eli kun toinen
puoli on 1. Tall6in my0s toisen puolen tulee olla 1, eli molemmat puolet olivat alun
perin samat. Téma todistaa alkutekijahajotelman yksikésitteisyyden.

7.4 Aritmetiikan peruslauseen seurauksia

Aritmetiikan peruslause on ennen kaikkea fakta, joka auttaa ajattelemaan kokonaislu-
kuja "oikealla” tavalla. Esimerkiksi jaollisuus maéaraytyy tédysin alkutekijahajotelman
kautta: luku a jakaa luvun b tdsmaélleen silloin, kun jokaisen alkutekijin eksponentti
luvussa a on enintddn vastaava eksponentti luvussa b. (Todistuksen idea: toinen suun-
ta on selvi, ja toista suuntaa varten tehdéan vastaoletus, jonka jilkeen sovelletaan
Eukleideen lemmaa.) Ennen kuin mainitaan lisdd ominaisuuksia, esitetddn kiteva
notaatio.

Maaritelma

Olkoon n # 0 kokonaisluku, ja olkoon p alkuluku. Merkitdén notaatiolla v,(n)
luvun p eksponenttia luvun n alkutekijahajotelmassa.

Pétee v2(12) = 2, v3(12) =1 ja v5(12) = 0.

Jokainen positiivinen kokonaisluku n voidaan ajatella darettomana lukujonona
va(n),v3(n),vs(n), vs(n),. .. Téssd muutama huomio:

1. Positiiviset kokonaisluvut a ja b ovat samat tésmaélleen silloin, kun kaikilla
alkuluvuilla p pétee v,(a) = v,(b).

2. Luku a jakaa luvun b tdsmélleen silloin, kun v,(a) < v,(b) kaikilla alkuluvuilla
P.

3. Nollasta eroavien kokonaislukujen a ja b suurin yhteinen tekija syt(a,b) (eli
suurin kokonaisluku, joka jakaa molemmat luvuista a ja b) on

2min(v2(a),v2 (b))3min(v3(a),v3(b))5min(v5 (a),v5(b)) . . .
Huomaa, ettéd tulossa on vain darellisen monta ykkosesta poikkeavaa termia.

4. Nollasta eroavien kokonaislukujen a ja b pienin yhteinen jaettava pyj(a,b) (eli
pienin positiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen molemmilla luvuista a ja b)

on
2max(v2 (a),v2(b)) 3max(v3 (a),v3(d)) 5max(v5 (a),vs(b))

Téassédkin tulossa on vain darellisen monta ykkosesta poikkeavaa termia.

Huomioista 3 ja 4 saadaan, etta kaikilla alkuluvuilla p péatee

vp(ab) = vy(a) + v,y(b) = min(v,(a), vy(b)) + max(vy(a), vy(b))
= vp(syt(a, b)) + v,(pyila, b)) = v,(syt(a, b)pyi(a, b)),
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ja ensimmaéisen huomion nojalla nyt patee ab = syt(a, b)pyj(a, b).

Téasséd on pari samantyylistd huomiota. Ensimméinen koskee tekijoiden maéraa.

Positiivisen kokonaisluvun n tekijéiden méaard on (ve(n) + 1) - (vs(n) + 1) -
(vs(n)+1)-...

Ykkostéd suurempia tulontekijoita on jalleen vain dérellinen maara.

Lemman todistus on luonnollinen. Luvun n tekijan m tulee olla sellainen, etté
vp(m) < v,(n) kaikilla alkuluvuilla p. Toisaalta jos v,(m) < v,(n) kaikilla p, niin
m myo6s on luvun n tekija. Kysymys siis on: kuinka monta sellaista lukujonoa
va(m), v3(m), vs(m), ... on olemassa, jolla v,(m) < v,(n) kaikilla p?

Luvulle vg(m) vaihtoehdot ovat 0,1,2,...,vs(n), eli vaihtoehtoja on wve(n) + 1
kappaletta. Vastaavasti luvulle v,(m) on v,(n) 4+ 1 vaihtoehtoa kaikilla p. Ta4méa
johtaa vastaukseen.

Lasketaan luvun 1080 tekijoiden méaéard. Luvun 1080 alkutekijihajotelma on
23.33.5. Valittaessa luvun 1080 tekijoité luvun 2 eksponentille on 4 vaihtoehtoa
0,1, 2,3, luvun 3 eksponentille on 4 vaihtoehtoa ja luvun 5 eksponentille on 2
vaihtoehtoa. Muiden alkulukujen eksponenteille on 1 vaihtoehto: eksponentti
0.

Siispéa tekijoitd on 4 - 4 - 2 = 32 kappaletta.

Tekijoiden summa

Vastaavalla logiikalla kuin aiemmin saadaan luvun n tekijoéiden summa. Tulos
itsessdan ei ole erityisen tiarked, mutta todistuksen idea on nappéra.

Luvun n = p{'ps? - - - pi* tekijoiden summa on

p!fl-i-l_l 'pgz-l-l_l“.ka-i-l_l
p1—1 p2—1 pr— 1

Kuten aiemmin, voimme "rakentaa” luvulle n tekijan m valitsemalla ensiksi ekspo-
nentin v,, (m) < a; alkuluvulle p;, sitten eksponentin wv,,(m) < as luvulle p, ja niin
edelleen. Tamén voi muotoilla niin, ettd valitaan tulon

(1+p1+p§+---+p‘fl>

-(1+p2+p§+...+p§2)

-(1+pk+pi+...+pzk)
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Upy (M) (m)

jokaisesta tulontekijasté yksi termi: ensimmaisesta p, , toisesta p,”>""" ja niin
edelleen. Koska kdymme lapi kaikki tavat rakentaa tekijat ja summaamme tulokset,
on haluttu tekijoiden summa sama kuin koko tulo. Geometrisen summan avulla
saadaan

a;+1
Coputl g
l4pitpi+. . +pi=0 — 2
pi—1

miks viimeistelee todistuksen.

Lukija voi harjoituksena miettid, miten lasketaan luvun n tekijéiden tulo.

Kéaytannossa kaikissa edellé esitetyissd tuloksissa yksittaisten alkulukujen muodos-
tamia ehtoja pystyi yhdisteleméén ja saamaan kokonaiskuvan. Esimerkkina suurin
yhteinen tekijé luvuille a ja b: valitaan jokin alkuluku p ja sen suurin potenssi, joka
jakaa molemmat luvuista a ja b, ja kerrotaan ndmé potenssit yhteen.

Monissa tilanteissa yksittiisten alkulukujen muodostamat ehdot voi-
daan yhdistai kokonaiskuvaksi.

Téama on yleinen teema. Yleisemmin puhutaan, ettd "lokaalit” ehdot tai véitteet
yhdistetdan “globaaliksi” tulokseksi. Taméa teema toistuu useaan kertaan lukuteorian
materiaalissa. Kdymme seuraavaksi lapi pari aiheeseen liittyvaa esimerkkitehtavaa.

7.5 Esimerkkitehtavia

Olkoot a ja b sellaisia positiivisia kokonaislukuja, joilla a®b|a® + b%. Osoita, ettd
a=b.

Viitteen a = b todistamiseksi riittdéd todistaa, ettd v,(a) = v,(b) kaikilla al-
kuluvuilla p. Jaollisuusehto antaa, ettd v,(a?b) < v,(a® + b?) kaikilla p. Selvisti
v, (a?b) = vy(a®) + v,(b) = 2v,(a) + v,y(b), mutta oikean puolen laskeminen on vai-
keampaa. Téssé auttaa seuraava lemma.

Lemma

Olkoot x ja y positiivisia kokonaislukuja. Pétee

vp(z 4+ y) > min(v,(x), vy(y)).
Lisédksi jos v,(z) # v,(y), niin v,(z + y) = min(v,(x), v,(y)).

Huomautus: jos v,(x) = v,(y), vol pated v,(x 4+ y) > min(v,(x), v,(y)): néin kiy
esimerkiksi tapauksessa x = 1 ja y = p — 1. Liséksi viite patee +-merkin sijasta myos
miinusmerkilld, kuten todistuksesta ndhd&dan.

Lemman todistus on suoraviivainen: selvésti jos pk\:v ja pk\y, niin pk]a: + y. Vali-
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taan k = min(v,(z),v,(y)), mikéd todistaa epayhtéalon. Yhtésuuruustapausta varten
huomataan, ettd mikéli v,(z) # v,(y), niin

pmin(vp (x),vp(y))+1

jakaa tésmalleen yhden luvuista x ja y, joten se ei voi jakaa summaa x + y.

Palataan tehtévin ratkaisuun. Haluaisimme, ettd v,(a) = v,(b), joten oletetaan,
ettd v,(a) # v,(b), ja yritetdén saada ristiriita.

Tutkitaan ensiksi tapaus v,(a) > v,(b). Talloin v,(a®) # v,(b?), ja lemman toisen
osan avulla

v,(a® + %) = min(v,(a®), v,(b*)) = v, (b*) = 3v,(b).

Siispé v, (a?b) = 2v,(a)+uv,(b) < 3v,(b), eli v,(a) < v,(b). TAmA on ristiriita oletuksen
vp(a) > v,(b) kanssa.

Tutkitaan sitten tapaus v,(b) > v,(a). Vastaavasti kuin edelld saadaan v, (a®+b%) =
3v,(a), joten 2v,(a) + v,(b) < 3v,(a), miké johtaa ristiriitaan kuten edell.

Téaten tulee péted v,(a) = v,(b) kaikilla p, eli a = .

Seuraavana on samantyylinen esimerkki, joka on esiintynyt vuoden 2007 Baltian
tie -kilpailussa.

Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja, joilla b < a ja luku a® + b® + ab on
jaollinen luvulla ab(a — b). Osoita, ettd ab on kokonaisluvun kuutio.

Haluamme osoittaa, ettd ab on kokonaisluvun kuutio. Toisin sanoen halutaan, etta
vp(ab) = vy(a) + v,(b) on jaollinen kolmella kaikilla alkuluvuilla p. Tutkitaan jalleen
lukuja v,(a) ja v,(b) seké jaollisuusehtoa.

Tieddmme siis, ettd v,(ab(a—b)) < v,(a®+b3+ab). Kuten edellisessé ratkaisussa on
nytkin hyodyllista jakautua tapauksiin, jotta v,-lausekkeiden arvot saadaan laskettua.

Tutkitaan ensin tapausta v,(a) > v,(b). Talloin edellisen tehtdvén lemman yhté-
suuruusosion avulla

vp(abla — b)) = vy(a) + 2v,(b).

Yritetdédn sitten laskea v,(a® + b® + ab). TAmA ei onnistu suoraan, koska emme
tiedd, miké luvuista v,(a®), v,(b*) ja v,(ab) on pienin. Tiedimme ainoastaan, etti
vp(a®) > v, (b%), eli pienin luku on joko v,(b?) tai v,(ab). Jakaudutaan osatapauksiin.

Tapaus 1: v,(b*) < v,(ab). Tallsin v,(a® 4+ b* + ab) = v,(b*) = 3v,(b). Téten
vp(abla — b)) = vy(a) + 2v,(b) > 3v,(b), miké on ristiriita.

Tapaus 2: vy(ab) < v,(b*). Talloin vy(a® + b* + ab) = v,(ab) = vy(a) + v,y(b).
Jotta pétee v,(a) + 2v,(b) < vy(a) + v,(b), tulee péted v,(b) = 0, mutta télldin ehto
vp(ab) < v,(b?) ei toteudu. Ristiriita.

Tapaus 3: v,(ab) = v,(b*). Télloin v,(ab) = 3v,(b) on jaollinen kolmella, ja saimme
mita halusimme.
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Tapaus v,(a) < v,(b) etence vastaavalla tavalla (lausekkeet ovat kidytdnnossi
symmetrisid lukujen a ja b suhteen).

Tutkitaan vield tapaus v,(a) = v,(b) = t. Saamme v,(ab(a — b)) > 3¢, ja jos t > 0,
niin v,(a® 4+ b + ab) = 2t. Tami ei kiy, eli tulee olla ¢ = 0. Télléin v,(ab) = 0 on
jaollinen kolmella, kuten halusimmekin.

Siis kaikissa mahdollisissa tapauksissa pétee, ettd v,(ab) on jaollinen kolmella.
Olemme valmiit.

Kommentti: Ratkaisussa oli jonkin verran tapauskasittelyd, mutta se ei vaatinut
nerokkaita oivalluksia. Joka kohdassa jakauduttiin sopiviin tapauksiin, jotta termit
vp(ab(a—10)) ja v,(a®+ b3+ ab) saatiin laskettua. Tamén jilkeen saatiin joko ristiriita
tai haluttu viite.

Viimeisend esitettava tehtava on selvasti aiempia vaikeampi.

Etsi kaikki positiiviset kokonaisluvut a ja b, joilla a® = b°.

Potenssiin korottaminen ei tunnetusti ole vaihdannainen operaatio, eli esimerkiksi
23 £ 3%, Tastd huolimatta pitee 2* = 42, Yhtilolla on lisiksi triviaaliratkaisu a = b.
Onko téassa kaikki ratkaisut yhtalolle?

Néhdadn, ettd jos a ja b antavat ratkaisun, niin niilla tulee olla samat alkutekijat.
Luonnollinen seuraava askel on tutkia nédiden alkutekijoiden eksponentteja. Olkoon
vp(a) = x ja v,(b) = y, ja oletetaan, ettd =,y > 0. Vertaamalla alkuluvun p
eksponenttia yhtalon vasemmalla ja oikealla puolella saadaan

br = ay
eli
x —_ —
y b
Tama tarkoittaa, ettd suhde % ei riipu valitusta alkuluvusta p: lopputulos on
aina §. Jos ¥ = ¢ on supistetussa muodossa %, niin kaikilla p pétee X|v,(a) ja

Y|v,(b). Téll6in on olemassa jokin kokonaisluku m (joka voi riippua luvusta p), jolla
vp(a) = mX ja v,(b) = mY . Kirjoitetaan f(p) = m.

Tastd motivoituneena maéadaritellaan kokonaisluku

c = 2f(2)3fB)5f6) . .. ’

jotta saadaan ¢® = a ja ¢¥ = b. Jos ¢ = 1, niin a = b = 1. Muussa tapauksessa

sijoitus alkuperaiseen yhtaloon antaa

eli Xb=Ya, eli
XY =YX
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Yhtéalolla on triviaaliratkaisu X = Y (eli @ = b). Etsitdan muita ratkaisuja.
Symmetrian nojalla voidaan olettaa, ettd X > Y. Talloin

Vasen puoli on kokonaisluku, joten myos oikean puolen tulee olla, eli Y| X . Kirjoitetaan
X =Yt missd t > 2 on kokonaisluku. Saadaan

DY — ¢
Idea on, ettéd vasen puoli on suurempi kuin oikea puoli, ellei ¢ ole pieni. Jos nimittain
t > 2, niin
C(tfl)Y Z 22571 > t.

Siispd t = 2, eli ¢ = 2, mistd seuraa Y = 1,c = 2 ja siten X = 2. Tésté saadaan
ratkaisu @ = ¢X =4 ja b= ¢¥ = 2. Lisiiksi on symmetrinen ratkaisu a = 2 ja b = 4,
sekd, aiemmin todettu triviaaliratkaisu a = b. Yhtalolla ei ole muita ratkaisuja.

Kommentti: Ratkaisu koostuu kahdesta osasta. Ensimmaéisessa osassa todistetaan,
ettd on olemassa kokonaisluku c niin, ettd ¢X = a ja ¢¥ = b positiivisilla koko-
naisluvuilla X ja Y. Sijoitetaan niméi yht#loon a® = b°. Toisessa osassa ratkaisua
todistetaan, ettd syntyneelld yhtalolla ¢ =Y = % ei ole muita ratkaisuja kuin X =Y
jaX=2Y=1(ekdi Y =2,X =1).

Ensimmaisen osan voi tehda useammalla tavalla. Esitetty v,-menetelma on yksi
tapa, joka ldhestyy ongelmaa konkreettisesti alkutekijahajotelman kautta. Toinen
tapa on ottaa a-kantainen logaritmi puolittain ja saada yhtalo g = log,(b). Tama
tarkoittaa, ettd log,(b) on rationaaliluku 2 = £, mistd saadaan halutut yhtalot
X =ajac =b

Toisen osan arvion c¢#=DY > 211 > ¢ tyyliset arviot ovat usein hyddyllisi&: monesti

tehtavissa voi saada yliméaraista tietoa muuttujista tekemélla sopivia epayhtaloita.
Joskus arviot ovat suhteellisen helppoja (kuten téssé), joskus taas ratkaisu voi
perustua hyviin arvioihin. Luvussa Arviointi ja epayhtalot keskitytdan tarkemmin
tahan aiheeseen.

Lukuteorian lisdtehtavia -luvussa on esitetty vield yksi tehtéva, joka perustuu
alkutekijahajotelmien eksponenttien tutkimiseen mutta joka on huomattavasti tdhan
mennessé esitettyja vaikeampi.

Tehtéviin on myds aivan muunlainen ratkaisu: annettu yht#lo antaa a'/® = b/t
Tutkimalla derivaattaa funktion f(x) = 2'/* nihdiin olevan aidosti vihenevi, kun
x > e. Siis jos a # b, seki a ettd b eivit voi olla suurempia kuin e ~ 2.7. Tésté
saadaan, etta epéatriviaaleilla ratkaisuilla tulee pated a = 2 tai b = 2, mista saadaan
edelld 16ydetyt ratkaisut.
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8 Kongruenssit (Lukuteoria)

Téassé luvussa kayydaan 1api kongruenssien perusteet.

8.1 Motivaatio

Istut vankilan sellissi. Eteesi tuodaan kaksi paperilappua, joissa kummassakin on yksi
positiivinen kokonaisluku, toisessa a ja toisessa b. Sinut vapautetaan, jos osaat kertoa,
mikéd on luvun a + b viimeinen numero. Sellissé on kuitenkin hyvin pimeéa, etka siksi
tarkalleen née, mitka luvut paperilappuihin on kirjoitettu. Kykenet erottamaan vain,
ettd luvun a viimeinen numero on 2 ja ettd luvun b viimeinen numero on 3. Pystytko
ratkaisemaan ongelman?

Vastaus on myo6nteinen: luvun a + b viimeinen numero on 2 + 3 = 5. Tdma4 on
intuitiivisesti melko selvida. Viitettad voisi perustella kuvittelemalla mitéa tapahtuu,
kun luvut a ja b lasketaan allekkain yhteen. Ensiksi lasketaan ykkosten paikalle
tuleva numero (tdssd tapauksessa 2 + 3 = 5), tdmén jalkeen siirrytdan kymmenten
paikalle, sitten satojen ja niin edelleen. Yhteenlaskun lopputuloksessa ykkosten
paikalle tulevaan numeroon vaikuttaa vain alkuperiisten lukujen ykkosten paikalla
olevat numerot.

Enta jos luvun a + b sijasta olisikin haluttu tietda, mika on tulon ab viimeinen
numero? Téssékin tapauksessa ongelman ratkaiseminen onnistuu: luvun ab viimeinen
numero on 2-3 = 6. Tama ei valttdmatta ole aivan yhta intuitiivista kuin yhteenlaskun
tapauksessa. Perustelun voi hoitaa tutkimalla allekkain kertolaskua vastaavaan
tapaan kuin yhteenlaskun tapauksessa. Kertolaskun lopputuloksessa ykkosten paikalle
tulevaan numeroon vaikuttavat vain alkuperdisten lukujen ykkosten paikalla olevat
numerot.

Jos lukujen a ja b viimeiset numerot olisivat olleet vaikkapa 7 ja 8, niin nyt luvun
a + b viimeinen numero ei tietenkdédn ole 74+ 8 = 15, vaan tasta tulee vahentad 10,
jolloin viimeinen numero on siis 5. Vastaavasti tulon ab viimeinen numero ei ole
7 -8 = 56, vaan viimeinen numero saadaan ottamalla viimeisten numeroiden tulon
viimeinen numero.

Tama on kongruenssien perusidea. Kehittelemme ideaa hieman eteenpéin.

Luvun a viimeisen numeron voi ajatella olevan jakojaannos, kun luku a jaetaan
luvulla 10 (vaikkakaan tdmé ei vilttdméattéd aluksi tunnu luonnollisimmalta tavalta
ajatella asiaa). Edelld esitetty esimerkki siis kertoo, ettd jakojadnnoksid voidaan
laskea yhteen ja kertoa keskenéén: jos luvun a jakojaannos kymmenellé jaettaessa
on 2 ja luvun b jakoja&nnos on 3, niin luvun a + b jakojaannos on 2 + 3 ja luvun ab
jakojdannos on 2 - 3.

Luku 10 ei tietenkddn ole mitenk&dn erityinen: olemme vain tottuneet esittaméaan
lukuja kymmenjérjestelméssé, jossa on 10 numeroa (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Samat
ominaisuudet patevat, vaikka tutkisimme jakojaannoksia vaikkapa seitsemaélla jaet-
taessa. Esimerkiksi jos luvun a jakojaannos seitsemaéllé jaettaessa on 2 ja luvulla b
tdma jakojaannos on 4, niin saamme lukujen a+0 ja ab jakojaannokset summaamalla
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tai kertomalla jakojadnnokset 2 ja 4 (kertolaskun kohdalla luvusta 2 - 4 = 8 tulee
vield vahentaa 7, jotta saadaan jakojadnnos, joka on pienempi kuin jakaja).

Kongruenssit antavat kiatevan tavan puhua jakojaannoksista.

Olkoot a, b jam (m > 0) kokonaislukuja. Jos luvuilla a ja b on sama jakojaannos
jaettaessa luvulla m (eli toisin sanoen m | a — b), niin merkitaéan
a=b (modm).

Sanotaan, ettd a ja b ovat kongruentteja modulo m. Lukua m kutsutaan
moduloksi. Puhekielessé sanotaan usein lyhyesti ”a on b modulo m”.

Esimerkiksi a = b (mod 10) tarkoittaa, ettéa luvuilla a ja b on sama jakojaannos
kymmenelld jaettaessa (eli niiden viimeiset numerot ovat samat).

Seuraavat kongruenssiyhtélot patevat:
e 13 =3 (mod 10)

e 25

15 (mod 10)
e 10=3 (mod 7)
e —4=3 (mod 7)

8.2 Perusominaisuuksia

Totesimme edelld, ettd jos luvun a viimeinen numero on 2 (eli a =2 (mod 10)) ja
luvun b viimeinen numero on 3 (eli @ = 3 (mod 10)), niin

a+b=2+3 (mod 10)
ja
ab=2-3 (mod 10).

Toisin sanoen voimme laskea kongruenssiyhtaloitd yhteen ja voimme myos kertoa
niitd keskenééin (kunhan modulo on yhtaloissé sama).

Kongruenssin merkintdd "=" ei olekaan sattumalta valittu niin, ettd se nayt-
tad samalta kuin yhtasuuruusmerkki ”=". Mainitaan ensiksi pari selvda huomiota
kongruensseista.

e Jos a =b (mod m), niin b = a (mod m).

e Kaikilla a pitee a = a (mod m).

88



Olli Jarviniemi Ollin opas olympiatason ongelmanratkaisuun

e Josa=0b (mod m) jab=c (mod m), niin a = ¢ (mod m).

Jos viitteet haluaa perustella formaalisti, kannattaa kayttaa jaollisuuteen perus-
tuvaa médritelmééd kongruensseille (eli @ = b (mod m) jos m | a — b). Esimerkik-
si viimeisessd kohdassa véite seuraa siitd, ettd m|a — b ja m|b — ¢ johtaa ehtoon
m|(a—b)+ (b—c)=a— 3

Kuten edelld totesimme, kongruenssiyhtaloita voi siis laskea yhteen ja kertoa
keskenaan:

Lemma

Olkoot a, b, ¢,d ja m (m > 0) kokonaislukuja. Oletetaan, ettd a = b (mod m)
ja ¢ =d (mod m). Talléin

1. a+c=b+d (mod m)
2. a—c=b—d (mod m)

3. ac =bd (mod m).

Pointti on siis:

Kongruenssiyhtiloita voi kisitella kuten tavallisia yhtaloita.

Aivan kaikki ehdot eivét séily, kuten myohemmin néhdaéan eksponenttifunktioita
késiteltdessda, mutta perusominaisuudet toimivat kuten voi odottaa.

Perustelimmekin lemman véitteitd viimeisid numeroita tarkasteltaessa, mutta
esitetddn niille kuitenkin hieman formaalimmat perustelut.

Aloitetaan ensimmaéisestd. Tieddmme, ettd m|a — b ja m|c — d. Taten m|(a — b) +
(c—d)=(a+c)— (b+d), mikd on haluttu véite.

Toinen viite seuraa vastaavasti: Oletamme, ettd m|a — b ja m|c — d, joten m|(a —

b)—(c—d)=(a—c)—(b—d).

Kolmas véite on hieman vaikeampi. Koska m|a — b, voidaan kirjoittaa a — b =
mk jollain kokonaisluvulla k. Siispd a = b + mk. Vastaavasti ¢ = d + mn jollain
kokonaisluvulla n. Nyt

ac = (b+mk)(d+mn) = bd+mnb+mkd+m?*kn = bd+0+0-+0 = bd (mod m).

(Téassd yhtasuuruusmerkkien = tilalla voisi kiyttaa konrguenssimerkkeja =, koska
jos & =y, niin =y (mod m). On kuitenkin selkedmpéé, kun yhtdsuuruusmerkkia
kiytetadn silloin, kun sen tiedetddn pétevin.)

Asettamalla lemmaan ¢ = a ja d = b saadaan, ettd mikéli « = b (mod m), niin
a-a=0b-b (modm), eli a*> = b* (mod m). Kongruenssiyht#lsita voi siis neliida.
Potenssiinkorottaminen onnistuu myos yleisesti, mikéa seuraa helpolla induktiolla:

33Merkintd muotoa x|y = z tarkoittaa, ettd x|y ja 