Geometriaa kuvauksin — ratkaisuja

Ellei asiayhteydesta kiy muuta ilmi, X':lla merkitadn pisteen X kuvaa kulloinkin késilla
olevassa muunnoksessa. Ratkaisut on esitetty ilman kuvia; lukijan on syyté joka tehtavan
kohdalla hahmotella siihen liittyva kuvio.

1. On annettu O-keskinen ympyra, jonka sidde on r, sekd jana AB, jonka pituus on a < 2r.
Konstruoi ympyrédan suorakaide, jonka yksi sivu on a:n pituinen ja AB:n suuntainen.

Piirretaan tasakylkinen kolmio ABC, AC = BC = r. Translaatio, jolle C' = O vie A:m ja
B:n ympyran kehalle. Suorakaide voidaan tdydentaa.

2. On annettu kolmio ABC' ja jana DFE, joka on lyhempi kuin kolmion pisin sivu. Maarita
kolmion piiriltd pisteet F' ja G siten, ettd FG = DFE ja FG|DE.

Translaatio, jossa E’ = D, kuvaa kolmion ABC kolmioiksi ABC'n kanssa yhtenevaksi
kolmioiksi A’B’C’. Jos néiden kolmioiden piireilld on yhteinen piste (niitd on enintéén
kaksi), niin tdmé piste kelpaa janan F'G toiseksi paétepisteeksi. Ellei komioiden piireillé
ole yhteisia pisteita, tehtavéalla ei ole ratkaisua. Janan DFE pituudelle annettu ehto ei siis
ole riittava ratkaisun olemassaolon takaamiseksi; se on kuitenkin valttAmaton ehto.

3. Suorat ¢y ja {5 ovat yhdensuuntaiset, suora {3 leikkaa ne. a on suurempi kuin suorien
ly ja {5 etaisyys. Konstruoi tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on a ja jonka kérjet
ovat suorilla (1, {5 ja (3.

Sovita a-pituinen jana niin, ettd sen paitepisteet ovat £1:11a ja f5:lla, taydenna tasasivui-
seksi kolmioksi, siirrd kolmas karki /3:1le. Useita ratkaisuja.

4. Annettu ympyrat wi ja wo seka suora ¢. Konstruoi £:n suuntainen suora, josta wi ja wo
leikkaavat yhta pitkat janteet.

Piirrd wy:n keskipisteen kautta suora ¢; 1 £. Siirrd wo:n keskipiste suoralle £;. Jos w ja w)
leikkaavat pisteissd A ja B, niin AB on vaadittu suora.

5. Annettu tason pisteet A, B, C ja D. Konstruoi pisteiden kautta yhdensuuntaiset suorat
a, b, c ja d niin, ettd a ja b ovat toisistaan yhta etaalla kuin c ja d.

Siirto A +— B vie suoran a suoraksi B ja suoran c suoraksi d. d kulkee siis pisteiden D ja
C’ kautta.

6. Samanséteisten ympyroéiden keskipisteiden O1 ja Oy kautta kulkevan suoran suuntainen
suora leikkaa edellisen ympyran pisteissa A ja B ja jalkimmdaisen ympyran pisteissa C ja
D. Maaritd janan AC' pituus.

Siirrossa O1 — O on A’ = C. Siis AC on yhté pitka kuin O10s.

7. Maarita puolisuunnikas, kun tiedetdan sen lavistajien pituudet ja niiden valinen kulma
seka yksi puolisuunnikkaan sivu.
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Olkoon tunnettu puolisuunnikkaan sivu a. Erotetaan annetussa kulmassa olevilta suorilta
niiden leikkauspisteesta P lahtien lavistajien pituiset janat. Niiden toisten paatepisteiden
A ja B kautta kulkevalla suoralla on kaksi puolisuunnikkaan karkeé, joista toinen voi olla
A. Toinen, C, on etidisyydella A joko A:sta tai P:std. Kun yksi puolisuunnikkaan karki
on P, niin neljas on P:n kuva translaatiossa B +— C' tai C:n kuva translaatiossa B — P,
riippuen siita, onko a toinen puolisuunnikkaan kannoista vai kyljista.

8. Todista: jos puolisuunnikkaan yhdensuuntaisten sivujen keskipisteiden kautta kulkeva
suora muodostaa yhtéa suuret kulmat puolisuunnikkaan ei-yhdensuuntaisten sivujen kanssa,
niin puolisuunnikas on tasakylkinen.

Olkoot AB ja CD puolisuunnikkaan yhdensuuntaiset sivut, CD < AB, M N AB: ja
C D:n keskipisteet. Translaatiot D — N ja C' — N synnyttavit kolmion A’B’ N, Oletuksen
mukaan NM on kulman A’NB’ puolittaja. Mutta A’M = AM — DN = MB — NC =
MB — B'B = MDB’, joten M on A’B’:n keskipiste. Kulmanpuolittajalauseen nojalla
A'N = B'N eli AD = CB.

9. Kaksi samansateistd ympyrad sivuaa toisiaan pisteessa K. Ympyroiden keskipisteiden
kautta kulkevan suoran suuntainen suora ¢ leikkaa ympyrat pisteissa A, B, C' ja D. Todista,
ettd kulman AKC suuruus ei riipu suoran ¢ valinnasta.

Tehdddn siirto A — C. Silloin KK’ on ympyrdan halkaisija, AK||CK', ZAKC =
ZKCK' =90°.

10. Puolisuunnikkaan ei-yhdensuuntaiset sivut ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Yh-
densuuntaisten sivujen pituudet ovat a ja b, a < b. Olkoot M ja N yhdensuuntaisten
sivujen keskipisteet. Osoita, ettd 2 MN = b — a.

Olkoon puolisuunnikas ABCD, AD1BC, AB = b, CD = a. Suoritetaan translaatio
1 1 1

M — C. Koska MC = 3¢ ja NB = §b, niin N'B = §(b— a). Mutta jos XB =

b — a, niin AXCD on suunnikas, joten CX||ADLCB. Néin ollen N’ on suorakulmaisen

kolmion X C'B hypotenuusan keskipiste. Se on samalla kolmion ympéri piirretyn ympyran
1
keskipiste. Siis MN = N'C = N'Beli MN = §(b— a).

11. Kolmion ABC sivut kantoina piirretdan kolmion ulkopuolelle tasasivuiset kolmiot
ARB, BPC ja CQA. Osoita, etta AP = BQ = RC ja etta AP, BQ ja CR kulkevat
saman pisteen I’ kautta. (F' on kolmion ABC' Fermat’n piste.)

Tehdaén 60° kierto pisteen B ympéri. Silloin P — C' ja A — R, joten AP = C'R. Samoin
60° kierrossa pisteen C ympéari B — P ja ) — A. Siis BQ = AP. Olkoon FF AP:n jaCR:n
leikkauspiste. Koska C'R saadaan AP:sta 60° kierrolla, on ZAFR = ZCFP = 60°. Mutta
téstd seuraa (kehdkulmalause!), ettd F' on sekd ARB:m ettd BPC:n ympéri piirretyilla
ympyréilla. Siis ZAFB = ZBFC = 120°. Mutta talloin myos ZCFA = 120°, joten
F on myos ACQ:n ympéri piirretylla ympyralla. Samoin todetaan, ettd AP:n ja B@:n
leikkauspiste F’ on luetelluilla kolmella ympyralld. Koska nailld ympyroilla on vain yksi
yhteinen piste, on oltava F' = F”.



12. Maarita kolmion ABC piste P, jolle AP + BP + CP on mahdollisimman pieni.

Olkoon P mielivaltainen tason piste. Tehdaan 60° kierto pisteen B ympéri. Silloin BPP’
on tasasivuinen kolmio, joten BP = PP’. Lisdksi P’A’ = AP. Murtoviivan CPP’'A’
pituus on AP + BP + CP, ja murtoviiva on lyhyin, jos se oikenee janaksi. Minimitilanne
saadaan siis, jos P ja P’ ovat janalla, joka yhdistda C:n AB:lle piirretyn tasasivuisen
kolmion kirkeen R. Talloin LAPC = ZAP'R ja ZAP'R = 180° — ZAP'P = 120°.
Edelleen ZCPR = 120° — ZAPR = 60°. Mutta kun néita tietoja P:n sijainnista verrataan
edelliseen tehtavaan, nahdaan, ettda AP + BP + C'P minimoituu, kun P on kolmion ABC
Fermat’n piste.

13. Todista: suunnikkaan sivut sivuina piirrettyjen nelibiden keskipisteet ovat nelién kar-
Jjet.

Olkoon ABCD suunnikas, AEFB, BGHC ja ADIJ nelioita, O1, Oy ja Oy nelididen
keskipisteet. Tehdaan 90° kierto Op:n ympari. Silloin B — A, BC kuvautuu BC't4 ja siis
AD:ta vastaan kohtisuoralle A:sytéa lahteville suoralle eli BC' — AJ, ja BO> kuvautuu
A:sta lahteviaksi janaksi, joka muodostaa A.J:n kanssa saman kulman kuin Os B muodostaa
BC':n kanssa. Siis BOy — AQ4. Mutta tama merkitsee, ettd 0102 — 0104, joten
0105 = 0104 ja 0102 10104. 0105 ja 0104 ovat kaksi vierekkaista nelion sivua.

14. Konstruoi tasasivuinen kolmio, jonka yksi karki on A ja kaksi muuta kirkea ovat
kahdella annetulla ympyralla.

Olkoot ympyrat C; ja Co. Tehdadn 60° kierto A:n ympéri. Jos C; NCy # (), tasasivuisen
kolmion kérjiksi kiayviat A, B € C; N Cy ja B:n alkukuva, joka on Cj:ll4.

15. Kolmion ABC sivuille konstruoidaan neliot ABMN ja BCQP. Osoita ettid ndiden
nelididen keskipisteet, sivun AC' keskipiste ja janan M P keskipiste ovat nelién karjet.

Olkoot ABM N:n ja BCQP:n keskipisteet O; ja Oy ja K, AC:n, L M P:n keskipiste.
90°:een kierto B:n ympari vie A:n M:ksi ja P:n C:ksi. Siis APLMC ja AP = MC.

1
Kolmiosta AMC' ndhdéén, ettd O1K|MC ja O1K = §MC' Kolmiosta M PC saadaan

1
samoin LOs||CM ja LOs = iMC. Vastaavasti kolmioista AM P ja APC saadan O1L =
KO3 ja O1L||AP. Koska AP = MC ja AP1MC saadaan heti, ettd O; LO2 K on nelid.

16. Konstruoi ympyran annetun sisapisteen kautta annetun pituinen ympyran janne.

Olkoon O ympyran keskipiste, P piste, jonka kautta janteen tulisi kulkea, ja a janteen
pituus. Piirretddn ympyraan a-pituinen janne AB. Piirretdan O keskinen ympyrd P:n
kautta. Jos se leikkaa AB:n pisteessa ), tehdaan kierto kulman ZPOQ) verran O:n ympari.

17. Konstruoi nelio, jonka sivut tai niiden jatkeet kulkevat neljan annetun pisteen kautta.

Olkoot A, B, C, D annetut pisteet. Jos ne kuuluvat suorille a, b, ¢, d siten, ettd al||cLb||d
ja jos a:n ja c:n etaisyys on sama kuin b:n ja d:n, niin 90° kierto A:n ympari tuottaa pisteen
C’, yhdensuuntaiset suorat a’, b, ¢/, d, a’:n ja ¢’:n etidisyys sama kuin b:n ja d:n. Siten
jokainen translaatio, joka vie b:n d:ksi vie a’:n ¢’:ksi. Erés téllainen translaatio on B +— D.
A:mn kuva A’ tassi translaatiossa on suoralla ¢/. Mutta nyt A’ ja C’ maarittavat suoran,
ja muuts suorat saadaan A’C’:n suuntaisina ja 90° kierrolla.
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18. Konstruoi neli6 ABCD, kun tunnetaan sen keskipiste O ja suorien AB ja BC' pisteet
M ja N, OM # ON.

Kierretaan pistetta M 90° pisteen O ympéri. Silloin suora AB kiertyy suoraksi BC.
Suoraksi BC' voidaan siis valita suora M’N. Taméan jalkeen piirretadn M :n kautta M’ N:44
vastaan kohtisuora ¢. ¢:n ja M'N:n leikkauspiste on B. Muut nelion kérjet 10ytyvét tAméan
jalkeen helposti

19. Tasasivuisen kolmion ABC sivujen AB, BC ja C A pisteille M, N ja P patee AM :
MB = BN : NC =CP : PA. Osoita, etta kolmio M N P on tasasivuinen.

Kierretaan 120° komion ABC' keskipisteen O ympaéri. Silloin A +— B ja B — C, C' +— A.
Kolmion ABC' sivut kuvautuvat toisilleen. Niin tekevit myos pisteet, jotka jakavat sivut
samassa suhteessa. Mutta tama merkitsee, etta janat M N NP ja PM ovat kaikki yhta
pitkia. Siis M N P on tasasivuinen.

20. Nelion ABCD sivuilla AB, BC, CD ja DA on pisteet M, N, P ja ) niin, etta
AM : MB=BN : NC=CP:PD=DQ:QA. Osoita, ettdi M N PQ on nelio.

Kierretaan 90° nelion keskipisteen ympari. Ratkaisun ajatus sama kuin edellisessa tehtéa-
vassa.

21. Konstruoi tasasivuinen kolmio, jonka yksi karki on A ja kaksi muuta karkea ovat
suorilla {1 ja {.

Jos ABC' on vaadittu kolmio, B € ¢;, C € {5, niin B — C 60° kierrossa pisteen A ympari.
Tésté seuraa, ettd C' on piste, jossa 1 ja ¢} leikkaavat.

22. Tasasivuisen kolmion keskipisteen kautta on piirretty kaksi suoraa, joiden valinen
kulma on 60°. Osoita, ettd kolmion naista suorista erottamat janat ovat yhta pitkat.

Olkoon kolmio ABC' ja sen keskipiste O. Leikatkoon toinen suorista kolmion piirin pisteissa
D ja E, toinen pisteissd I’ ja GG. Koska suorat leikkaavat toisensa 60° kulmassa, jokin
suorien valisistd kulmista, esimerkiksi ZDOF, on 120°. 120° kierrossa O:n ympari suora
DFE kuvautuu suoraksi F'G ja kolmion karjet seké sivut kuvautuvat toisilleen. Nain ollen
D'E’ on sama jana kuin FG,

23. Neliot MPOR ja MUVW ovat samoin suunnistetut. Osoita, ettd UP = WR ja
UPLWR.

Kierretaan 90° M:n ympari. Silloin P — R, U — W. Jana W R on siis janan UP kuva;
sis WR=UP ja WRLUP.

24. Kolmion ABC sivuille BC', C A ja AB piirretaén neliot, joiden keskipisteet ovat Oy, Oo
ja Os. Osoita, ettd janat 0102 ja C'O3 ovat yhta pitkat ja kohtisuorassa toisiaan vastaan.

90° kierto ensin Os:n ja sitten Oz:n ympari vie C:n ensin A:lle ja sitten A:n B:lle. Yh-
distetty kuvaus on 180° kierto, jossa C' kuvautuu B:lle. Tamén kierron keskipisteen
on sis oltava janan BC' keskipiste M. Ensimmaéisessa kierrossa M kuvautuu pisteeksi
M’, jolle patee OoM = OoM’. Jalkimmaisessa kierrossa M’ kuvautuu M:ksi, joten
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OsM’ = OsM. Koska kulmat MOoM' ja M'O3M ovat suoria, MOoM’'O3 on nelio ja
erityisesti Oo M 1 O3M. Mutta O1 M LCM ja O1M = CM. 90° kierto pisteen M ympari
vie janan O3C' janaksi 0103, ja vaite on todistettu.

25. Konstruoi ympyran w janne, jonka keskipiste on annettu piste P.

Peilataan w P:ssé. w N w’:n pisteet ovat kysytyn janteen paitepisteet.

26. Konstruoi ympyran w ulkopuolella olevan pisteen M kautta suora, joka leikkaa w:n
pisteissd A ja B niin, ettd AB = BM.

Olkoon O ympyran w keskipiste ja r w:n sdde. Konstruoidaan piste Oy niin, etta kolmiossa
OO1M on O1M = r ja OO, = 2r. Silloin w:lla ja O;-keskiselld r-sateisella ympyralla wq
on tasan yksi yhteinen piste B. Peilaus yli pisteen B vie wi:n ympyraksi w ja pisteen M
suoran M B ja w:n leikkauspisteeseen A. Selvasti AB = BM.

27. Konstruoi viisikulmio, kun tunnetaan sen sivujen keskipisteet.

Olkoot etsittavan ABC D FE:n sivujen keskipisteet jarjestyksessa M, N, P, @ ja R. Jos M
on AB:n keskipiste, niin perdkkéiset peilaukset M:ssd, N:ssi, P:ssi, Q:ssa ja R:ssi vievat
A:n jarjestyksessd kaikkiin viisikulmion karkiin. Perdkkaiset peilaukset M:ssi ja IN:ssi
ovat itse asiassa translaatio M N:n suuntaan ja kaksi kertaa M N:n matkan. Jos pisteelle
X tehdaén ensin tallainen siirto, ja tullaan pisteeseen X', ja X' edelleen peilataan P:ssi,
tullaan pisteeseen X”kolmiossa X X’'X" sivu XX’ on M N:n suuntainen ja pituudeltaan
2-MN, ja P on sivun X’ X" keskipiste. Mutta taméa merkitsee, ettd sivun X X" keskipiste
on piste S, jolle PS = M N ja PS||MN. Siis S on janan AD keskipiste (D = A”). Mutta D
saadaan A:sta myos perakkaisilld peilauksilla R:ssé ja @Q:ssa. Siis AD on RQ:n suuntainen
ja kaksi kertaa RQ):n pituinen. Siis A 10ytyy, kun ensin konstruoidaan suunnikas M N PS
ja sitten suunnikas SQRA.

28. Olkoon A ympyroiden w1 ja wo leikkauspiste. Konstruoi A:n kautta suora, josta
molemmat ympyrat leikkaavat yhta pitkan janteen.

Peilataan wy P:ssia. Olkoot P ja (Q wo:n ja w':m leikkauspisteet. Suora PQ on vaadittu.
J Ja wy

29. Kuusikulmion vastakkaiset sivut ovat pareittain yhdensuuntaiset ja yhta pitkat.
Osoita, ettd kuusikulmion vastakkaisia karkia yhdistavat lavistajat kulkevat saman pis-
teen kautta.

Olkoon kuusikulmio ABCDFEF, O AD:n ja FC:n leikkauspiste. DC on AF:n kuva pei-
lauksessa O:ssa. Suorat AB ja BC kuvautuvat D:n ja F:n kautta kulkeviksi AB:n ja BC':n
suuntaisiksi, siis suoriksi DFE ja F'E. AB:n ja BC:n yhteinen piste B kuvautuu F'E:n ja
DFE:n yhteiseksi pisteeksi, siis pisteeksi E. Siis O on myo6s E B:n keskipiste.

30. Kolmion ABC' keskijanojen leikkauspiste on M. Pisteet P, Q ja R ovat janojen AM,
BM ja CM keskipisteet. Osoita, etta kolmiot ABC' ja PQR ovat yhdenmuotoiset.

Olkoot Ay, B; ja C; mediaanien ja kolmion sivujen leikkauspisteet. Kolmion PQR on
kolmion A;B;C; kyva peilauksessa pisteessd M; A;B1C;7 on tunnetusti yhdenmuotoinen
ABC'n kanssa.



31. Konstruoi kolmio, kun tunnetaan sivujen pituudet a ja b ja mediaani m..

Peilaus mediaanin kantapisteessa tekee kolmiosta suunnikkaan, jonka toinen lavistaja on
2m. ja sivut a ja b. Tallainen suunnikas saadaan rakennettua kolmiosta, jonka sivuiksi
otetaan 2mc, a ja b.

32. Merkinnét kuten tehtavassa 29. Osoita, etta pisteiden P, () ja R kautta piirrettyjen
sivujen BC, C A ja AB kanssa yhdensuuntaisten suorien leikkauspisteet ovat ABC':n kanssa
yhtenevan kolmion karjet.

Olkoot D, FE ja F mediaanien kantapisteet BC:lla, C' A:lla ja AB:11a. Koska DM = M P
jne., peilaus M:ssa vie kolmion ABC sivut suorille, jotka ovat tehtdvassa mainittuja sivu-
jen suuntaisia suoria. Kahteen kolmion sivuun kuuluvat karkipisteet kuvautuvat kahdelle
suoralle ja siis niiden leikkauspisteisiin, Suorat muodostavat kolmion, joka on ABC"n kuva
puheena olevassa peilauksessa. Kolmio on yhtenevd ABC'n kanssa.

33. Konstruoi suunnikas, jonka karjet ovat annetuilla ympyroilla wi ja wo ja jonka lavis-
tajat kulkevat annetun pisteen P:n kautta.

Peilataan w; pisteessi P. Olkoot A ja B wj: ja wy:n leikkauspisteet (jos sellaisia on).
Haluttu suunnikas on AB’A’B: se on nelikulmio, jonka lavistajat puolittavat toisensa ja
siis suunnikas, ja A, B € wy, A’, B’ € w.

34. Ympyrille piirretdan sen halkaisijan BC' paatepisteista yhtéa pitkat janteet AB ja CD,
eri puolille BC:td. Ympyrén keskipiste on O. Osoita, etta A, O ja D ovat samalla suoralla.

Peilataan O:ssa. B — C ja A’ on sellainen ympyran kehin piste, ettd CA’ = BA = CD.
Siis A — D. Mutta piste, sen kuva ja peilauspiste ovat aina samalla suoralla.

35. Kuusikulmion vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja kuusikulmion sisaan on piir-
retty ympyra. Osoita, etta kuusikulmion vastakkaiset sivut ovat yhta pitkat.

Olkoon kuusikulmio ABCDFEF ja O sen sisddn piirretyn ympyran keskipiste. Peilataan
O:ssa. Yhdensuuntaisten sivujen ja ympyran sivuamispisteet ovat saman halkaisijan paa-
tepisteita. Yhdensuuntaiset sivut sisaltavat suorat kuvautuvat toisilleen, joten niiden leik-
kauspisteet kuvautuvat leikkauspisteille. Nain ollen vastakkaiset sivut kuvautuvat toisil-
leen, ja ovat siis yhta pitkat.

36. Kuusikulmion ABCDFEF vastakkaiset sivut ovat pareittain yhdensuuntaiset ja yhta
pitkat. Maarita kolmion ACE ja kuusikulmion alojen suhde.

Tehtavan 28 tuloksen perusteella lavistajat AD, BE ja C'F leikkaavat toisensa samassa
pisteessd. 0. Kun kolmion CDFE peilataan O:ssa, kuva on kolmio FFAB. Peilataan FFAB
viela AB:n keskipisteessd. Tulos on kolmio BAG. Kolmiot CDFE ja GBA ovat yhtenevia.
Liséksi GB = CD = AF, CB = EF ja GB||CD||AF, BC||FE. Kolmiot GCB ja AEF
ovat yhtenevia, joten nelikulmion AGCFE ja kuusikulmion ABCDEF' alat ovat samat.
Mukka AGCE on suunnikas ja AC on suunnikkaan lavistdja. Kolmion AEC ala on puolet
suunnikkaan ja siis myos kuusikulmion alasta.
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37. Pisteet A ja B ovat samalla puolella suoraa £. Jos piste X on suoralla ¢, niin murtoviiva
AXB on Iyhin, kun AX :n ja ¢:n valinen kulma on sama kuin BX :n ja ¢:n valinen kulma.

Peilaus suorassa ¢ kuvaa janan X B janaksi X B’; murtoviiva AX B’ on lyhin, jos X on
janalla AB’. Talloin AX:n ja ¢:n vélinen kulma on sama kuin /:n ja X B":n vélinen kulma,
joka taas on sama kun ¢:n ja X B:n vilinen kulma.

38. Maarita annetun teravakulmaisen kolmion sisaan piirretyista kolmioista se, jonka piiri
on pienin.

Olkoot X, Y, Z kolmion ABC sivujen BC, C'A ja AB pisteitd. Peilataan ZX AB:n
yli janaksi ZX’ ja YX CAm yli janaksi YX”. Jos X on kiinted, niin kolmion XY Z
piiri eli murtoviiva X’ZY X" on lyhin, jos se on jana. Tama jana on kanta tasakylkisessi
kolmiossa AX’X" jonka huippukulma /X’AX" on kaksi kertaa kulma BAC. Kanta on
lyhyin, kun kylki on lyhin; kuljen pituus on AX; lyhin piiri saadaan siis, kun X on A:sta
piirretyn korkeusjanan kantapiste. Sama tarkastelu osoittaa, ettd Y ja Z ovat lyhimméan
piirin tapauksessa myos korkeusjanojen kantapisteitd; tehtdvén ratkaisu on siis ABC:n
ortokolmio.

39. Konstruoi tasasivuinen kolmio, jonka kaksi karkea kuuluvat kahteen annettuun ympy-
rdan ja kolmannesta karjesta piirretty korkeusjana on annetulla suoralla.

Peilataan toinen ympyra suoran yli; peilatun ympyran ja toisen ympyran leikkauspisteet
ovat mahdollisia ratkaisukolmion karkia.

40. Piste P on puoliympyran halkaisijalla AB. Pisteet M, N, Ny ja M, ovat puoliympyran
kehalla niin, etta ZAPM = /BPM, ja /APN = /BPN;. Janat M N, ja M, N leikkaavat
pisteessa (). Osoita, etta PQ1AB.

Vaite tulee todistetuksi, jos osoitetaan, ettda ZAPQ = ZQPB, tdhan taas riittda, etta
tangleNPQ = ZQPN;. Peilataan AB:ssi. Oletuksista seuraa, ettd My PM’ ja Ny PN’
ovat suoria. Kaaret M N’ ja N M’ ovat yhta suuret. Siis /MNP = ZQN1P = ZQM,P =
ZNM;M'. Mutta tésta seuraa, etta pisteet @, P, N1 ja M, ovat samalla ympyralla. Vas-
taavasti myos pisteet @, P, M ja N ovat samalla ympyralld. Kehdakulmalauseen perusteella
INPQ =/NMQ ja ZQPN; = ZQM;N;. Mutta edelleen kehakulmalauseen perusteella
/NMQ =2NMN, = /ZNM;N; = ZQM;Nq,ja todistus on valmis.

41. Konstruoi annetun pisteen kautta suora, joka leikkaa kaksi annettua suoraa samassa
kulmassa.

Piste P, suorat ¢ ja f5. Peilaa P suorien ¢; ja {5 muodostaman kulman puolittajassa.
PP’ on vaadittu suora.

42. Konstruoi kolmio ABC, kun tunnetaan ¢, a — b (a > b) ja ZABC.

Piirretaén kulma /X BY = ZABC ja erotetaan sen toiselta kyljeltda BA = ¢ ja toiselta
kyljeltd BD = a —b. C on se puolisuoran BD piste, jolle CDA on tasakylkinen kolmio. C
on suoran BD ja sen kuvasuoran peilauksessa yli janan AD keskinormaalin leikkauspiste
(tai suoremmin keskinormaalin ja BD:n leikkauspiste).
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43. Konstruoi kolmio ABC, kun tunnetaan a, b ja /CAB — ZCBA.

Jos kolmio ABC' on piirretty, niin peilaus yli sivun AB keskinormaalin kuvaa B:n pisteeksi
A ja C':n pisteeksi C’ niin, ettd /BAC' = ZCBA. Siis ZC AC’ on tunnettu kulma Z/CAB—
ZCBA ja AC" = BC = a. Liséksi CC’'||AB. Kolmio ABC voidaan siis piirtda ladhtemélla

janasta AC' = b ja kulmasta CAC" = ZCAB — ZCBA; erotetaan CC’ = a, piirretdan A:n
kautta suora £||CC’ ja haetaan suoralta piste B niin, ettd CB = a.

44. Voiko seitsenkulmion lavistaja olla sen symmetria-akseli?

Jos suora ¢ on monikulmion symmetria-akseli, niin monikulmion karjet vastaavat toisiaan
peilauksessa yli £:n. Seitsenkulmion karjista kaksi on lavistajan paatepisteita. Viisi muuta
kérkea eivat voi jakautua kahdeksi joukoksi, joiden valilld olisi yksikésitteien vastaavuus.

45. Konstruoi kolmio, kun tunnetaan sen sivujen keskinormaalit.

Olkoon annettuna kolme suoraa a, b ja c, jotka leikkaavat toisensa samassa pisteessa O.
Oletetaan ensin, etta suorista mitkadn kaksi eivat ole kohtisuorassa toisiaan vastaan. Vali-
taan suorista yksi, esimerkiksi a, ja silta piste D # O. Voidaan olettaa, etta yksi etsittavan
kolmion sivu BC on D:n kautta kulkevalla ja a:ta vastaan kohtisuoralla suoralla ¢. (Kol-
mion koko ei maaraydy tehtavan ehdosta, silla O-keskiset homotetiat tuottavat jokaisesta
ehdon tayttavésta kolmiosta uusia ehdon tayttévid.) Nyt peilaus yli b:n vie C:n pisteeksi
A ja £:n peilaus yli ¢:n vie B:n pisteeksi A. A on siis £:n b:ssd ja c:ssa tehtyjen peilausten
kuvasuorien leikkauspiste. B ja C' loydetadn A:n peilauksista yli C'n ja b:n. Jos suo-
rista kaksi, esimerkiksi b ja ¢, ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, tulee ABC olemaan
suorakulmainen ja O on kolmion hypotenuusalla. Tall6in pisteeksi D on otettava piste O.

46. Nelikulmion ABC'D sisdan on piirretty ympyra, jonka keskipiste on O. Todista, etta
/ZAOB + ZCOD = 180°.

Olkoot O:n kohtisuorat projektiot nelikulmion sivuilla AB, BC', CD ja DA P, @, R ja S.
Peilauksessa yli AO:n P ja S vastaavat toisiaan ja ZAOP = ZAOS. Peilaamalla BO:n,
CO:n ja DO:n yli saadaan samoin /ZPOB = /ZB0OQ, ZQCO = ZCOR ja ZROD =
/DOS. Nyt /AOB+/COD = ZAOP+ /POB+ /COR+ /ZROD = ZAOS+ ZB0OQ +
/QCO + £DOS = ZBOC + ZDOA. Koska ZAOB + Z/COD + /BOC + ZD0OA = 360°,

vaite seuraa.

47. Mihin suuntaan on ly6tava suorakaiteen muotoisella biljardipoydalla olevaa palloa,
jotta se palaisi lahtopisteeseensa?

Olkoon pallon sijainti P. Peilataan suorakaide kaikkien sivujensa kautta kulkevissa suo-
rissa, kuvat edelleen kaikissa sivujensa kautta kulkevissa suorissa. Jos P’ on mika hyvansa
P:n kuva tallaisista peilauksesta yhdisteyssd kuvauksessa, niin lyonti suoran PP’ suun-
taan palauttaa pallon pisteeseen P: janan PP’ alkukuva on biljardipdytasuorakaiteella
oleva murtoviiva, jonka osat muodostavat saman kulman reunajanojen normaalien kanssa
jokaisessa kohdassa, jossa murtoviiva kohtaa suorakaiteen reunan.
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48. Piste P on kiintea, mutta piste () kiertaa pitkin ympyraa w. Miten janan P(Q) keskipiste
M liikkuu?

1
M on @Q:n kuva homotetiakuvauksessa, jossa homotetiakeskus on P ja k = —. M liikkuu

siis pitkin ympyraa, jonka keskipiste on P:n ja w:n keskipisteiden vélisen janan keskipiste.

49. Konstruoi teravikulmaiseen kolmioon ABC nelio, jonka kaksi kdrkea on sivulla BC
ja kaksi muuta karkeéa sivuilla AB ja AC.

Piirretadn BC:ta vastaan kohtisuora,joka leikkaa BC':n pisteessd P ja AB:n pisteessa ().
Téydennetain PQ nelicksi PRSQ (R siteella BC, P B:n ja R vilissd. BS leikkaa AC'n
pisteessa S’. Tehdddn B-keskinen venytys, jossa S +— S’. P'R'S’Q’ on vaadittu.

50. Puolisuunnikkaan ABCD sivut AB ja C'D ovat yhdensuuntaisia. Lavistéjien AC ja
BD leikkauspiste on P. Kolmioiden ABP ja CDP alat ovat Sy ja So; puolisuunnikkaan
ala S. Osoita, ettd /Si + /52 = V/S.

Olkoon AB = a, CD = b. Piirretaan suunnikas BQC'D ja erotetaan siitd kolmio BQF,
missd BE||AC. Kolmion ACQ ala on S (CDA:lla ja BQC:1l4 on sama korkeus ja yhta
pitkét kannat). kolmion BQFE ala on Ss (yhtenevd C'DP:n kanssa). Kolmio ABP saadaan

AQC":sta A-keskiselld homotetialla, jossa k = ky = ai-i-b ja kolmio EBQ CAQ:sta Q-
VSt . V52

Mutta k1 = a kg = —. Koska

b
a+b \/§J VS

keskisella homotetialla, jossa k = ko =

ki 4+ ko =1,S 4+ /S = V5.

51. Kolmioon ABC' on piirretty ympyrd, joka sivuaa AB:ta pisteessda M. M M; on ym-
pyran halkaisija, ja suora C M, leikkaa AB:n pisteessa C. Osoita, ettd AC + AC, =
BC + BC;.

Piirretddn sisdén piirretyn ympyrén tangentti pisteeseen M;. Se leikkaa AC':n pisteessa
A1 ja BC:n pisteessa By. Nahdaan helposti, ettda CA; + AyM; = CBy + B1M;. Mutta
konfiguraatio CACy BC' on konfiguraation C'A; M;B,C kuva C-keskisessid homotetiassa,
joten CA+ CAC, = CB + B(C,.

52. Jos kaksi samoin suunnistettua kuviota ovat yhdenmuotoiset, on olemassa joko trans-
laatio tai homotetia ja kierto, jotka kuvaavat kuviot toisikseen.

Kuviot voidaan kierron avulla saada asemaan, jossa vastinjanat ovat yhdensuuntaiset. Jos
kuviot ovat yhtenevat, ne voidaan nyt kuvata toisilleen translaatioolla. Oletetaan, etta ku-
viot eivat ole yhtenevat, mutta ettd ne ovat yhdenmuotoiset, yhdenmuotoisuussuhteena k.
Olkoot BC ja F'E kaksi vastinjanaa; BC : FE = k. Olkoon O BF':n ja C'E:n leikkauspiste
O. Kolmiot OF E ja OBC ovat yhdenmuotoiset (yhdensuuntaisuuden BC||F'E takia kaikki
vastinkulmat ovat pareittain yhtéd suuria), joten OB : OF = OC : OF = k. Olkoot A
ja D jotkin mielivaltaiset kuvioiden vastinpisteet. Koska BA|F D, niin ZOBA = ZOFD.
Koska BA : F'D = k, kolmiot OBA ja OFD ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis erityisesti
/ZAOB = ZDOF ja OA: OD = k. A ja D vastaavat toisiaan O-keskeisessd homotetiassa,
jonka suurennussuhde on k.
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53. Piste M on kulman ABC' aukeamassa. Konstruoi jana, jonka paatepisteet ovat kulman
kyljilla ja jonka M jakaa suhteessa 1 : 2.

1
Homotetia, keskus M, k = —5 BC'n kuva B’:n kautta kulkeva suora, joka leikkaa AB:n
pisteessda D. Jos M D leikkaa BC':n pisteessa F, niin ME =2- MD.

54. Ympyrat wy ja we sivuavat toisiaan pisteessa M. Kaksi M :n kautta piirrettya suoraa
leikkaavat wy:n my6s pisteissd A ja B ja we:n my6s pisteissd C ja D. Osoita, ettd AB||CD.
Toisiaan sivuavat ympyréat ovat homoteettiset, homotetiakeskus on sivuamispiste. AB ja
CD vastaavat toisiaan homotetiassa, siis AB||CD.

55. Ympyrat wy ja wy sivuavat toisiaan pisteessa M. Ympyran w; keskipiste on O;. M :n
kautta kulkeva suora leikkaa w;:n myos pisteessd A;. Osoita, ettd A1O1||A20;.

Ympyrat ovat homoteettiset, homotetiakeskus M. Keskipisteet O, ja Oy vastaavat toisi-
aan téssd homotetiassa, samoin tehtdvan suoran ja ympyroiden leikkauspisteet A; ja As.
Homotetia sdilyttdéd suorien suunnan, siis A101||A20s.

56. Keskenaan eripituiset janat M N, PQ) ja RS ovat yhdensuuntaiset, mutta eri suorilla.
Janat ovat samoin suunnistettuja. Osoita, etta suorien PM ja QN; RP ja SQ sekd M R
ja NS leikkauspisteet ovat samalla suoralla.

Olkoot leikkauspisteet jarjestyksessd A, B ja C. Silloin PQ on toisaalta SR:n kuva B-
keskisessd homotetiassa fp ja M N:n kuva A-keskisessia homotetiassa fs. Koska SR on
M N:n kuva C-keskisessd homotetiassa fo ja homotetiakuvauksista yhdistetty kuvaus on
edelleen homotetia, niin fo = f5' o fa. fc(A) = f5'(fa(A)) = f5'(A) on piste, joka on
suoralla C'A ja suoralla BA. Niilla suorilla on siis kaksi yhteista pistettéd, joten ne ovat
sama suora.

57. Jos kahdesta homotetiasta yhdistetty transformaatio on homotetia, niin kaikkien kol-
men homotetian homotetiakeskukset ovat samalla suoralla.

Seuraa edellisesta tehtavasta.

58. Keskenaan eripituiset janat M N, PQ) ja RS ovat yhdensuuntaiset, mutta eri suorilla.
Janat ovat samoin suunnistettuja. Osoita, etta suorien PM ja QN; RP ja SQ) seka MR
ja NS leikkauspisteet ovat samalla suoralla.

Leikkauspisteet ovat kukin homotetiakeskuksia

59. Inversiokuvauksessa jokainen ympyra, joka kulkee O:n kautta, kuvautuu suoraksi ja
kaantaen.

Olkoon OP O:n kautta kulkevan ympyrin w jalkaisija ja @ # O, # P wn piste. Koska
OP

0Q -0Q' = OP - OP’, niin 00’ =op Kolmiot OPQ ja OQ'P’ ovat yhdenmuotoiset

(sks). Koska ZOQP = 90° (puoliympyral), on myés ZOP'Q" = 90°. Paitelldan, ettd

w’ on P’:n kautta kulkeva OP:ta vastaan kohtisuora suora. Kadnteinen vaite todistetaan

samalla tavalla.
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60. Inversiokuvauksessa jokainen ympyra, joka ei kulje O:n kautta, kuvautuu ympyraksi.

Olkoon PQ O:n kautta kulkemattoman ympyrin w se halkaisja, joka (tai jatke) sisaltaa
O:n. Tarkastellaan tapausta, jossa O on w:n ulkopuolella. Olkoon R # P, # @ w:mn
piste. Samoin kuin edellisessd tehtdvassa todetaan, ettd kolmiot OPR ja OR'P ovat
yhtenevié, joten ZOPR = ZOR'P’. Kolmiot OQR ja OR’'Q’ ovat yhdenmuotoiset, joten
Z0QR = ZOR'Q’. Koska ZPQR = 90° ja ZOPR = Z/PRQ + ZOQR, on /P'R'Q" =
/P'R'O—-/ZQ'R'O = ZOPR — ZOQR = 90°. Siis R’ on ympyréll4, jonka halkaisija on
Q'P’; ' on tdma ympyra.

61. Jos ympyrat leikkaavat kulmassa «, niin niiden inversiokuvat leikkaavat kulmassa o.

Olkoot leikkaavien ympyroiden wy ja wso leikkauspisteeseen P piirretyt tangentit 71 ja 7o.
Inversiossa ne kuvautuvat P’:n ja O:n kautta kulkeviksi ympyroiksi, jotka sivuavat wij:a
ja wh:a. 71{m ja 74:n vilinen kulma P’:ssa ja O:ssa on sama (ja siis sama kuin wj:m ja
wh:n vélinen kulma). Mutta pisteeseen O piirretyt 71:n ja 74:n siteet ovat kohtisuorassa
T1:t8 ja To:ta vastaan. Téstd voidaan padtelld, ettd O:ssa 71:n ja 75:n tangenttien vélisisté
kulmista toinen on «, ja vaite tulee toteennaytetyksi.

62. Konstruoi harpilla annetun pisteen inversiopiste annetussa ympyrassa.

Annettu piste P. Piirretadn P-keskinen PO-sdteinen ympyra w. Se leikkaa C:n pisteissa
A ja B. Piirretdan A- ja B-keskiset AO-sateiset ympyrat. Ne leikkaavat pisteissia O ja

P’'. (PAO. AOP’ ja BP'O ovat tasakylkisia kolmioita. Nahdaén helposti, ettd ne ovay

or oo, : : e
yhdenmuotoisia; tistd saadaan — = ——, joten P’ on P:n inversiokuva. Tdmé& toimii
r

tietysti vain, jos A ja B ovat olemassa. Jos w ei leikkaa C:té, tehddan temppu. Tarpeeksi
suurella n piste P,, jolle OP, = n - OP, on C:n ulkopuolella, ja P! saadaan piirrettyé.

1
Mutta OP! = —OP’, joten P’ 16ytyy monistamalla janaa OP!. (Jana voidaan "kertoa”
n

pelkalld harpilla, ”sé@é&nnéllistd 6-kulmiota” kayttamalla).

63. Konstruoi harpilla annetun janan keskipiste.
Olkoon OP puolitettava jana, OP, = 2 - OP. P} on kysytty keskipiste.

64. Tasossa on nelja pistetta A, B, C, D. Osoita, etta AB-CD + BC - AD > AC -
BD, ja etta epayhtalé on yhtald jos ja vain jos A, B, C, D ovat ympyran pisteita téssa
jarjestyksessa.

Jos P ja @ invertoidaan pisteiksi P’ ja @)’ O-keskisessd r-sateisessd ympyrissa, niin yh-
denmuotoisista kolmioista OPQ ja OQ'P’ saadaan

QP _OP OP-OP r2
QP 0Q OP-0Q OP-O'P

eli

2
//_7‘7.
©r =500 “"
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Katsotaan nyt tehtdvéan neljaa pistetta A, B, C, D. Invertoidaan B, C, D A-keskisessa r-
sdteisessd ympyrassa pisteiksi B/, C’, D’. Kolmioepéayhtalon mukaan B'C'+C'D’ > B'D’,
ja yhtdsuuruus on voimassa silloin ja vain silloin, kun C” on janan B’D’ piste. Mutta kun
otetaan huomioon ratkaisun aluksi johdettu tulos (ja supistetaan 72 pois), saadaan

BC n CD S BD
AB-AC AC-AD ~— AB-AD’

Vaitetty epayhtalo saadaan, kun edellinen epayhtal6 kerrotaan puolittain AB- AC'- AD:1lA.
Yhtasuuruus vallitsee, kun B’, C’, D’ ovat samalla suoralla ja C' B’:n ja D’:n valissa.
Mutta suora on A:n kautta kulkevan ympyran inversiokuva; yhtasuuruuden tilanteessa C'
on B:n ja D:n valiselld kaarella ja A tdmén kaaren komplementtikaarella.
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