Pikkuisen kombinatoriikkaa

Téassa esitelldan tehtavien avulla muutamia matematiikkakilpailuissa esiintyvid kombinatoris-
luotoisia menetelmia. Valissd on muutama maéaaritelmakin.

Joukkoja

Joukon A osajoukkojen joukkoa merkitddn P(A). Joukkoa P(A) kutsutaan joukon A po-
tenssijoukoksi. Jos joukossa A on n alkiota, jokainen A:n osajoukko voidaan muodostaa
prosessilla, jossa kunkin A:n alkion kohdalla paatetaan, kuuluuko alkio kyseiseen osajouk-
koon vai ei. Téllainen n:n kahden vaihtoehdon kohdalla valitsemisen prosessi voidaan tehda
2™ eri tavalla. Joukossa P(A) on siis 2" alkiota.

Jos B C A, niin B = {z € A|z ¢ B}. Juokko B on joukon B komplementtijoukko (A:n
suhteen). Joukoilla B ja B el ole yhteisid alkioita. Niiden leikkausjoukko on siis tyhja
joukko: BN B = 0.

1. Joukossa A on n alkiota. Olkoon S C P(A), S = {A1, As, ..., Agn—1} jokin sellainen
A:n 2" 1:n osajoukon joukko, jossa jokaisen kolmen joukon leikkaus on epétyhji. Osoita,
etta
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() A #0.
k=1

Ratkaisu. Joukosta S tehdysta oletuksesta seuraa, ettd jokaisen kahden S:n alkion leik-
kaus on epityhji ja ettd tyhji joukko () ei kuulu joukkoon S. Jos Aj € S, niin Ay ¢ S.
S:i4n kuuluu tasan puolet kaikista P(A):n alkioista. Niiden joukkojen 2"~ komplement-
tijoukkoa eivét kuulu joukkoon §. Tésta seuraa, ettd jokainen A:n osajoukko joko kuuluu
joukkoon § tai on jonkin S:4an kuuluvan joukon komplementti. Osoitetaan induktiolla,
etta jokainen leikkausjoukko

P
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on joukossa S. Asia on selvd, kun p = 1. Joukoista A; N Ay ja Ay N Ay tasan toinen
kuuluu joukkoon S. Jos se olisi A3 N Ay, niin S:std tehdyn oletuksen perusteella olisi
A1 NAsNA; N Ay # (. Mutta tama ei ole mahdollista, koska joukon ja sen komplementin
leikkaus on tyhja. Siis A; N Ay € §. Samalla tavalla nahdaan, ettd jokaisen kahden S:n
alkion leikkausjoukko on sekin &:n alkio. Induktioaskel on nyt triviaali: jos

p
ﬂ A €S,
k=1
niin
p+1 P
ﬂ A = <ﬂ Ak> ﬂAp_H eSs.
k=1 k=1

Erityisesti siis kaikkien S:n alkioiden leikkausjoukko kuluu joukkoon & eika néin ollen voi
olla tyhja joukko.



2. Olkoon A # () joukko ja f : P(A) — P(A) sellainen, ettd aina kun X C Y, niin
f(X) C f(Y). Osoita, ettéa jollain T C A pétee f(T)="T.
Ratkaisu. Muodostetaan joukko K = {X C A | f(X) C X}. Joukko K ei ole tyhji,
koska f(A) C A ja siis ainakin A € K. Muodostetaan K:hon kuuluvien A:n osajoukkojen
leikkausjoukko T

T=|J x.

XeK

Osoitetaan, etta tama T toteuttaa tehtavan ehdon. On osoitettava kaksi sisaltymista: 1" C
f(T) ja f(T) c T. Jalkimmaéisen osoittamiseksi tarkastellaan mielivaltaista K:n alkiota
X. Koska X on yksi niista joukoista, joiden leikkaus on 7', on varmasti 7' C X. Mutta
silloin f(T)) C f(X) € X. Edellinen sisdltymisrelaatio seuraa funktion f mé&aritellysta
ominaisuudesta, jalkimmainen siita, ettd X € K. Koska X oli mielivaltainen K:n alkio,
on tullut osoitetuksi, ettd f(7") on jokaisen K:n alkion osajoukko ja siséltyy siis myos
kaikkien K :n alkioiden leikkausjoukkoon, joka on T'. Siis f(7') C T. Tamé& merkitsee myos
sitd, ettd T € K. Funktion f ominaisuudesta seuraa edelleen, etta f(f(T)) C f(T). Siis
my6s f(T) € K. Nain ollen f(7T) on yksi niistd joukoista, joiden leikkaus on 7', ja siis
T C f(T). Todistus on valmis.

Monesti kayttokelpoinen havainto on ”laatikkoperiaate”. Jos n + 1 esinettd on sijoitettu
n:aan laatikkoon, ainakin yhdessa laatikossa on ainakin kaksi esinetta.

Verkot ovat struktuureja, joiden avulla kuvataan monenlaisia joukon alkioiden vélisia relaa-
tioita. Verkkorakenteita on erilaisia. Seuraavassa verkko tarkoittaa yksinkertaista, suun-
taamatonta verkkoa. Sen maarittelee adrellinen joukko V', jonka alkioita kutsutaan verkon
solmuikst ja jokin V':n kaksialkioisten osajoukkojen joukon osajoukko E, jonka alkioita kut-
sutaan verkon sdrmiksi. Verkkoa voidaan havainnollistaa piirtamalla V:n alkiot pisteiksi
tai pallosiksi ja E:n alkiot pisteparien pisteita yhdistaviksi janoiksi tai kaariksi.

Todetaan tassa muutama verkkoon liittyva kasite. Verkon ketju on jono toisiinsa liittyvia
sérmié, siis solmupareja {A1, Ao}, {Aq, As}, ..., {Ak_1, Ar}. Ketju yhdistdd solmut A,
ja Ag. Jos jokaiset kaksi verkon solmua voidaan yhdistda ketjulla, verkko on yhtendinen.
Ketju, jossa A; = Aj on umpinainen ketju eli sykli. Verkko, jossa ei ole yhtaan syklia, on
puu.

3. Osoita, ettd verkossa on aina vahintdan kaksi solmua, joista lahtee yhta monta sarmaa.

Ratkaisu. Ratkaisu on laatikkoperiaatteen véliton sovellus. Olkoon verkossa n solmua,
joista lahtee ainakin yksi sarméa. Jokainen naista solmuista yhdistyy ainakin yhteen, mutta
enintddn (n — 1):een toiseen solmuun. Solmusta ldhtevien sédrmien lukumééralld on n — 1
eri mahdollisuutta, mutta solmuja on n. Siis joistain kahdesta solmusta lahtevien sarmien
lukumaaran on oltava sama.

4. Osoita, ettd (ddrellisen) joukon A osajoukot A; voidaan aina numeroida niin, ettd Ay = ()
ja etta kaikilla k Ay, on joukko, joka saadaan Ay, :sta lisdamalld tai poistamalla yksi alkio.

Ratkaisu. Téahéan 16ytyy nappara induktiotodistus; induktio etenee A:n alkioiden luku-
madran mukaan. Jos A:ssa on vain yksi alkio a, jono on Ag = (), Ay = {a}. Olete-
taan, ettd n-alkioisen joukon {z1, zo, ..., x,} osajoukot voidaan jarjestdd tehtdvén eh-



dot tayttdvadn jonoon Ag, Aq, ..., Aon_y. Voidaan olettaa, ettd tarkasteltava (n + 1)-
alkioinen joukko on {z1, =2, ..., Tp, n41}. Sen kaikki osajoukot saadaan tehtévén eh-
don tayttavaan jonoon aloittamalla jonolla Ay, A1, ..., Aan_1 ja jatkamalla sitd jonolla
Aon_1_1 U {$n+1}, Agn_o U {CL’n_H}, o AU {$n+1}, Ay U {$n+1}.

On tavallista, etta tehtavat, jotka matemaattisesti koskevat jotain tietynlaisen verkon omi-
naisuutta, muotoillaan vaikkapa niin, etta verkon solmua vastaa jonkin seurueen jéasen ja
verkon sarmaa kahden ihmisen tuttavuus.

5. Seurueessa on n henkilod. Jos seurueen jasenet A ja B tuntevat toisensa, heilld ei ole
muita yhteisia tuttavia. Jos he eivat tunne toisiaan, seurueessa on tasan kaksi sellaista
henkilod, jotka tuntevat sekda A:n ettd B:n. Osoita, ettd jokaisella seurueen jasenelld on
yhtd monta tuttavaa.

Ratkaisu. Merkitaan M 4:1la seurueen jasenen A tuttavien joukkoa. On siis osoitettava,
etta kaikille seurueen jasenille A, B joukoissa M4 ja Mp on yhtd monta alkiota. Olkoon
siis A ja B kaksi seurueen jasentd. Jos A ja B tuntevat toisensa, joukot M ja Mp ovat
oletusten perusteella erillisid. Tarkastellaan mielivaltaista M4:n alkiota X # B. Nyt
X ¢ Mp. Henkil6illd X ja B on oletuksen mukaan tasan kaksi yhteistd tuttavaa. Toinen
ndistd on A. Olkoon toinen Y (Y # A). Jos X’ olisi toinen M 4:n alkio ja my6s X':n ja
B:n yhteiset tuttavat olisiva Y ja A, niin Y:lla ja A:lla olisi kolme yhteistd tuttavaa B,
X ja X'. Siis eri X:i4 joukossa M vastaavat eri Y:t joukossa Mp. Téstd seuraa, etté
Mpg:1n alkioiden lukumaéadara on ainakin sama kuin M 4:n. Mutta tassd tarkastelussa M4:n
ja Mp:n roolit voidaan vaihtaa, ja nahdaan, etta M 4:n alkioiden lukuméaara on ainakin
sama kuin Mp:n. Joukoissa M4 ja Mp on oltava yhta monta alkiota.

Olkoot sitten A ja B sellaiset henkil6t, jotka eivat tunne toisiaan. Silloin on olemassa
jokin C, joka tuntee sekd A:n ettd B:n. Jo todistetun nojalla M 4:n alkioiden lukumé&ara
on sama kuin M¢c:n ja myos Mp:n alkioiden lukumaara on sama kuin Mo:n. Todistus on
valmis.

Permutaatioita
Adrellisen joukon A permutaatio on bijektio o : A — A. Voidaan olettaa, ettd A = S, =
{1, 2, ...n}. Jos merkitddn o(k) = a, niin permutaatiota o voidaan merkité
1 2 3 ... n
ay az asg ... Qn
tai vain (aq, ag, ..., ay).

Joukolla S, on n! = n(n —1)(n —2)---2 -1 eri permutaatiota. (a; voidaan valita n:sti
mahdollisuudesta, as (n — 1):sté jne.)

Jos B = {i1, i2, ..., i} C Sy, niin A:n permutaatio o on sykli, jos o(i;) = 441, kun
1<j<k, o(ig) =11 jao(i) =1, kun i ¢ B. Kaksi syklid ovat erillisid, jos joukot, joiden
alkiot ko. sykleissa vaihtuvat, ovat erillisia. Identtinen permutaatio id kuvaa jokaisen A:n
alkion itselleen. Jokaisella permutaatiolla ¢ on kddnteispermutaatio o', joka toteuttaa
ehdot coo™! =idjac~loo =id. (Merkintd fog tarkoittaa funktioiden f ja g yhdistamistd:

(fog)(x) = flg(x)).)
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6. Osoita, ettd jokainen S, :n (muu kuin identtinen) permutaatio saadaan tekemdlld pe-
rakkain erillisia sykleja.

Ratkaisu. Induktio: Joukon S; ainoa ei-identtimen permutaatio on sykli (2, 1). Jos Sk
permutaatiot voidaan yhdista sykleisté kaikilla & < n ja o on S,:n permutaatio ja o(1) =
1, voidaan kéyttda induktio-oletusta. Jos o(1) # 1, asetetaan a;, = o(1), a;, = o(a;,),
jne. Jollain k on oltava o(a;, ) = 1. Jos k = n, o on itse sykli. Jos k < n, voidaan kiyttaa
induktio-oletusta joukkoon S, \ {i1, ia, ..., ir}.

7. Jos o on joukon S, permutaatio, niin on olemassa permutaatiot o, ja oo niin, etta
0 = 01009 jaseka o1 0 01 etta g9 0 09 ovat identtisia permutaatioita.

Ratkaisu. Koska o voidaan yhdistaa erillisista

sykleista, on riittavaa, ettd osoitetaan viite oikeaksi . o
silloin, kun ¢ on sykli. Sijoitetaan syklin perakkaiset 2%&? a2
alkion saannollisen n-kulmion karkiin. Permutaatio ar

. . . . o e ay
merkitsee monikulmion kiertoa sen keskipisteen ym- o

as qr
1 © 04
pari kulman — - 360° verran. On helppo havaita, etté
n .
kuvaus, joka saadaan yhdistamalla peilaukset kahden A “Tay .
sellaisen suoran yli, joiden valinen kulma on «, on a4 a5

421
as

as

kierto, jonka kiertokulma on 2.
Permutaatiot o1 ja oo voidaan siis realisoida sellaisina n-kulmion peilauksina, jotka sii-
lyttavat karjet karkina ja jotka tapahtuvat sellaisten suorien yli, joiden vélinen kulma on

o -360°. Peilaus toistettuna on identtinen kuvaus. — Kuvassa on 7-kulmio; 1dhinné karkia
n

ovat kuvattavat, keskimmaisella kehalla ensimmaisen peilauksen eli o1:n antamat kuvat ja
ulompina o2:n antamat kuvat.

8. Maarita lukujen
lo(1) =a(2)[ +[0(3) —a(4)| + [0(5) = a(6)] + [0(7) — a(8)] + |0(9) — o(10)]

keskiarvo, kun o kay lapi kaikki joukon S1¢ permutaatiot.

Ratkaisu. Yhta hyvin voidaan tarkastella summien

S=Y lo(2k — 1) — o(2Kk)|

k=1

keskiarvoa, kun o kay lapi joukon S, permutaatiot. Summan jokaisen yhteenlaskettavan
keskiarvo on selvésti sama, joten haettu luku on n kertaa lukujen |o(1) — o(2)| keskiarvo.
Jos (1) = k, niin ¢(2):n mahdollisia arvoja ovat kaikki luvut 1:std 2n:dén, k poislukien.
Luvun |o(1) — 0(2)] keskiarvo on siis

s (k=D + (k=24 +1+14+24--+(2n—k))

1 (k—1Dk  (n—k)2n—k+1)\ k- (2n+1)k+n(2n+1)
_2n—1< S 2 ) 2n — 1
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Kun kiytetdin hyviksi tunnettuja summien > k2 ja Yk lausekkeita ja sievennetiiin,
saadaan kysytyksi keskiarvoksi

. 22— (2n 4 D)k +n(2n+ 1)
anzl 2n —1
1 2n(2n+1)(dn+1 2n(2n + 1) 5 n(2n+1)
- —en D) o204 1) ) = 22T
4n—2( G (2n+1) 5 +2n°(2n+1) 3

55
Kun n = 5, summa on ?; tama on alkuperaisen kysymyksen vastaus.

9. Olkoon o joukon S,, permutaatio. Sanomme, ettd o(i) on isotteleva luku, jos o(j) < o(i)
kaikilla j, i < 7 < n. Maarita permutaatiossa keskimaarin olevien isottelevien lukujen
maéard (kun o kdy ldpi kaikki S,,:n permutaatiot).
Ratkaisu. Katsotaan mikd osuus permutaatioista on sellaisia, joissa o(k) on isotteleva.
Isottelevuuteen eivét mitenkéén vaikuta arvot o(i), i < k. Olkoot ndmé arvot kiinni-
tettyjd. Permutaatioita, joissa on tdmé tilanne, on kaikkiaan (n — k + 1)! kappaletta.
Jokainen permutaatio, jossa o(m) < o(k) kaikilla m > k on sellainen, jossa o (k) on isotte-
leva. Téllaisia permutaatioita on (n — k)! kappaletta. Niiden permutaatioiden, joissa o (k)
on isotteleva osuus kaikista permutaatioista on siten

(n—k)! 1

n—k+1)! n—k+1

Taman voi lukea niin, ettd mielivaltaisessa permutaatiossa on keskiméaarin e i} ker-
n —
taa o(k) isotteleva. Koska k saa kaikki arvot 1:std n:dén, isottelevia lukuja on permutaa-

tiossa keskimaéarin . .
1+-4+---4+ -
2 n

kappaletta.

Geometriaa mukana

10. Saannollisen 2n-kulmion n lavistajaa leikkaavat toisensa pisteessd P, joka ei ole mo-
nikulmion karki. Osoita, ettda P on monikulmion keskipiste.

Ratkaisu. Koska kahden pisteen kautta kulkee tasan yksi suora, mitkaan kaksi tehtavan
lavistajaa eivat voi lahtea samasta monikulmion karkipisteesta. Tarkastellaan yhta ilmoi-
tetuista n:sta lavistdjasta; olkoon se £. Koska jokainen muu tehtavan lavistajista leikkaa
{:n pisteessa P, £:n molemilla puolilla on n — 1 monikulmion kérkea. Tama on mahdollista
vain, jos £ on yksi monikulmion paalavistdjistd. Paalavistjat kulkevat monikulmion kes-
kipisteen kautta. Edellisesta seuraa, etta kaikki n lavistajaa ovat paalavistajia, ja ne siis
kulkevat kaikki monikulmion keskipisteen kautta. Lévistdjien yhteisen pisteen on oltava
monikulmion keskipiste. — Itse asiassa riittaa todeta lavistajista kaksi paalavistajiksi.



11. Jos aarellisen moni puolipallo yhdesséa peittaa koko pallon, niin jotkin nelja puolipalloa
peittavat koko pallon.

Ratkaisu. Viite seuraa hiukan yleisemmasta tuloksesta. Jos jokin méaara puoliavaruuksia
peittda koko avaruuden, niin nelji naista jo peittad koko avaruuden. Asia voidaan todistaa
edeten alemmista ulotteisuusluvuista korkeampiin.

Jos aarellinen joukko puolisuoria peittad suoran, niin jotkin kaksi naista peittavat suoran.
Puolisuorat ovat muota [a, o) ja (—oo, b] Molempia lajeja on, muuten eivét kaikki suo-
ran pisteet peittyisi. Jos a’ < a, niin puolisuora [a’, infty) peittdd puolisuoran [a, c0).
Jos ag on pienin luvuista a, niin puolisuora [ag, co) peittdéd kaikki puolisuorat [a, in fty)
vastaavasti jos bp on suurin luvuista b, puolisuora (—oo, by| peittdd jokaisen puolisuoran
(—o0, b]. Siis puolisuorat [ag, 00) ja (—o0, bg| peittavit koko suoran.

Osoitetaan sitten, etta jos adrellinen joukko puolitasoja peittaa koko tason, jotkin kolme
niista riittavat peittamaan koko tason. Todistetaan tama induktiolla. Jos tasoja on vain
kolme, ei ole mitaan todistettavaa. Tehdaan induktio-oletus: jos n puolitasoa peittaa koko
tason, jotkin kolme niista jo peittavat koko tason. Olkoon sitten kasilld jokin n+ 1:n puoli-
tason joukko, joka peittaa koko tason. Olkoon p yksi naista puolitasoista. Jos p:n ja jonkin
toisen puolitason ¢ reunat ovat yhdensuuntaisia, niin joko p ja ¢ jo yhdessa peittavat koko
tason tai sitten toinen puolitasoista, esimerkiksi p, sisdltyy toiseen. Tall6in voidaan unoh-
taa puolitaso p ja kayttaa hyvéksi induktio-oletusta. Jos taas p:n reuna ei ole minkaan
muun puolitason reunan suuntainen, kaikki muut puolitasot erottavat p:n reunasuorasta ¢
puolisuoran. Kaksiulotteisen tapauksen perusteella jotkin kaksi puolitasoista, esimerkiksi
q ja r erottavat puolisuorat, jotka kokonaan peittavat p:n reunan ¢. Nyt ¢:n ja r:n reuna-
suorien leikkauspiste on puolitasossa p tai sen ulkopuolella. Edellisessé tapauksessa (piirré
kuval) puolitasot p, g, r peittéavit koko tason, jalkimmaéisessa tapaukessa p sisiltyy ¢:n ja
r:n yhdisteeseen. Talloin p:ta ei tarvita, ja voidaan kayttaa indukio-oletusta.

Sama paattely yleistyy kolmiulotteiseen avaruuteen. Osoitetaan induktiolla, etta kaikilla
n > 4 n:n yhdessa koko avaruuden peittavan puoliavaruuden joukosta voidaan valita nelja
puoliavaruutta, jotka yhdessa jo peittdvit koko avaruuden. Asia on selvd, kun n = 4.
Tehd&én lukua n koskeva induktio-oletus. Tarkastellaan (n + 1):n puoliavaruuden joukkoa
ja naistd yhta; olkoon se p. Jos p:n ja jonkin toisen puoiavaruuden reunatasot ovat yh-
densuuntaiset, niin joko puoliavaruudet yhdessa jo peittavat avaruuden tai niistd toinen
sisaltyy toiseen. Jalkimmaisessa tapauksessa sisdltyvan avaruuden poistaminen joukosta
el muuta tilannetta, ja voidaan nojautua induktio-oletukseen. Ellei p ole minkaan muun
reunatason kanssa yhdensuuntainen, kaikki muut puoliavaruudet erottavat p:n reunataosta
jonkin puolitason. Edella todistetun mukaan jotkin kolme puolitasoista ja siis puoliava-
ruuksista peittavat p:n reunatason. Jos niiden puolitasojen reunasuorissa on yhdensuun-
taisia, palaudutaan puolitasojen reunasuorien yhdensuuntaisuuteen. Jos tasot ovat ylei-
sessd asennossa, ne rajaavat tetraedrin, joka joko on p:ssa tai p:n ulkopuolella. Edellisessa
tapauksessa p ja muut kolme puoliavaruutta peittavat koko avaruuden, jalkimmaéisessa p
sisaltyy kolmen muun puoliavaruuden yhdisteeseen, voidaan jattaa laskuista pois ja tur-
vautua induktio-oletukseen.

Seuraava tehtava edustaa aika tyypillista tehtavatyyppia, jossa laatikkoperiaatetta sovel-
letaan pinta-aloihin tai tilavuuksiin.
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12. Kuutionmuotoisen hallin sdrméan pituus on 9 metria. Hallissa lentelee 1981 itikkaa.
Osoita, etta jotkin kaksi ndistéd ovat alle metrin paédssa toisistaan.

Ratkaisu. Pidetaan pituusyksikkonéd metria. Oletetaan, ettd mitkaan kaksi itikkaa eivat
ole alle yksikon padssa toisistaan. Silloin jokaisen ymparille voidaan ajatella pallo, jonka
sade on puoli ja jolla ei ole yhteista sisdosaa minkaan muun pallon kanssa. Koska itikat
voivat olla lahella hallin reunojakin, pallot eivat valttamatta ole hallin sisalla. Mutta
jos hallia jatketaan puolella metrilla jokaisen seinén yli, niin tdhan suurempaan halliin
kaikkien pallojen on mahduttava. Varsinkin niiden yhteisen tilavuuden on oltava enintaan

3
1 1
jatketun hallin tilavuus (9 + 3 + 5) = 1000. Mutta pallojen yhteinen tilavuus on

4 (1)2 1981-3,1  6141,1

1981 — ( =
B33 6 6

Pallot eivat mahdu halliin, joten jotkin niistd menevéit toistensa paalle. Naiden pallojen
keskipisteissa olevien itikoiden etaisyys toistaan on alle 1.

> 1000.

Tasasivuisen kolmion jako sen suuntaisilla tasavalisilla suorilla useaksi pienemmaksi tasa-
sivuiseksi kolmioksi on suosittu tehtavien kehys.

13. Tasasivuisen kolmion sivun pituus on n. Jaetaan kolmio sen sivujen suuntaisilla suorilla
tasasivuisiksi kolmioiksi, joiden sivun pituus on 1. Kuinka moni naiden pienten tasasivuis-
ten kolmioiden sivuista voidaan varittaa punaiseksi, niin etta kuvioon ei synny yhtaan
punasivuista kolmiota?

Ratkaisu. Tarkastellaan kolmion kannan suuntaisia jakosuoria. Kanta jakautuu n:ksi
palaksi, sen yldpuolella oleva jana (n—1):ksi palaksi jne. Kolmioita syntyy jaossa kaikkiaan

n(n+1)
2

n+n—-1)4+---+1= kappaletta. Jokaisesta pienestd kolmiosta voi varittaa

enintddn kaksi sivua punaiseksi. Punaisia sivuja voi olla enintdan n(n+ 1) kappaletta. Jos
varitetaan joka kolmiosta esimerkiksi ison kolmion kannan ja vasemmanpuoleisen kyljen
suuntainen sivu, varitettyja sivuja on juuri n(n + 1), eiké yhtéén punaista kolmiota ole
syntynyt.

14. Kuinka monta sisapuolista suoraa kulmaa voi olla umpinaisessa mutta itseaan leikkaa-
mattomassa n-sivuisessa murtoviivassa?

Ratkaisu. Jos n = 3, vastaus on 1, jos n = 4, vastaus on 4. Jos n = 5, kolme kulmista voi
olla suoria: esimerkiksi suorakaiteesta voidaan muodostaa viisikulmio leikkaamalla pois
vksi karjista. Viisikulmiossa ei voi olla enempaa kuin kolme suoraa kulmaa. Viisikulmion
kulmasumma on 3 - 180°. Jos kulmista nelja olisi suoria kulmia, viides olisi 180° eika siis
kulma ollenkaan. Tarkastellaan sitten n-kulmiota, missd n > 6. Jos siind on k suoraa
kulmaa, niin loput n — k kulmaa ovat joka tapauksessa < 360°. Siis (n — 2) - 180° <

2 2 1
(n — k) -360° 4+ k - 90°. Epéyhtélo sievenee muotoon k < g(n +2) = n + 1 eli
2n+1

k< . Tama merkitsee, etta




Osoitetaan viela, ettd ylaraja aina myos saavutetaan. Kun n = 6, ylaraja on 5. Jos
nelion yhdestd kulmasta leikataan pois pienempi nelié (jonka sivut ovat ison nelién sivujen
suuntaiset), syntyy kuusikulmio, jossa viisi kulmaa on suoria (ja kuudes 270°). Jos n =
7, ylaraja on edelleen 5. Tallainen kuvio saadaan esimerkiksi edellisesta kuusikulviosta,
jos siithen 270° kulman kohdalle tehdaan pieni ”syvennys”. Kun n = 8, ylaraja on 6;
kahdeksankulmio, jossa on kuusi suoraa kulmaa saadaan vaikkapa liittamalla suorakaiteen
yhteen sivuun pieni nelio.

Kasitellyt tapaukset muodostavat sellaisen induktion
pohjan, jossa luvun n kasvattaminen 3:lla kasvattaa lu-
kua k kahdella. Induktioaskel voidaan aina ottaa kor-
vaamalla murtoviivan osa ABC' jonkin sellaisen karjen
laheisyydessa, missa ZABC > 180° osalla ADEFGC,
missd kulmat ZADFE ja ZFGC ovat suoria kulmia.
Talloin monikulmion karkien maara kasvaa kolmella
ja sisdpuolisten suorien kulmien maara kahdella.

F

”Viritystehtavissa” saatetaan ”varittaa” jopa aarettoman moni piste muutamalla varilla.
Vaikka intuitio sanoo, etta lukemattomien mahdollisuuksien joukossa yleensa on jonkin
ehdon tayttava, esimerkiksi yksivarinen kuvi, niin tallaisen vaitteen todistus on tehtava
tarkasti ja tietysti vain varmoihin tosiasioihin nojaten.

15. Jokainen tason piste on varitetty joko punaiseksi tai siniseksi. Osoita, ettd on olemassa
tasasivuinen kolmio, jonka kaikki karjet ovat samanvarisia.

Oletetaan, ettd missidén tasasivuisessa kolmiossa ei ole

kolmea samanvérista karked. Jokaisessa tasasivuisessa €
kolmiossa on varmasti kaksi samanvarista karkea. Ol-
koon ABC jokin tasasivuinen kolmio, jossa A ja B
ovat punaisia. Muodostetaan uusi tasasivuinen kol-
mio AEG niin, ettd B ja C ovat sivujen AG ja AE
keskipisteet. Jos F' on sivun EG keskipiste, niin myos
BEF ja CFG ovat (ABC'n kanssa yhtenevid) tasa- E
sivuisia kolmioita. Peilataan viela ABC BC':n yli ta-

sasivuiseksi kolmioksi ADB. Nyt ADBC ja BEFC

ovat yhtenevia neljakkaita. Niiden lavistadjina CD ja D
CFE ovat yhta pitkia. Neljakkaan lavistajien kohtisuo-

ruudesta seuraa, ettié CD1AB ja CE1 BF. Koska

/FBE = 60°, myos ZECD = 0°. Kolmio CDF on siis tasasivuinen. Jos tasossa ei olisi
yhtaan tasasivuista kolmiota, jonka kaikki karjet ovat samanvariset, niin pisteet D ja F
olisivat sinisid, piste E punainen ja piste F' sininen. Mutta nyt G olisi seka tasasivuisen
kolmion AEG ettd tasasivuisen kolmion C'F'G karki. Sen pitaisi olla sekéd sininen ettéa
punainen. Ristiriita osoittaa vastaoletuksen vaaraksi.

16. Olkoot V', E ja S kuperan monitahokkaan karkien, sirmien ja sivutahkojen lukumddrat.



Osoita, etti V — E + S = 2. (Eulerin monitahokaskaava).

Ratkaisu. Esitetaan talle tarkealle tulokselle kaksi erilaista todistusta. Ensimmainen on
induktiotodistus, joka tarvitsee muutaman perusasian verkoista. Todetaan ensin, etta jos
verkko on puu (tdmé& méariteltiin ylempéand), niin siind on aina sérmien lukumé&éra yhté
pienempi kuin solmujen lukumaéra. Asia on varmasti nain, jos verkko muodostuu yhdesta
sarmasti. Oletetaan, ettd tilanne on voimassa, kun verkossa on n sarméi. Olkoon sitten
puu G sellainen, ettd siind on n + 1 sdrméd. Poistetaan yksi sdrmé e = {A, B} ja ne
solmuista A ja B, joista ei lahde muita verkon sdarmié. Jos kumpaakaan A:sta ja B:sta ei
poisteta, niin verkossa on, koska se on puu ja siis yhtendinen, jokin A:n ja B:n yhdistava
ketju. Kun tahan ketjuun lisdtadn e saadaan sykli, vastoin G:sta tehtya oletusta. Jos seka
A ettd B poistetaan, ei A:ta eikd B:ta voi yhdistda ketjulla G:n muihin solmuihin. Poisto
kohdistuu siis tasan yhteen e:n paatesolmuun; sarmien ja solmujen maéra vahenee yhdella,
joten lukumaéaarien erotus sailyy.

Tasoverkko on sellainen verkko, jossa sarmat eivat leikkaa toisiaan. Olkoon verkossa V'
kappaletta solmuja, E kappaletta sarmia ja erottakoot sarméat S kappaletta alueita, mu-
kaan lukien kaikkien sérmien ulkopuolelle jaava alue. Jos verkko on puu, niin S = 1 ja
V—-—FE=1. Siis V- FE+ S = 2. Oletetaan, ettd Eulerin kaava patee, kun S = n. Jos G
on verkko, jossa S = n + 1 ja jos G ei ole puu, niin yhden sarméan poisto yhdistaa kaksi
aluetta. Syntyy verkko, jossa S ja E ovat molemmat vahentyneet yhdella. Induktio-oletus
takaa, ettda V — F + .5 = 2 my0s verkossa G.

Jos M on kupera monitahokas, se voidaan esimerkiksi sopivasta ldhella yhta tahkoa ole-
vasta pisteesta projisoida tasolle niin, etta syntyy tasoverkko, johon edella esitetty paattely
sopii.

Esitetadn vield toinen tapa perustella Eulerin monitahokaskaava. Siihen tarvitaan tieto
pallokolmion alasta. Pallokolmio on kolmen tason isoympyran rajaama pallon osa. Leikat-
koot isoympyrat kolmion karjissa kulmissa «, 3, v. Jokaiset kaksi isoympyréaa leikkaavat
samassa kulmassa myos pallon toisella puolella, ”antipodipisteessa”, joten isoympyrakol-
mikko muodostaa aina kaksi identtistd pallokolmiota. Oletetaan pallon siteeksi 1. Pallon
pinta-ala on silloin A = 4nw. Kaksi isoympyraé, jotka leikkaavat toisensa kulmassa «, ra-
jaavat valiinsa kaksi viipaletta pallon pinnasta, ja néiden viipaleiden yhteinen pinta-ala

2a
on — A = 4am. (Tilanteen hahmottamiseksi voi ajatella pohjois- ja eteldnapojen kautta

kulkevia meridiaaneja.) Jokainen pallokolmioon tai sen antipodipallokolmioon kuuluma-
ton pallon piste kuuluu tasan yhteen kahden isonympyran rajaamaan viipaleeseen, mutta
pallokolmiota ja antipodipallokolmiota peittavat kaikki viipaleet. Jos pallokolmion ala on
T, niin on oltava

dr = (a+ B+ ) — 4T.

Pallokolmion ala on siis

T'=a+p0+vy—m.

Jos joukko isoympyroita rajaa kuperan pallo-k-kulmion, jonka kulmat ovat aq, as, ..., ag,
niin tdmé voidaan pilkkoa (k — 2):ksi pallokolmioksi, joiden kulmasumma on oy + as +
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-+ 4+ ag. Kun kolmioiden alat lasketaan yhteen, saadaan pallo-n-kulmion alaksi

k
E)M—w—zn. (1)

Olkoon nyt kuperassa n-tahokkaassa E sarmaa ja V karked. Valitaan 1-sateisen pallon
keskipisteeksi jokin monitahokkaan sisapiste ja projisoidaan monitahokas pallolle. Jokainen
k-kulmion muotoinen sivutahko projisoituu joksikin pallo-k-kulmioksi. Kun koko pallon ala
lasketaan néiden monikulmioiden summana, niin kaavan (1) mukaan alaan tulee kaikkien
monikulmioiden kulmien summa. Mutta kulmat ovat karkien ymparilla ja kattavat kunkin
kérjen kohdalla tdyden kulman. Kulmasumma on siis 27V. Jokainen monikulmion sivu
tulee lasketuksi kahdesti. Kun kaavan (1) k-termit lasketaan, saadaan siis 2Ew. Koska
monikulmioita on n = S kappaletta, summaan tulee viela termi 27 S. Kaikkiaan siis

A7 =27V — 2w E + 27 S.

Kun supistetaan luvulla 27, saadaan Eulerin monitahokaskaava.

Eulerin monitahokaskaava on yksi mahdollinen tapa perustella se, etta on olennaisesti vain
viidenlaisia saannollisia monitahokkaita.

17. Osoita Eulerin kaavan avulla, etta saannéllinen monitahokas on Platonin kappale eli
tetraedri, kuutio, oktaedri, dodekaedri tai ikosaedri.

Ratkaisu. Monitahokas on saanndllinen, jos sen kaikki sivutahkot ovat yhtenevia sdannol-
lisia monikulmioita ja joka kérjesta ldhtee yhtda monta sdrméa. Oletetaan, etta sivutahkot
ovat n-kulmioita ja etté joka kérjesta lihtee p sarmad. Silloin n > 3 ja p > 3. Jos sdrmien
lukuméara on F, karkien V ja sivutahkojen S, niin 2F = n.S; jokainen sarmahan liittyy
kahteen sivutahkoon. Myoskin 2E = pV, silla jokainen sarma liittyy kahteen karkeen.
FEulerin monitahokaskaava tassa yhteydessa on siis

2 2
E-E+ZE=2
P n

eli

Erityisesti on oltava
1 1 1

» + - > 5"

Téamén epayhtalon toteuttavia kokonaislukupareja on vain viisi: (p, n) = (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3)
ja (5, 3). Parit vastaavat jarjestyksessi tetrtaedria (E = 6, V = 4, S = 4), kuutiota

(F =12, V =8, S = 6), dodekaedria (E = 30, V = 20, S = 12), oktaedria (F = 12,

V =6, 5 = 8) ja ikosaedria (E = 30, V = 12, S = 20). — Tama4 todistus osoittaa tés-
mallisesti ottaen vain sen, ettd vain téllaiset kappaleet ovat mahdollisia. Véitteen ”On
olemassa tasan viisi saannollista monitahokasta” todistukseen kuuluu viela kyseisten kap-
paleiden olemassa olon osoittaminen esimerkiksi kertomalla, miten ne konstruoidaan.
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Lasketaan sama asia kahdesti

Keskeisimpia kombinatorisia periaatteita on sen hyodyntaminen, etta jokin asia voidaan
laskea eri tavoin, mutta niin, etta eri kautta saatujen tulosten samuutta kaytetaan hyo-
dyksi. Yksinkertainen esimerkki on n-alkioisen joukon k-alkioisten osajoukkojen lukumaéa-
ran x maarittaminen laskemalla kuinka monta erilaista k:n pituista jonoa joukon alkioista
voidaan muodostaa. Koska tadméa lukumaara voidaan maarittda suorittamalla perdkkaisia

n!
valintoja joukon alkioista, lukuméard on n(n —1)---(n — k+ 1) = Tk Toisaalta
n—k)!
voidaan ensin valita jonon jasenet x:114 eri tavalla ja sitten asettaa ne jonoon k! eri tavalla.
n!
Siis x - k! = ——. Siis
(n—k)!

18. Olkoot p ja q yhteistekijattomia kokonaislukuja. Osoita, etta
2 -1 2 —1
Hﬂzh.ﬂ(q mJZHﬂ—qJ*“'*W >qu
q q q p p p

Ratkaisu. Suorakaiteessa, jonka kérjet ovat (0, 0),
(p, 0), (p; ) ja (0, g), on (p —1)(g — 1) sellaista pis- (0.9 ».0
tetta, joiden molemmat koordinaatit ovat kokonaislu-
kuja. (Tallaisia pisteitd kutsutaan usein hilapisteiksi.)
Koska p:11a ja g¢:lla ei ole yhteisia tekijoita, yksikaan
pisteista ei ole silla suorakaiteen lavistajalla. joka yh-
distad pisteet (0, 0) ja (p, ¢). Tédmén lavistdjan ala-
puolisessa suorakaiteen osassa on symmetrian takia

(0,0) (p.0)
puolet pisteista, eli §(p — 1)(¢ — 1) pistettd. Léavis-
tajan yhtalo on

Y= —x.
p

k
Hilapisteita, joiden z-koordinaatti on k, on {q—J kappaletta. Siis
p

FJ X F_QJ NEE {MJ :%(p—l)(q—l)

p p p

Yhtalon oikea puoli ei muutu, kun p ja ¢ vaihtavat paikkaa. Todistettavan yhtalon eri
puolilla olevat lausekkeet ovat siis samat ja yhtalo tosi.

Seuraava on tyypillinen itse asiassa algebrallinen identiteetti, jonka totuuden perustelemi-
nen kay mukavasti kombinatoriikan periaatteita noudattamalla.
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19. Osoita, etta
n 2
n 2n—1
() ()
k=1

Ratkaisu. Todistettava yhtalo on sama kuin

. n n 2n — 1
Z k =n .
k)\n—k n—1
k=1
Yhtalon kummankin puolen voi tulkita vaikkapa niin, etta se ilmoittaa kuinka monella
tavalla voidaan muodostaa n-jaseninen partio n:n suomalaisen ja n:n ruotsalaisen rauhan-
turvaajan joukosta ja télle partiolle johtajaksi suomalainen. Vasemmalla puolella valitaan
k suomalaista ja n — k ruotsalaista ja sitten yksi k:sta suomalaisesta johtajaksi; lasketaan
sama eri k:n arvoilla ja sitten namé yhteen. Oikealla puolella valitaan ensin yksi n:sta

suomalaisesta johtajaksi ja sitten n — 1 muuta partion jasenté jaljelld olevista (2n — 1):sté
rauhanturvaajasta.

Seuraavassa on esimerkki tilanteesta, jossa laatikkoperiaatteen idean mukaan lasketaan
tietyn ehdon tayttavien konfiguraatioiden lukumaéra, joka osoittautuu pienemmaksi kuin
kaikkien mahdollisuuksien lukuméérda. Konfiguraatioiden joukossa on silloin valttamatta
myos sellaisia, joissa ehto ei toteudu.

20. Osoita, etta joukon S5g14 alkiot voidaan varustaa kahdella varilld niin, etta jokainen
Soo14:4an sisaltyva 18-jdseninen aritmeettinen jono sisdltda molemmanvarisia alkioita.

Ratkaisu. Eri tapoja varustaa Ssgi4:m alkiot kahdella varilla on 229, Sellaisia tapoja

varittad, joissa tietyt 18 alkiota ovat kaikki samanvarisid, on 22014=17 = 21997 koska muut

kuin valitut 18 alkiota voidaan varittaa mielivaltaisesti ja naille 18:lle on kaksi vaihtoehtoa.

Kuinka moni 18-jdseninen jono sisaltyy joukkoon Ssg147 Jos jonon ensimmaéinen jasen on

a > 1 ja erotus d > 0, niin kaikki ne jonot, joille a + 17d < 2014 kelpaavat. Jokaista

2014 — a
17

lukumaéra on siten enintaan

a:ta kohden on siten { J a:sta alkavaa mahdollista aritmeettista jonoa. Jonojen

2014—a

i 2014 -2015
a=1

34

Sellaisten varitysten méara, joilla 18-jaseninen aritmeettinen jono on yksivérinen, ei ole
suurempi kuin
g1007  2014-2015 _ 21997 2t 2t 52014
34 25 '
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