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Luku 1

Aritmetiikan peruslause

Jakoyhtils

Lukuteorian alku on seuraavassa intuitiivisesti selvéssé tuloksessa, jota toisi-
naan jakoyhtaloksi kutsutaan. Jokainen, joka on ikiné jakanut darellistd maaraa
erillisié olioita yhtésuuriin kasoihin, tuntee tuloksen jo.

Jakoyht#ls. Olkoot a € Z ja b € Z \ {0}. Tallbin on olemassa yksikésitteiset
Iuvut q € Z ja r € Z, joille

a=qb+r, ja  0<r<ly.

Kaytdnnossd annetuille luvuille muodostetaan jakoyhtdlo kdtevimmin tie-
tysti jakokulman avulla. Jakoyhtilon lukua ¢ voi kutsua nimelld (vaillinainen)
osamddra, ja luvun r luontevin nimi on jakojdannds.

Jaollisuus

Se tilanne, jossa jakoyhtdlon antama jakojaannos havidd, on erityinen ja antaa
aiheen seuraavaan méadritelméadn: Olkoot a ja b kokonaislukuja. Sanomme, etté
luku a jakaa luvun b, jos 10ytyy kokonaisluku ¢, jolle b = ac. Merkitsemme
tallin a | b, ja kiytdmme myos ilmaisuita luku b on jaollinen luvulla a, sekd luku
a on luvun b tekija. Jos luku a ei satu jakamaan lukua b, niin merkitsemme a | b.
Huomautamme, ettd usein puhumme luvun positiivisista tekijoistd sanomalla
pelkistdan tekija. Kaytdnnossa tdma ei aiheuta sekaannusta.

Olkoot a, b, ¢ ja d kokonaislukuja. On helppo néhdé, ettd ylla méadrittele-
malldmme jaollisuusrelaatiolla on seuraavat mukavat ominaisuudet:

*

Josal|bjaalc niin myés a| (b+c)jaal(b—c).

*

Jos a| b ja c|d, niin my6s ac | bd.

*

Jos a|bjab|c, niin myos a | c.

*

Jos a|bjab|a,nin a=>btai a = —b.

*

Aina pétee 1| a, —1|a jaa]O.

*

Aina pétee a | a ja a| —a.



% Jos b# 0 jaa|b, niin |a| < |b].
Naistd ensimmaisistd seuraa muun muassa, etta

* Jos luku jakaa summan jokaisen termin, niin se jakaa myos koko summan.

* Jos luku jakaa summan jokaisen termin yhta lukuun ottamatta, niin se ei
voi jakaa koko summaa.

Esimerkkeind kahdesta viimeisestd ominaisuudesta mainittakoon, ettd kol-
mella jaollisten lukujen summat ovat kolmella jaollisia, ja ettd kun seitsemélld
jaolliseen lukuun lisda seitsemalld jaottoman luvun, vaikkapa luvun yksi, niin
saadaan seitsemalld jaoton luku.

Alkuluvut

Olkoon p € Z,. Lukua p sanotaan alkuluvuksi, jos p > 1 ja luvun p ainoat
tekijat ovat sen triviaalit tekijat £1 sekd £p. Positiivista lukua n € Z sanotaan
vhdistetyksi luvuksi, jos se on suurempi kuin yksi mutta ei alkuluku. Luku yksi
ei ole alkuluku eikd yhdistetty luku. Pienimmat alkuluvut ovat 2, 3, 5 ja 7.

Havainto. Jokainen ykkéstd suurempi luonnollinen luku on &dérellisen monen
alkuluvun tulo.

Todistamme véitteen induktiolla luonnollisen luvun koon suhteen. Luku 2
on alkuluku ja siten varmasti alkulukujen tulo. Olkoon n € Z, lukua kaksi
suurempi, ja oletetaan, ettd kaikki pienemmaét ykkostd suuremmat luonnolliset
luvut ovat alkulukujen tuloja. Nyt, jos n on alkuluku, asia on selvé. Jos n ei ole
alkuluku, niin n = ab joillakin a,b € Z, jotka ovat lukua yksi suurempia mutta
lukua n pienempié. Induktio-oletuksen nojalla siis a ja b, ja siis my6s n, ovat
alkulukujen tuloja, ja asia on jilleen selva.

Nyt pédsemme todistamaan ensimmaisen mielenkiintoisen tuloksemme.
Lause. Alkulukuja on ddrettémén monta.

Vanhin tunnettu todistus télle, joka 16ytyy jo Eukleideen Alkeista, perustuu
seuraavaan yksinkertaiseen havaintoon: Jos parilliseen lukuun lisdé ykkosen, saa
parittoman luvun. Jos kolmella jaolliseen lukuun lisdd ykkosen, saa kolmella
jaottoman luvun. Samoin jos viidella jaolliseen lukuun lisda ykkdsen, saa viidelld
jaottoman luvun, ja niin edelleen.

Jos alkulukuja olisi vain &irellinen maéaré, sanokaamme n € Z, kappaletta,
niin ne kaikki voisi kertoa kesken#én. Niin saisimme ison luvun P, joka olisi
jaollinen kahdella, kolmella, viidella, ja ylipaaténsé kaikilla alkuluvuilla. Mutta
nyt luku P 4 1 on varmasti suurempi kuin yksi ja siis alkulukujen tulo, mut-
ta toisaalta luvun P maédritelmén nojalla se ei voi olla jaollinen kahdella eika
kolmella eiké viidelld, eikéd ylipdatdnsd milldén alkuluvulla, eikd P + 1 siis voi
olla alkulukujen tulo. Siis se oletus, ettd alkulukuja olisi vain &érellinen m&ara,
johtaa ristiriitaan, eiké siten voi pitda paikkaansa.

Kirjoittajan mielesté tamé on koko matematiikan yksinkertaisin (siis helpoi-
ten todistettava) aidosti mielenkiintoinen tulos.



Aritmetiikan peruslause

Tamaéan luvun péaatulos on

Aritmetiikan peruslause. Jokainen luku n € Zy on tekijéiden jirjestystd
vaille yksikésitteiselld tavalla alkulukujen tulo.

Téssé selkeyden vuoksi sovimme, ettéd tyhja tulo, jossa ei ole yhtdan mul-
tiplikandia, on yhta kuin yksi.

Alkuluvut ovat siis erddnlaisia atomeita, joista kaikki muut luonnolliset lu-
vut on rakennettu kertolaskulla, ja jokaisen luonnollisen luvun saa vain oleel-
lisesti ottaen yhdelld tavalla kertomalla alkulukuja kesken#dan. Esitdmme télle
vaitteelle Zermelon todistuksen:

Todistus. Todistamme vaitteen induktiolla luvun n suhteen. Ensinnékin véite
on selva tapauksessa n = 1. Samoin muut pienet tapaukset, kuten n = 2, n = 3,
ja niin edelleen, ovat varsin selvié.

Oletetaan sitten, ettd n > 1 ja ettd viite on jo todistettu kaikille lukua
n pienemmille positiivisille kokonaisluvuille. Meidén on siis todistettava kaksi
asiaa: ensinndkin meiddn on osoitettava, ettd luku n on alkulukujen tulo, ja
toiseksi meidédn on osoitettava, ettd se on alkulukujen tulo vain yhdelld tavalla.
Toisin sanoen, meiddn on myos osoitettava, ettéd jos luvun n kirjoittaa kahdella
eri tavalla alkulukujen tulona, niin itse asiassa molemmissa tuloissa esiintyvat
tasmalleen samat alkuluvut, tosin mahdollisesti eri jarjestyksessa.

Jos luku n sattuu olemaan alkuluku, mitdin todistettavaa ei ole. Muutoin
on olemassa pienin epétriviaali luvun n tekija p, siis pienin p € Z, jolle p|n ja
1 < p < n. Varmasti tdmé luku p on alkuluku, silld sen epéatriviaali tekija olisi
lukua p pienempi luvun n epéatriviaali tekija.

Kirjoitetaan n = pb, missd b € Z, on varmasti pienempi kuin n. Nyt
induktio-oletuksen nojalla luku b on alkulukujen tulo, ja siis luku n on myos
alkulukujen tulo. Lisdksi, koska luku b on alkulukujen tulo yksikésitteiselld ta-
valla, on luvulla n vain yksi alkutekij6éihinjako, jossa esiintyy luku p.

Seuraavaksi on osoitettava, ettd luvulla n ei voi olla muita alkutekijéihinjako-
ja. Tehdaan se vastaoletus, ettéa luvulla n olisi jokin muukin alkutekijoihinjako.
Olkoon sen pienin alkutekija g. Nyt siis p < ¢ ja n = qc jollakin ¢ € Z, jolle
c<nijapfe.

Seuraavaksi tarkastellaan lukua

pb—pc=p(b—c),

Nnog =N — pc =
0 P {qc—pc=(q—p)0-

Téaméa luku on positiivinen kokonaisluku ja varmasti pienempi kuin n. Koska
p | no, on induktio-oletuksen nojalla alkuluvun p esiinnyttévd tulon (¢ —p)c
alkutekijihajotelmassa, ja siis ainakin toisen luvuista ¢ — p ja ¢ alkutekijdhajo-
telmassa. Mutta olemme jo todenneet, ettd p | ¢, ja jos olisi p | (¢ — p), niin olisi
my6s p | (g —p + p) = q, ja koska p ja ¢ ovat molemmat alkulukuja, olisi p = g,
vastoin sitd seikkaa, ettd p < ¢. Olemme péédtyneet ristiriitaan, ja siksi luvulla
n on oltava vain yksi alkutekijoihinjako, ja olemme valmiit.



Yksikasitteisen tekijoihinjaon epaonnistuminen

Tarkastelemme seuraavaksi sité, miten yksikésitteinen tekijoihinjako voi men-
né pieleen. Luonnollisesti tavalliset luonnolliset luvut eivit tarjoa tdhdn mah-
dollisuutta juuri todistetun aritmetiikan peruslauseen nojalla, joten joudumme
turvautumaan toisenlaisiin esimerkkeihin.

Hilbertin esimerkki

Tarkastellaan lukuja muotoa 4n + 1, missd n = 0,1, 2, .. ., siis lukuja
1, 5,9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49, 53, 57, 61, &c.
Téllaisten lukujen tulot ovat samaa muotoa, onhan kaikilla m € Z jan € Z
(Adm+1)4n+1)=4(dmn+m+n)+ 1.

Voimme siis méaritelld néille luvuille jaollisuuden ja alkuluvun késitteen. Talloin
“alkulukuja” tulevat olemaan

5,9, 13, 17, 21, 29, 33, &c.
Lisdksi meilld tulee olemaan tekijéihinjakoja, kuten vaikkapa
25=5-5, 45=5-9, 81 =9-9, janiin edelleen.

Mutta yksikasittinen tekijéihinjako ei naille luvuille pdde. Nimittéin, luku
441 voidaan esittad “alkulukujen” tulona seka tavalla 21 - 21 etta tavalla 9 - 49.

Vakavampia esimerkkejia

Lukuteoriassa tarkastellaan usein erilaisia kokonaislukukésitteen laajennok-
sia. Esimerkiksi Gaussin kokonaisluvuille, joiden mé&aritellian olevan komplek-
silukuja muotoa a + bi kokonaisluvuilla a ja b. Téllaisten lukujen summat, ero-
tukset ja tulot ovat samaa muotoa, ja siksi voimme néillekin luvuille méaéaritella
jaollisuuden ja alkuluvun késitteet. Osoittautuu, ettd Gaussin kokonaisluvuille
pétee yksikésitteinen tekijéihinjako.

Toisaalta, jos tarkastelemme kompleksilukuja muotoa a-+biv/5, missi lukujen
a ja b on oltava kokonaislukuja, niin tatdkin muotoa olevien lukujen summat,
erotukset ja tulot tulevat olemaan samaa muotoa; onhan kaikilla a, b, c,d € Z:

(a+bi\/5):|:(c+di\/5> =(atc)+ (b+d)iV5,

sekéa

(a+biv5)(c + divs) = (ac — 5bd) + (ad + be) iV/5.

Siis naillekin luvuille voi maéritella jaollisuuden ja alkuluvut. Mutta nyt meilla
ei olekaan yksikasitteisté tekijoihinjakoa. Nimittdin,

21=3-7=(1-2iV5)(1+2iV5),

jaluvut 3, 7, 1—2iv/5 ja 142iv/5 ovat kaikki “alkulukuja” viimeksi médritellyssé,
mielessa.



Luvun tekijoiden lukumaara ja summa

Olkoon n € Z4 jan > 1. Luvulla n tiedetdén olevan yksikasitteinen tekijéihinja-
ko, sanokaamme n = q1q2 - - - ¢, missé qi1, qo, ..., ¢ ovat alkulukuja, jat € Z,.
Ryhmittelemilld yhtd suuret alkuluvut alkulukupotensseiksi voimme kirjoittaa

_ & (D) (e%
n=p;'Py° Dy

joillakin alkuluvuilla p; < ps < ... < p,, ja joillakin ay,as,...,q, € Z,, missa
v € Z4. Téata on tapana kutsua nimelld luvun n kanoninen alkutekijdhajotelma.

Sovellutuksena alkutekijéihinjaon yksikésitteisyydestd esitdmme kaavat lu-
vun n positiivisten tekijéiden lukuméaérille ja summalle sen kanonisen alkute-
kijahajotelman avulla.

Luvun n tekijoiden lukumé&ira
Luvun n tekijéiden lukuméérad merkitdén d(n), toisinaan myos 7(n).
Esimerkkeji. Varmasti d(1) = 1. Luvun 6 tekijat ovat 1, 2, 3 ja 6, joten
d(6) = 4. Jos p on alkuluku, niin luvun p ainoat tekijit ovat sen triviaalit

tekijat 1 ja p, ja siis d(p) = 2.

Jokainen luvun n tekija on aritmetiikan peruslauseen nojalla muotoa

prpst
joillakin ei-negatiivisilla kokonaisluvuilla 81, 5o, . .. 8,. Eksponentin 1 voi valita

a1 + 1 eri tavalla, eksponentin (5 voi valita cg + 1 eri tavalla, ja niin edelleen, ja
eksponentin (3, voi valita o, + 1 eri tavalla. Nain voidaan varmasti valita mik4
tahansa luvun n tekija. Toisaalta, jokaisen tekijan voi muodostaa talla tavalla
vain yhdelld tavalla. Siispad luvun n tekij6itd on yhtd monta kuin eksponenttien
B valintoja, eli

dn)=(on +1)(az + 1) (a, + 1).

Esimerkki. Helposti ndhdéén, ettd luvun 360 kanoninen alkutekijahajotelma
on 23.32.5, ja sijoittamalla tisté eksponentit ylli johdettuun kaavaan saadaan,
etta

d(360) =34+ 1)2+1)(1+1)=4-3-2=24.

Toinen esimerkki. Erés tiarked seuraus ylla johdetusta kaavasta on tekijafunk-
tion d(-) multiplikatiivisuus: jos m € Zy jan € Z4 ovat yhteistekijattomia, niin
d(mn) = d(m) d(n).

Luvun n tekijoiden summa

Luvun n tekijoiden summaa merkitdén o(n).



Esimerkkeji. Varmasti o(1) = 1. Luvun 6 tekijéit ovat 1, 2, 3 ja 6, joten
o6)=14+2+3+6=12.
Jos p on alkuluku, niin luvun p ainoat tekijat ovat sen triviaalit tekija 1 ja p, eli

o(p)=p+ 1.

Koska luvun n tekijit ovat tismilleen keskeniiin erisuuret luvut pi* - - pSv,
niin on oltava

on)=1+pi+pd+...+pf)
(T+p2+p3+...+p5°)

e (TP 4+ p2)

pa1+171 pgﬁ_l*l pff”Jrlfl
-1  pp-1 7 p, -1

Esimerkki. Kiyttimilld jilleen tekijoihinjakoa 360 = 23 - 32 - 5 nihdédin, ettd

23+ 1 32l 1 5+l 26 24
. . :15~—~Z:15~1306:1170.

o(360) = —— 3-1 51 9

Toinen esimerkki. Jélleen johdetusta kaavasta seuraa multiplikatiivisuus: jos
m € Zy jan € Zy ovat yhteistekijattomié, niin o(mn) = o(m) o(n).

Taydelliset luvut
Luvun n € Z; sanotaan olevan tdydellinen, jos
o(n) = 2n.
Téamaé tarkoittaa siis sité, ettd n on itseddn pienempien tekijoidensd summa.

Esimerkki. Luvut 6 ja 28 ovat taydellisid, silld luvun 6 itseddn pienemmét
tekijat ovat 1, 2 ja 3, ja
1+2+3=6,

kun taas puolestaan luvun 28 itsedédn pienemmat tekijat ovat 1, 2, 4, 7 ja 14, ja
ndiden summa on
1+2+4+7+14 =28

Eukleideen—Eulerin lause. Parillinen positiivinen kokonaisluku n on tédydel-
linen jos ja vain jos n on muotoa 2P~ (2P — 1) jollakin luvulla p, jolle 2P — 1 on
myos alkuluku.



On varsin suoraviivaista todistaa, ettd muotoa 2P~! (2P — 1) olevat luvut,
missd p on alkuluku ja 2P — 1 oletetaan my6s alkulukuvuksi, ovat taydellisia.
Nimittéin
_2r -1

o272 =) =0 () o (2P - 1) = 5

(14+2°—1) =221 (2P —1).

Oletetaan seuraavaksi, ettd n € Z on mielivaltainen tdydellinen luku. Ol-
koon n = 2%m, missd a,m € Z ja m on pariton. N&ill& merkinnoilla

2°T'm =2n =o(n) = 0(2*m) = c(2*) o(m) = (2°*" — 1) o(m).

Tasta seuraa valittomasti, etta (2°‘+1 — 1) |m, ja uudelleenryhmittelem&lld nah-
déén, ettd

Mutta tdmén nojalla luvulla m on vain kaksi tekijaa. Luvun m on siis oltava
alkuluku ja m = 2%t — 1, miki oli todistettava.

Kotitehtavia

1. Olkoot a, b, ¢ ja d sellaisia kokonaislukuja ettd a # ¢ ja (a —¢) | (ab + cd).
Osoita, ettd (a — ¢) | (ad + bc).

2. a) Mita voit sanoa luvusta n € Z4, jos d(n) = 27
b) Mité voit sanoa luvusta n € Z,, jos d(n) on pariton alkuluku?
c) Mité voit sanoa luvusta n € Z, jos d(n) on pariton?
)

3. a) Mité voit sanoa luvusta n € Zy, jos o(n) =n+ 17

b) Mitd voit sanoa luvusta n € Z,, jos o(n) = a + b joillakin luvun n
kahdella eri tekijalla a ja b7

c) Totesimme aiemmin, etta luvut 6 ja 28 ovat tiydellisid. Selvitd Eukleideen—
Eulerin lauseeseen nojautuen kaksi seuraavaksi pieninta parillista taydellista lu-
kua.

4. a) Selvita lukujen 1080, 667 ja 1573 kanoniset alkutekijihajotelmat.
b) Laske luvut d(1080), d(667), d(1573), c(1080), o(667), sekd o(1573).

5. Mitd on luvun n € Z, tekijoéiden tulo?

6. a) Osoita, ettd pariton tdydellinen luku ei voi olla alkuluvun potenssi.
b) Osoita, ettd parittomalla tdydellisella luvulla on oltava ainakin kolme eri
suurta alkulukutekijaa.

7. a) Olkoon p alkuluku. Etsi positiiviset kokonaisluvut x ja y, joille

1 1 1

r -y p

b) Etsi kokonaislukuparit (z,y), joille

@+1)°y+@y+1)z=1



8. Tamén tehtavan tavoitteena on soveltaa esitettyéd aritmetiikan peruslauseen
todistusta polynomeille.

Kutsumme ei-vakiota rationaalilukukertoimista polynomia P(z) jaottomak-
si jos se ei ole alempaa astetta olevien rationaalilukukertoimisten polynomien
tulo. Kutsumme polynomia P(x) alkupolynomiksi (tdmé ei ole yleisesti kitytetty
termi), jos se on jaoton ja sen korkeimman asteen termin kerroin on yksi. Tamé
vastaa rajoittumista positiivisiin alkulukuihin 2, 3, 5, 7, 11, ..., eli negatiivisten
lukujen —2, —3, —5, ja niin edelleen, poissulkemista.

Osoita aiemmin esitettyé aritmetiikan peruslausetta mukaillen, etté jokainen
rationaalilukukertoiminen polynomi, jonka korkeimman asteen termin kerroin
on yksi, on tekijoiden jarjestysta vaille yksikasitteiselld tavalla alkupolynomien
tulo. [Vihje: suorita induktio polynomin asteen suhteen, ja erotuksen ng = n—pc
sijaan tarkastele erotusta ng = n — hpc, missé h on jokin polynomi, jolle ¢ — hp
on alempaa astetta kuin ¢.]

Mita todistukselle kiy, jos sanan rationaaliluku korvaa sanalla reaaliluku tai
sanalla kompleksiluku?



Luku 2

Eukleideen algoritmi ja
kongruenssit

Suurin yhteinen tekija ja Eukleideen algoritmi

Olkoot a ja b kokonaislukuja, jotka eiviit molemmat ole nollia. T&ll6in lukujen
a ja b suurin yhteinen tekiji on suurin positiivinen kokonaisluku d, joka jakaa
molemmat luvuista a ja b. Merkitsemme tétd lukua symbolilla (a,b). Pedant-
tinen lukija voi mééritelld (0,0) = 0, mutta tilla ei ole suurta merkitysti. Sa-
moin madrittelemme useamman luvun a, b, ..., z suurimman yhteisen tekijéan
(a,b,...,2).

Suurimman yhteisen tekijén laskemiseen on olemassa FEukleideen algoritmin
nimelld kulkeva menetelmé. Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja, ja ole-
tetaan, ettd vaikkapa a > b. T&ll6in jakoyhtdlon nojalla 16ytyy yksikésitteiset
kokonaisluvut ¢; ja 1 joille

a=qb+7ry, ja 0<ry <b.
Jos r1 # 0, niin edelleen 16ytyy yksikasitteiset kokonaisluvut g ja ra, joille
b=gqar1+12, ja 0< 1o <71,
Ja jos ro #£ 0, niin 16ytyy yksikasitteiset kokonaisluvut g3 ja r3, joille
o =qra+73, ja 0<r3<ro.

Jatketaan tatd niin kauan kuin mahdollista. Koska jakojaannokset rq, ro, 73,
... muodostavat aidosti vihenevén ei-negatiivisten kokonaislukujen jonon, niin
voimme toistaa operaatiota vain dérellisen monta kertaa. Lopulta jokin jako-
jaannos, sanokaamma ry, missd N € Z,, hivida.

Nyt olemme saaneet jonon yhtaloitéa

a=qb+r,

b= qary + 12,

1 = q3r2 + T3,

TN—4 = (N-2"N-3 +TN-2,
TN-3 =(qN-1"N-2 +TN-1,
TN—2 = NTN-1-




Koska (a, b) jakaa molemmat luvuista a ja b, niin se ensimmaéisen yht&lon nojalla
jakaa myo6s luvun r1. Mutta nyt se jakaa molemmat luvuista b ja r1, eli se toisen
yhtdlon nojalla jakaa my6s luvun ro. Jatkamalla samalla tavalla ndhd&én, ettd
(a,b) jakaa jokaisen luvuista 71, ro, ..., ry_1, erityisesti luvun rn_;.

Toisaalta, viimeisen yhtélon nojalla ry_1 | 7n—2. Toiseksi viimeisen yhtélon
nojalla ry_1|ry—3. Ja kolmanneksi viimeisen yht#lon nojalla my6s ry—1 |rn_q4.
Jatkamalla titd padttelyketjua ndemme lopulta, ettd rn_1 | a ja ry—1 | b.

Nyt 0 < (a,b) | ry—1, eli (a,b) < ry_1. Toisaalta, luku ry_1 on lukujen a ja
b yhteinen tekija. Varmasti nyt ry_1 = (a, b).

Lineaariset Diofantosin yhtalot

Olkoot annetut kokonaisluvut a ja b. Huomaamme, etté Eukleideen algoritmissa
laskettujen jakoyhtéléiden avulla voimme loytda kokonaisluvut x ja y, jotka
ratkaisevat lineaarisen Diofantoksen yhtédlon

ax + by = (a,b).

Esimerkki. Etsitdan kokonaisluvut s ja t, joille 123s + 152t = 1. Kéytetdan
Eukleideen algoritmia:

1562 =123-1+29, 123=29-447, 29=7-4+1.
Tasté paattelemme, etta

1=29-7-4=152—-123—(123-29-4)-4
=152 —-123 - 123 -4+ (152 —123) - 16
=152—-123-5+152-16 — 123 - 16
=152-17—-123-21.

Yksikasitteinen tekijoihinjako, jalleen kerran

Eukleideen lemma. Olkoon p alkuluku, ja olkoot a ja b sellaisia kokonaislu-
kuja, ettd p|ab. Talloin p|a taip|b.

Jos p|a, niin asia on selvi. Oletetaan siis, ettd p[a. Talldin luvut p ja a ovat
yhteistekijattomié ja on 16ydyttava luvut =,y € Z, joille

ar +py = 1.

Mutta nyt myos
abzr + pby = b,

ja koska luku p jakaa téssi vasemman puolen, on oltava p | b. q.e.d.

Yksikésitteinen tekijéihinjako. Jokainen lukua yksi suurempi positiivinen
kokonaisluku on tekijoiden jarjestysta vaille yksikasitteiselld tavalla alkulukujen
tulo.



Olemme jo aiemmin todistaneet, ettd jokainen lukua yksi suurempi positii-
vinen kokonaisluku on alkulukujen tulo. Riittda siis todistaa yksikésitteisyys.
Tarkastellaan kahta yhtéd suurta alkulukujen tuloa

bip2 - -Pr = 4142 " - (Qs,

missd 7, s € Z4 ja p1,P2,-..,pr sekd q1,q2, . .., qs ovat alkulukuja.

Oletetaan, ettd r > s. Alkuluku p; jakaa oikean puolen ja Eukleideen lemman
nojalla siis myos jonkin luvun gg, ... Mutta koska kyseiset luvut ovat alkuluku-
ja, on oltava p; = gi, ja voimme supistaa luvut p; ja g yhtélostéd pois. Voimme
paételld néin toistuvasti, kunnes vasemmalla puolella ei ole jéljelld kuin luku yk-
si. Nyt oikealla puolella ei myoskdan voi olla jaljella alkulukuja. Paddymme siis
sithen johtopéatokseen, ettd r = s ja alkuperdisen yhtasuuruuden molemmilla
puolilla olivat samat alkuluvut, mutta vain eri jarjestyksessa.

Kongruenssin kisite ja perusominaisuuksia

Olemme jo tarkastelleet sitd tilannetta, jossa jakoyhtdlon jakojaannos havid.
Seuraavaksi keskitymme tarkastelemaan niita tilanteita jossa kahdella eri koko-
naisluvulla a ja b on sama jakojadnnos saman jakajan m € Z, suhteen. Tallai-
sessa tilanteessa a = mqg+r ja b = mqg+7 joillakin yksikasitteisilla ¢, ¢ € Z seka
r,7€{0,1,...,m — 1}. Huomaamme, etti a—b=m (¢ — q), eli m|(a — b). T4~
mé johtaa seuraavaan kisitteeseen seké vastaavaan kitevadn merkintéén, jotka
esitteli ensimmaisen kerran C. F. Gauss kuuluisassa teoksessaan Disquisitiones
Arithmeticae.

Olkoot a,b € Z jam € Zy. Jos m | (a — b), niin sanomme, ettd a ja b ovat
keskenddn kongruentteja modulo m, ja merkitsemme a = b (mod m). Joskus
my6s merkitddn a = b(m). Jos a ei ole kongruentti luvun b kanssa modulo m,
merkitsemme vastaavasti a Z b (mod m).

Vaikka tdmé on uusi késite, asian ydin tulee olemaan, etté lukija jo osaa ka-
sitelld kongruensseja. Kongruenssimerkinté kokonaisluvuille, kiintedlld m, kéyt-
taytyy nimittdin peruslaskutoimitusten suhteen melkein samoin kuin yhtasuu-
ruusmerkintd rationaali- rai reaaliluvuillekin. Kun m on alkuluku, analogia tulee
olemaan erityisen tarkka.

Olkoot a,b,c,d € Z ja m € Z. Seuraavat havainnot ovat varsin selvié:

* Aina pétee a = a (mod m).

* Jos a =b (mod m), niin my6s b = a (mod m).

* Jos a=bjab=c (modm), niin a =c (mod m).

Kongruensseja voi tutulla tavalla laskea yhteen, vihentaa ja kertoa puolit-
tain: jos a = b ja ¢ = d (mod m), niin

atc=b+td ja ac=bd (mod m).

Jakaminen puolittain on mielenkiintoisempi operaatio. Tietysti, jos ac = bc
(mod m), niin varmasti

a=b (mod —).

(m, c)
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Erityisesti siis kongruensseista voi jakaa puolittain pois yhtdsuuria multiplikan-
deja jotka ovat yhteistekijattomid moduluksen kanssa.

Mutta ilmenee, ettéd kongruensseissa voi jakaa puolittain paljon yleisemmés-
sdkin mielessé. Nimittéin, olkoot a,b € Z ja m € Z sellaisia, ettd a ja m ovat
yvhteistekijattomid. Tarkastellaan seuraavaa kysymystéd: milloin on olemassa ja
miten 16ydetdén x € Z jolle

ax =b (mod m)?

Tamé kongruenssi tietenkin tarkoittaa sitd, ettd m | (ax —b), eli sitd, ettd
ar — b = my jollakin y € Z. Mutta nythdn ongelma on palautettu lineaari-
sen Diofantoksen yhtalon
axr—my=>o

ratkaisuun. Ja aiempien téssé luvussa tehtyjen havaintojen perusteella talla
on ratkaisu, ja osaamme jopa tuottaa sellaisen Eukleideen algoritmilla. Siis
kongruenssien jakolasku on samaa kuin lineaaristen Diofantosin yhtdloiden rat-
kaisu!

Fermat’n pieni lause
Seuraavaksi todistamme keskeisen perustuloksen:

Fermat’n pieni lause. Olkoon p alkuluku ja olkoon a sellainen kokonaisluku,
ettd p | a. Talloin
a*”' =1 (mod p).

Luonnollisesti tdméan tuloksen voi kirjoittaa myos toisessa muodossa:

Fermat’n pieni lause. Olkoon p alkuluku ja olkoon a mielivaltainen kokonais-
luku. T&ll6in
a’ =a (mod p).

Ettei tuloksen téirkeys vain jéisi lukijalle epéaselviksi, todistamme sen varmuu-
den vuoksi kolmella eri tavalla. Todistuksista ensimméinen on tavoitteidemme
kannalta selvésti tarkein. Muihin lukija voi suhtautua viihteena.

Ensimmadinen todistus. Olkoon p alkuluku ja a € Z luvulla p jaoton. Asian
ydin on seuraava: mitkaan kaksi luvuista

a, 2a, 3a, ..., (p—1)a

eiviit ole keskendén kongruentteja modulo p. Nimittédin, jos ka = ¢a (mod p),
missa k,£ € {1,2,...,p— 1}, niin tietysti k = ¢ (mod p).

Mutta koska mikaédn néistd luvuista ei ole jaollinen alkuluvulla p, jokainen
néista luvuista on kongruentti tdsméalleen yhden luvuista 1, 2, ..., p—1 kanssa,
ja péain vastoin.

Nyt siis varmasti

1-2-...-(p—1)=a-2a-...---(p—1)a (mod p),
eli (p—1)! = a? ! (p—1)! (mod p). Lopuksi, koska varmasti p | (p —1)!, on
oltava a?~! =1 (mod p). Q.E.D.
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Toinen todistus. Olkoon p alkuluku. Varmasti 0P = 0 (mod p). Oletetaan,
ettd a? = a (mod p) jollakin a € Z. Binomikertoimet (11’), (’2’), o (pfl) ovat

kaikki jaollisia luvulla p, silla jokainen niistd on muotoa W jollakin

¢e{1,2,...,p— 1}, ja tdssd osamidrissi p jakaa osoittajan, mutta ei nimitté-
jaa.
Mutta nyt binomikaavan nojalla

P Py » P) p-1 P\ p—2 p b
(a+1) :(O>a i<1>a +<2)a i...—&—(pl)ai(p)

=d?+1=a+1 (mod p),

ja Fermat’n pienen lauseen toinen muotoilu seuraa induktiolla.

Kolmas todistus. Todistamme jélleen Fermat’n pienen lauseen toisen muotoi-
lun, t&lla kertaa kauniilla ja yksinkertaisella kombinatorisella argumentilla.

Itse asiassa paljon myShemmin téta lukeva lukiolainen tulee ndkemé&én, etté
tdssd argumentissa on loppujen lopuksi kysymys transformaatioryhmisté, jotka
ovat matematiikan keskeisid peruskasitteita.

Oletetaan, ettd meilld on a eri helmityyppié, ja ettd kiytettdvissimme on
kutakin tyyppié rajattomasti. Ideana on tarkastella néistd helmistd valmistet-
tavia p helmen kaulaketjuja. Téssé helminauha voi siis olla erilainen kuin pei-
likuvansa, ja sijainnilla on viliéd; jokaisessa helminauhassa on yksikésitteinen
ensimméinen helmi, toinen helmi, ja niin edelleen.

Helminauhamme, joita on yhteensd aP eri kappaletta, jakautuvat kahteen
eri kategoriaan. Ensimméinen sisdltdé tdsmiélleen ne a eri helminauhaa, joista
jokainen on rakennettu vain yhdentyyppisié helmia kéyttéden. Loput aP? — a hel-
minauhaa ovat sellaisia, ettd niita kiertdmalld — siirtdmalla ensimméinen helmi
toisen helmen paikalle, toinen helmi kolmannen paikalle, ja niin edelleen, ja p.
helmi ensimmaisen paikalle — saadaan tésmélleen p eri helminauhaa.

Kyseiset a? — a helminauhaa jakautuvat siis p helmen ryhmiin, joista jo-
kaisessa mink4 tahansa nauhan saa toisesta sopivan monta kertaa kiertdmélla.
Mutta nyt taytyy olla p | (a? — a). Q.E.D.

Wilsonin lause

Koska meilld on vain &érellisen monta jadnnosluokkaa modulo p, voimme kysyé
vaikkapa mitéd niiden tulo on modulo p? Modulo 2 asia on selvd: 1 =1 = 1
(mod 2), joten oletetaan, ettd p on pariton.

Havaitkaamme ensin seuraavaa: ainoat elementit, jotka ovat omia kianteise-
lementtejisin modulo p, ovat 4-1. Tarkemmin, jos 22 = 1 (mod p), niin x = +1
(mod p). Nimittiin, 22 = 1 (mod p) jos ja vain jos (z + 1)(x — 1) =0 (mod p).

Mutta tdmé tarkoittaa sitd, ettd jos © # 0 ja & Z £1 (mod p), niin on
olemassa yksikésitteinen y # 0 (mod p), jolle zy = 1 (mod p), ja télle y pétee
z #y (mod p).

Jaannosluokat 2, 3, ..., p — 2 jakautuvat siis siististi pareiksi joiden tulot
ovat kaikki kongruentteja luvun yksi kanssa modulo p. Toisin sanoen, kaikkien
nollasta poikkeavien jadnnosluokkien tulossa kaikki multiplikandit paitsi +1 su-
pistuvat pois, eli

1-2-3-...---(p—1)=1-(p—1)=-1 (mod p).

12



Yhdistamalld tdmé siithen havaintoon, jonka jatdmme lukijalle harjoitusteh-
taviksi, ettd (m —1)! = 0 tai 2 (mod m) kaikilla yhdistetyilldi m € Z, \ {1},
saamme seuraavan tuloksen

Wilsonin lause. Olkoon m > 1 kokonaisluku. Té&lloin m on alkuluku tdsmél-
leen silloin kun
(m—-1)!=-1 (mod m).

Tamé teoreema antaa varsin epdkéyténnollisen tavan testata onko annettu
luku alkuluku vai ei.

Kotitehtavia

9. Ratkaise ensimmaéisen asteen kongruenssit

a) 13z =31 (mod 37);
b) 15z2=9 (mod 61).

21n+4
14n+3

10. Osoita, ettd murtoluku
n € 7Z arvo miké tahansa.

on aina supistetussa muodossa, oli luvun

11. Osoita Wilsonin lauseen toinen puoli: jos n > 1 on kokonaisluku mutta ei
alkuluku, niin (n — 1)! # —1 (mod n).
12. Olkoon p alkuluku ja z;, 2, ..., x, kokonaislukuja. Osoita, ettd jos

M4l 42k =0 (mod p),

niin 16ytyy indeksit k, £ € {1, 2,... ,p} joille k # £ ja x) = xp (mod p).

13. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita,
ettd luku B
17427 437 + .+ (p—1)

on jaollinen luvulla p.

14. Osoita Wilsonin lauseen avulla, ettd jokaisella alkuluvulla p, jolle pétee
p=1 (mod 4), I6ytyy kokonaisluku n siten, etti n? = —1 (mod p).

15. Etsi kaikki ne positiiviset kokonaisluvut jotka ovat yhteistekijattomia kaik-
kien jonon
an =2"+3"+6" -1, (neZy)

elementtien kanssa.

16. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot aq, as, ..., ar (k > 2) pareit-
tain erisuuria kokonaislukuja joukosta {1, 2,... ,n}. Oletetaan, ettd n | a; (a;41 — 1)
jokaisella i = 1,2,...,k — 1. Osoita, ettd n | ax (a1 — 1).

13



Luku 3

Lisaa kongruensseista

Jaollisuussaantoja

Tarkastellaan kokonaislukukertoimista polynomia
P(z) = apa™ + 12" 1+ .. 4 a1z + ag,

missd n € Z,. Olkoon m € Z, ja olkoot a,b € Z sellaisia, ettid a = b (mod m).
Nyt varmasti

apgp = agp
ara = arb
asa® = agh? (mod m),

ja laskemalla ndmé kongruenssit puolittain yhteen ndhd&éan, etta

P(a) = P(b) (mod m).

Koska 10 =1 (mod 3) ja 10 =1 (mod 9), on kaikilla kokonaislukukertoimi-
silla polynomeilla padettava

P(10) = P(1) (mod 3) ja P(10)=P(1) (mod?9).
Tésté tietenkin seuraa, etta

Jjokainen positiivinen kokonaisluku on kongruentti numeroidensa sum-
man kanssa modulo kolme ja modulo yhdeksén.

Erityisesti siis luku on jaollinen kolmella (yhdeksélld) tasmélleen silloin kun sen
numeroiden summa on jaollinen kolmella (yhdeksilla).

Kongruenssien hyodyntaminen Diofantoksen yhta-
loissa

Kongruenssiaritmetiikkaa voidaan hy6dyntad Diofantoksen yhtéléiden tarkaste-
lussa. Seuraavat esimerkit nayttévit yksinkertaisimman sovellutuksen.
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Esimerkki. Etsi Diofantoksen yht&lon
z? 4+ 3% = 10000003

kokonaislukuratkaisut.

Koska
0°=0, 1°=1, 2°=0, ja 3*=1 (mod 4),

on jokainen nelidluku kongruentti toisen luvuista 0 ja 1 modulo 4. Siis kahden
nelién summa on aina kongruentti 0, 1 tai 2 modulo 4. Mutta tarkasteltavan
yhtdlon oikea puoli on = 3 (mod 4). Kysyttyja kokonaislukuratkaisuita ei siis
ole.

Esimerkki. Etsi Diofantoksen yht&lon
o]+ 3+ ..+ 2, = 15999999999

kokonaislukuratkaisu.

Tallé kertaa osoittautuu, ettd kokonaisluvun neljés potenssi on aina kongruent-
ti luvun O tai 1 kanssa modulo 16. Siispéd vasen puoli on aina kongruentti jon-
kin luvuista 0, 1, 2, ..., 14 kanssa modulo 16, kun taas oikea puoli on = 15
(mod 16).

Eulerin p-funktio

Olkoon m € Z,. Merkitsemme ¢(m) niiden luvuista
1, 2, 3 ..., m,

jotka ovat yhteistekijattomia luvun m kanssa, lukumagraa.

Esimerkkeji. Luvuista 1 jokaisen yhteinen tekija luvun 1 kanssa on 1, ja siispa

p(1) =1.
Luvuista 1, ..., 6 luvun 6 kanssa yhteistekijattomié ovat tdsmaélleen 1 ja 5, eli

¢(6) = 2.
Samassa hengessé luvuista 1, ..., 10 luvun 10 kanssa yhteistekijattomia ovat
tdsmélleen 1, 3, 7 ja 9, eli on

»(10) = 4.
Lisdesimerkkeji. Olkoon p alkuluku. Nyt luvuista 1, 2, ..., p yhteistekijatto-
mié luvun p kanssa ovat kaikki luvut 1,2, ..., p—1, eli

e(p)=p—1.

Viimeisené esimerkkind, jos o € Zy, niin luvuista 1, 2, ..., p® yhteistekijét-

tomid luvun p® kanssa ovat tdsmélleen ne luvut, jotka ovat yhteistekijattomia
alkuluvun p kanssa, eli alkuluvulla p jaottomat luvut. Téten

_ p—1
o(p*) = p* —p® 1:;0"“79 :

15



Eulerin p-funktiolla on sama kdteva multiplikatiivisuusominaisuus kuin funk-
tioilla d(-) ja o(-):

Lause. Olkoon m ja n keskendén yhteistekijattémid positiivisia kokonaislukuja.
Télloin
p(mn) = @(m) p(n).

Todistamme tdmén kirjoittamalla luvut 1, 2, ..., mn seuraavanlaisen tau-
lukon muotoon:

1 2 3 n
n+1 n+2 n+3 cee 20
2n +1 2n + 2 2n + 3 .-+ 3n

(m—-1)n+1 (m—1)n+2 (m—1)n+3 --- mn

Téssa taulukossa on funktion ¢(-) méiritelmén nojalla tdsmélleen (mn)
lukua, jotka ovat yhteistekijattomié luvun mn kanssa. Toisaalta, koska luku on
yhteistekijaton luvun mn kanssa jos ja vain jos se on yhteistekijaton molem-
pien luvuista m ja n manssa erikseen, voimme laskea kyseiset ¢(mn) toisellakin
tavalla.

Koska taulukossa yhdessa sarakkeessa olevat luvut ovat keskendéan kongruent-
teja modulo n, taulukossa olevat luvun n kanssa yhteistekijattomat luvut muo-
dostavat tdsmélleen ¢(n) kokonaista saraketta. Edelld mainitut ¢(mn) sijaitse-
vat siis naissa sarakkeissa.

Tarkastellaan sitten yhtd néistd o(n) sarakkeesta. Koska (m,n) = 1, sen
luvut ovat m keskenddn epakongruenttia lukua modulo m. Siis niistd tdsmalleen
©(m) ovat yhteistekijattomié, paitsi luvun n kanssa, myds luvun m kanssa, ja
olemme valmiit.

Kenties todistuksen luonnetta selvittdé, jos nidkee kyseisen taulukon rivit
jossakin erikoistapauksessa. Valitaan n = 12 jam = 7. T4ll6in kyseinen taulukko
nayttasd seuraavalta:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 T2
73 74 75 76 Tr 78 79 80 81 82 83 84

Naista luvun 12 kanssa yhteistekijattomia ovat seuraavat:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
256 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 T2
73 T4 75 76 TT 78 79 80 81 82 83 &4
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ja lukujen 12 ja 7 kanssa yhteistekijattomia ovat:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 T2
73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 &4

Korollaari. Olkoon luvun n € Z, \ {1} kanoninen alkutekijéhajotelma

oy

n=pipy* - pyt.
Tilléin
-l pp—1o -l
D1 D2 Pv

p(n)=n

Esimerkki. Olemme jo aiemmin todenneet, ettd 360 = 23 - 32 - 5. Kéyttamalla
ylld johdettua kaavaa ndemme, ettd

©(360) = 360 -

DO =

4—22 3.2-4=96
: = = 96.

[SSRN )

Eulerin lause

Eulerin ¢-funktion esittelymme liittyy l&hinné siithen seikkaan, ettéd ilmenee, et-
td monet kertolaskuun modulo alkuluku liittyvét seikat yleistyvét siististi myos
muille moduluksille kunhan rajoittuu kertomaan vain lukuja jotka ovat modu-
luksen suhteen yhteistekijattomid. Esimerkkind ndytdmme téstd Fermat'n pie-
nen lauseen yleistyksen yhdistetyille moduluksille. Lukijan on hyvé verrata tata
ensimmaéiseen Fermat'n pienen lauseen todistukseemme; todistus on oleellisesti
ottaen sama.

Eulerin lause. Olkoon m € Z ja olkoon a € 7Z yhteistekijatén luvun m kanssa.
Télloin
a?™ =1 (mod m).

Olkoot luvuista 1, 2, ..., m luvun m kanssa yhteistekijattomat
1=r <re <13 <...<Ty(m) =m—1.

Luvuista
TG, T2Q, T30, ..., Tu@m)a

mitks tahansa kaksi ovat keskendén epdkongruentteja modulo m, sillé jos rya =
rea (mod m) joillakin k.1 € {1,2,...,¢(m)}, niin varmasti 1, = ry (mod m),
ja koska luvut ry ja r, ovat vililtd [1,m] seuraa tésté, ettd rp, = rp ja k = £.
Liséksi kyseiset ¢(m) luvun a monikertaa ovat kaikki yhteistekijattomia luvun
m kanssa. Siispé jokainen niistd on kongruentti tdsmélleen yhden luvuista 1, 2,
..., m kanssa modulo m, ja kidantéaen.
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Nyt varmasti

TMa-Ted ... T a=7r1re Ty (mod m),

p(m)

eli
acp(m)rlr2 S To(m) = TIT2 0 To(m) (mod m),

eli
a?™ =1 (mod m),

miké oli todistettava.

Kotitehtavia

17. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Osoita, ettd kaikilla alkuluvuilla p pétee
(a+0b)! =aP 4+ b (mod p).

18. Osoita, ettéd seuraava seitsemdlld jaollisuussééntd toimii. Olkoon n € Z4

vahintddn kolminumeroinen. Jos luvun n viimeinen numero on d, niin lasketaan
n—d

m = "% — 2d. Tallsin 7 | n jos ja vain jos 7| m.
19. Osoita, ettei luku 3851980 4 181980 gle nelisluku. [Vihje: 13.]
20. Osoita, ettd viiden perdkkéisen nelidluvun summa ei ole neliluku.
21. Osoita, ettei Diofantoksen yht&lolla

2 4 y4 =7
ole kokonaislukuratkaisuita.

22. Osoita, ettei 16ydy lukua n € Z, jolle olisi ¢(n) = 14.

23. Olkoon n € Z,. Miki on niiden positiivisten kokonaislukujen s summa,
joille (s,n) =17

24. Osoita, ettd 10ytyy ddrettomén monta positiivista kokonaislukua n siten,
ettd p(n) = %.
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Luku 4
Primitiiviset juuret

Olkoon p jokin pariton alkuluku, sanokaamme luku seitsem&n. Tunnemme jo
monia hyvid ominaisuuksia kertolaskulle modulo p, mutta silti ei ole lainkaan
selvad, miten monimutkaisia vaikkapa kertolaskutaulut ovat modulo p. Esimer-
kiksi kertolasku modulo 7 nayttas talta:

1 2

Uk W N~
T W N =
T W = O =N
B = Ot O Wl w
W OO DN U=
DN = O = W O ot
=N W ks Ot OO

6|6

Ei ndyta hirvedn valaisevalta, eihan? Mutta jos jarjestelemme luvut 1, 2, 3, 4,
5 ja 6 jarjestykseen 1, 3, 2, 6, 4, 5, niin kertolaskutaulu nédyttaskin talta:

1 3 2 6 4 5
111 3 2 6 4 5
313 2 6 4 5 1
212 6 4 5 1 3
616 4 5 1 3 2
414 5 1 3 2 6
515 1 3 2 6 4

Mutta verrattaessa téatd yhteenlaskutauluun modulo 6:

+/0 1 2 3 4 5
0j{0 1 2 3 4 5
111 2 3 4 5 0
212 3 4 5 0 1
313 4 5 0 1 2
414 5 0 1 2 3
515 0 1 2 3 4

huomataan, ettd ne ovat samat merkintdja vaille! Kertolasku modulo 7 ei ole
siis yhtéén vaikeampaa tai monimutkaisempaa kuin yhteenlasku modulo 6, ja
lisdksi kaikki nollasta poikkeavat jadnndsluokat modulo 7 ovat kiintedn luvun,
eli tassa luvun kolme, potensseja.
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Tulemme téassa luvussa todistamaan, etté jokaiselle alkuluvulle p 16ytyy pri-
mitiivinen juuri, luku jonka potensseina kaikki kidantyvét jaannosluokat voidaan
esittdd, ja siis myos ettd kertolasku modulo p on tdsmélleen yhtd monimutkai-
nen laskutoimitus kuin primitiivisten juurten eksponenttien yhteenlasku modulo

p—1.

Lagrangen lause

Tulemme tarvitsemaan useampaan kertaan seuraavaa perustulosta, joka oikeas-
taan jatkaa kolmannella oppitunnilla esitettyd vastaavuutta kongruenssiaritme-
tiikan, varsinkin modulo alkuluku, ja rationaali- ja reaalilukujen kuntien valilla.

Lagrangen lause. Olkoon p alkuluku ja olkoon P(x) kokonaislukukertoiminen
polynomi astetta n € Z,, jonka korkeimman asteen termin kerroin ei ole jaolli-
nen luvulla p. Talléin kongruenssilla P(x) =0 (mod p) on enintddn n ratkaisua
modulo p.

Tassa siis keskenéén kongruentit kokonaislukuratkaisut samaistetaan keskendéan,
tai vaihtoehtoisesti tarkastellaan vain jadnnosluokkia.

Todistuksen ajatuksena on yksinkertaisesti kiyttaa induktiota asteen n suh-
teen. Tapaus n = 1 on selvd; ensimmadisen asteen kongruensseja ymmarramme
jo riittdvan hyvin. Olettakaamme siis, ettd n > 1, ja ettd vaite on jo todistet-
tu polynomeille, jotka ovat enintdén astetta n — 1. Tamé tarkoittaa sitéd, etté
jos Q(z) on enintdén astetta n — 1 oleva kokonaislukukertoiminen polynomi,
jolle kongruenssilla Q(z) = 0 (mod p) on enemmén kuin deg@(z) ratkaisua
modulo p, niin itse asiassa p | Q(x) kaikilla = € Z.

Tarkastellaan astetta n olevaa kokonaislukukertoimista polynomia P(x), jon-
ka korkeimman asteen termin kerroin ei ole jaollinen luvulla p. Ilman yleisyy-
den menettamistd voimme olettaa, ettd se on yhté kuin yksi. Jos kongruenssilla
P(z) =0 (mod p) on vihemmén kuin n pareittain epdkongruenttia ratkaisua,
mitdén todistettavaa ei ole. Oletetaan siis, ettd silld on vihintdén n ratkaisua.
Olkoot jotkin n kappaletta niistd x1, xs, ..., Tyn.

Nyt kongruenssilla

P(x) = (x —a1)(x — 22) -+ (x —2,) =0 (mod p)

on n kesken#ddn epékongruenttia ratkaisua modulo p, mutta sen vasemman puo-
len aste on aidosti pienempi kuin n. Siispa induktio-oletuksen nojalla

P(z) = (& — 1) (¢ — ) -+ (x —2,) (mod p)

jokaisella z € Z, ja selvisti kongruenssilla P(z) = 0 (mod p) on oltava tdsmaél-
leen n keskendén epakongruenttia ratkaisua modulo p, ja olemme valmiit.

Pieni aputulos

Lemma. Olkoon n € Z,. Téllbin

Z o(d) =n.
d|n
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Jos n = 1, véite on varsin helppo tarkistaa. Oletetaan siis, ettd n > 1, ja
kirjoitetaan luvun n kanoninen alkutekijahajotelma:

Qy

— 1,02
n=py P~ Q-

Nyt voimme kiyttéad edellisessé luvussa todistamiamme ¢-funktion ominaisuuk-
sia ja padtelld seuraavasti:

> p(d) = > p(py o pl) = > p(p) - o(pl)
dn

5 s
pyteepl [Pt Pyl pt el

= () +e(@T ) + ..+ o(p]) + @) + (1))
(@2 + o™ + ...+ 0(p2) + olpy) + ¢(1))
= —p T e T P T A A — 14 1)

e S L S Tt TR Tt Bt b

Eksponentit

Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a luvulla p jaoton kokonaisluku. T&ll6in
maédrittelemme luvun

ord, a % min {d € Z+’ad =1 (modp)}.

Fermat'n pienen lauseen nojalla ord, a on hyvin mééritelty ja vieldpé ord,a <
p — 1. Sanomme, etté a kuuluu eksponenttiin ord, a modulo p.

Vaikka tamé késite onkin sindnsé mielenkiintoinen ja selventéva (kuten tu-
lemme nikemé&én), oppitunnin tavoitteen muistaen lukijan on hyvé pitda mieles-
s, ettd a on primitiivinen juuri modulo p jos ja vain jos se kuuluu eksponenttiin
p — 1 modulo p.

Ensimméinen havainto. Jos a® = 1 (mod p), niin ord, a|d. Erityisesti ord, a|
(p—1).

Nimitt&in, jos olisi ord, a [ d, niin 16ytyisi luvut ¢ € Z ja r € Z, joille d =
gord,a+r ja 0 <r < ordya, ja tilldin tietenkin olisi

a" = al% T =g =1 (mod p),
vastoin luvun ord, a méaaritelméaa.

Toinen havainto. Olkoot d,e € Z,. Tilloin a® = a®

d=e (mod ord,a).

(mod p) jos ja vain jos

Nimittéin, jos vaikkapa d = e (mod ord,a) ja d > e, niin d = e+ gord, a
jollakin ¢ € Z, jolloinka tietysti

al = a?t1orh e = ¢ (mod p),

d d—e

ja toisaalta, jos a® = a® (mod p), ja vaikkapa d > e, niin a
jolloinka tietysti ord, a | (d — e).

=1 (mod p),
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ord, a

Kolmas havainto. Olkoon d € Z, . Téllsin a® kuuluu eksponenttiin (@ord, @)

modulo p.

Nimittéin varmasti

ordp a

—it __d
(ad) (dordpa) = (aordp a) (dordpa) = 1 (mod p)’
ja toisaalta ord, a | dord, a?, eli

ord, a
(d,ord, a)

ord, a

| Ordp a, eli Ordp ad 2 m

Neljis havainto. Olkoon d| (p — 1). Téll6in eksponenttiin d kuuluu joko nolla
tai p(d) jadnnosluokkaa modulo p.

Jos eksponenttiin d kuuluvia lukuja ei ole, niin mydskddn mitddn todistet-
tavaa ei ole. Oletetaan siis, ettd jokin a € Z, jolle p | a, kuuluu eksponenttiin d
modulo p. T&llgin luvut

1, a, a* ..., a%!

ovat d keskeniiin epikongruenttia kongruenssin ¢ = 1 (mod p) ratkaisua, La-
grangen lauseen nojalla muita ratkaisuita ei ole, ja kolmannen havainnon no-
jalla naisté ratkaisuista eksponenttiin d kuuluvat tédsmaélleen ne potenssit a®,
e€{1,2,...,d}, joille (d,e) = 1. Viimeksi mainittuja on tasan ¢(d) kappaletta.

Néiden havaintojen jalkeen padsemme vihdoin asian ytimeen:

Lause. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon d | (p — 1). Télloin eksponenttiin d
kuuluu tdsmélleen ¢(d) jaannésluokkaa modulo p.

Kuulukoot eksponenttiin d tdsmélleen 1(d) jddnnosluokkaa modulo p. Tél-

16in
p—1= > @< > ed=p-1,

d|(p—1) d|(p—1)

ja téssd vol péted yhtdsuuruus vain jos (d) = ¢(d) kaikilla d | (p — 1). Q.E.D.

Korollari. Jos p on pariton alkuluku, niin on olemassa téasmélleen o(p — 1)
primitiivistd juurta modulo p.

Kotitehtavia

25. Mitkd ovat primitiiviset juuret a) modulo viisi; b) modulo 11; ¢) modulo
437

26. Mitkd luvut kuuluvat a) eksponenttiin 6 modulo 43; b) eksponenttiin 21
modulo 437

27. Osoita, ettd n | ¢(2" — 1) kaikilla n € Z..
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28. Olkoon p pariton alkuluku ja r primitiivinen juuri modulo p. Osoita, etté
16ytyy primitiivinen juuri 7’ modulo p siten, ettd rr' = 1 (mod p).

29. Olkoon p pariton alkuluku. Johda kongruenssi (p — 1)! = —1 (mod p) suo-
raan siitd tiedosta ldhtien, ettd 16ytyy primitiivisid juuria modulo p.

30. Olkoon p pariton alkuluku, jolle p =1 (mod 4). Osoita kongruenssin 2% =
—1 (mod p) ratkeavuus suoraan siitd tiedosta, ettd 10ytyy primitiivisid juuria
modulo p.

31. Olkoon p pariton alkuluku ja n € Z,. Mitd on summa
1"+2"+3"+...+(p—1)"
modulo p?

32. Olkoon p pariton alkuluku. Olkoon 7y, 72, ..., ryp—1) keskendén epé-
kongruentteja primitiivisid juuria modulo p. Mitd on tulo 77 ---7,_1 modu-
lo p?
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Luku 5
Nelionjaannokset

Téassé luvussa esitimme nelionjadnndsten kauniin teorian perusteet. Olkoon p
pariton alkuluku. Kokonaisluku a on neliénjéinnés modulo p, jos p|a ja 22 = a
(mod p) jollakin = € Z. Jos p | a ja a ei ole nelibnjiénnés modulo p, sanom-
me, ettd a on nelibnepéjdannés modulo p. Luvulla p jaolliset luvut eivit ole

nelionjadnnoksia eivitkid nelionjadnnoksia modulo p.

Esimerkkeji. Koska 12 = 22 = 1 (mod 3), on luku yksi ainoa neliénjainnos,
ja luku kaksi ainoa nelidnepéjaénnos modulo kolme.

Koska 12 = 42 = 1 ja 22 = 32 = 4 (mod 5), ovat 1 ja 4 nelidnjiinnokset
modulo 5, ja 2 ja 3 vastaavasti nelidnepajadnnokset.

Samassa hengessi nelionjaannokset modulo 7 ovat 1' = 1, 22 = 4 seki
32 = 2, ja nelidnepéjaannokset 3, 5 ja 6.

Aloitamme seuraavalla yksinkertaisella havainnolla:

Havainto. Neliénjdanndksia on yhtd monta kuin nelibnepéjadnncksia modulo p,
nimittain p%l kappaletta.

TAm3 seuraa siitd, ettd lukujen 12,22, ... (p — 1)2 joukossa on enintdin %

keskeniién epikongruenttia nelioti, koska 22 = (—z)> (mod p) kaikilla = € Z.
Toisaalta, kongruenssilla 22 = a (mod p) on enintéin kaksi ratkaisua (ja siis
tietysti tdsmiélleen kaksi ratkaisua) modulo p jokaisella nelibnjidénnokselld a.

Nelionjaannosten teorian paatulokset on helpointa esittéda niin sanotun Le-
gendren symbolin avulla. Se maaritelladn seuraavasti: Kaikilla parittomilla al-
kuluvuilla p ja kokonaisluvuilla a asetamme

a 1, jos a on neliénjaadnnés modulo p,
(f) =< —1, jos a on nelibnepdjaannos modulo p,
Py 0 muutoin.

Esimerkkeja. Edellisesséa esimerkisséd tehtyjen laskujen nojalla
1 2
D O
3e 5/¢ T
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Jos kokonaisluvuilla a ja b pitee a = b (mod p), niin tietysti
;) -G)
D/ Py

Eulerin kriteeri ja nelionjaannosten resiprookki-
lain ensimmaéinen tiydennyslause

Legendren symbolin (%)j voi kétevasti esittdd luvun a potenssina modulo p:

Eulerin kriteeri. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a € 7Z. Té&llin

<Z)$ =a"7 (mod p).

Jos p | a, niin asia on selvi. Oletetaan siis, ettd p | a. Talloin Fermat'n pie-
nen lauseen nojalla a?~! = 1 (mod p), eli a"T =1 tai —1 (mod p). Jokainen
neliénjéaannds, joita on siis % kappaletta, on kongruenssin T =1 (mod p),
ratkaisu, silli jos a on nelibnjiinnés modulo p, niin a = y? (mod p) jollakin
y €2,

p—1

p—1
ar =) =y*'=1 (modp).
Toisaalta, Lagrangen lauseen nojalla kongruenssilla T =1 (mod p) ei voi
olla enempéé kuin ”2;1 ratkaisua, ja siten nelibnepéjdannokselle a modulo p on

pidettivi o = —1 (mod p).
Eulerin kriteeristd saamme valittomasti seuraavat hyodylliset tulokset:

Korollaari. Olkoot a ja b kokonaislukuja, ja olkoon p pariton alkuluku. T&ll5in

GLGL-(G)

Nelibnjadnnosten resiprookkilain ensimmaéiinen tiydennyslause. Olkoon
p pariton alkuluku. Té&ll6in

(;1) (71)?2;1 B {1, josp=1 (mod 4), ja
)y -1, josp=-1 (mod4).

Gaussin lemma ja nelionjaannosten resiprookki-
lain toinen taydennyslause

Gaussin lemma. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a luvulla p jaoton ko-
konaisluku. Olkoon lisdksi lukujen

p—1
a, 2a, 3a, ..., —a
2
itseisesti pienimpien jddnndosten joukossa s € Z, negatiivista. Talléin

p—1

az =(-1)° (mod p).
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Todistuksen idea on sama kuin ensimmaisessd Fermat’n pienen lauseen to-
distuksessamme. Ilmenee, ettd lukujen a, 2a, ..., p%la itseisesti pienimpien
jadnnosten itseisarvoista jokainen on kongruentti tdsmélleen yhden luvuista 1,
2, ..., % kanssa, ja kddntden.

Nimittéin, jos ak = af (mod p) joillakin k, ¢ € {1, 2,..., %}, niin varmasti
k ={ (mod p) jasiis k = £. Jos taas olisi ak = af (mod p), niin olisi p | (k + ¢),
mikd on mahdotonta, silld 0 < k+ £ < p.

On siis oltava

eli

ja on oltava a7 = (—=1)® (mod p). q.e.d.

Nelionjdsdnndsten resiprookkilauseen toinen tiydennyslause. Olkoon p
pariton alkuluku. Téll6in

(2) _(_1%_{1<:p5:|:1 (mod 8),
/oy —1l<=p=43 (mod 8).

Eulerin kriteerin ja Gaussin lemman nojalla

2 - 2
(7> =o' = (—=1)°  (mod p), eli <7> =(-1)%,
P/y P/y
missé s on lukujen 2, 4, ..., p—1 itseisesti pienimmista jadnnoksista negatiivisten
lukumaéra.
Meité kiinnostaa vain luvun s parillisuus. Olkoon ¢t = ”2;1 — s lukujen 2, 4,

.., p — 1 itseisesti positiivisten jadnnosten maard. Itseisesti positiivisia jaén-

noksid kyseessé olevista luvuista on vain niilld, jotka ovat pienempid kuin £.

_ . . .. 1 i1q. .
Jos p=1 (mod 4), eli p =1 tai 5 (mod 8), niin luku 5= on parillinen ja

(3

eli t = 271, Tapauksessa p = 1 (mod 4) on siis

<g> B {1, josp=1 (mod 8), ja

ply 1, josp=5 (mod ).

Olkoon sitten p = 3 (mod 4), eli p = 3 tai 7 (mod 8). Téssé tapauksessa
2

luku 172;1 on pariton, (5)3 =— (—1)t, jalukua £ pienemmaét luvun 2 monikerrat

ovat 3
p—
2, 4, 6, ..., —.

2
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Téaten t = ’74;3, ja tapauksessa p = 3 (mod 4) on oltava

<g> _{71, jos p=3 (mod 8), ja
ply U1, josp=7 (modS8),

ja olemme valmiit.
Nelionjaannosten resiprookkilaki

Nelionjddnnosten resiprookkilaki. Olkoot p ja q kaksi eri paritonta alkulu-

kua. Télloin
p—1 g—1
(2) (g> _ (LR
4/ \P/y

(2) :{—(Z)fv josp=q=3 (mod4), ja
£

q (%)f muutoin.

Toisin sanoen,

Todistus. Gaussin lemman nojalla

(B) = i (4) =

missé s on lukujen p, 2p, ..., q;21p itseisesti pienimmistd jadnnoksistd modulo ¢
negatiivisten lukumaéra, ja t on lukujen q, 2g, ..., %q itseisesti pienimmisté
jaannoksistd modulo p negatiivisten lukumaééréd. On siis osoitettava, etté

p—1 q—1

s+tzT 5 (mod 2).

Téata tarkoitusta varten tarkastelemme niita % . % lauseketta, jotka ovat

muotoa ap —bq joillakin a € {1,2,..., %1} jabe{1,2,..., prl} Naista, vilille
] -4,0 [ kuuluu tdsmaélleen s kappaletta, ja valille ] 0,5 [ kuuluu tdsmélleen t kap-
paletta. Riittéa4 siis osoittaa, ettd vileille ]foo, —2 [ ja ] g, oo[ kuuluu yhteensa
tasmalleen parillinen méaéra arvoja.

Viimeksi mainittu tavoite saavutetaan yksinkertaisesti osoittamalla, etta va-
lille }—oo7 —%[ kuuluu yhtd monta arvoa kuin vilille ]g, oo[. Tadma on helppo

ndhda. Nimittdin, jos ap — bg < —2, niin
<&,Q) ,(m,b) S U P PN
D) p D) q= 9 p 2 q p q
pg+p—pg—q q p
>0 S 2=
2 +2 2
ja toisaalta, jos ap — bg > £, niin
(ﬂ_a) _<1i1_b> et PRl by
D) p B q= 9 p ) q p q
_patp—pg—gq¢ _p_ 4
2 2 2’

ja neliénjaannosten resiprookkilaki on todistettu.
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Kotitehtavia

33. Laske Legendren symbolit (_—1) , (3) , (§> , (ﬂ) , ja (@> .
5 /4 \13/4 \83/,° \1367/, 911/,
34. Ratkaise toisen asteen kongruenssit
a) 422 + 6x —3 =0 (mod 43).
b) 722 — 8z +5=0 (mod 19).
c) 22+ 122 +5=0 (mod 73).

35. Olkoon p sellainen alkuluku, ettd p =1 (mod 4). Todista, ettd perdkkéisten
lukujen 1, 2, ..., % joukossa on yhtd monta neliénjddnnosté kuin lukujen pTH,
%, ..., p— 1 joukossa. Toisin sanoen: osoita, etta itseisesti positiivisia nelion-
jaannoksia modulo p on yhtd monta kuin itseisesti negatiivisia nelionjaannoksia
modulo p.

36. Olkoon p pariton alkuluku. Laske Legendren symboli (3> .
P/

37. Osoita, ettd on ddrettéman monta alkulukua p, joille
a) p =3 (mod 4);
b) p=1 (mod 4).

38. Olkoon p pariton alkuluku ja r primitiivinen juuri modulo p. a) Osoita,
ettd r on nelidnepdjidnnos modulo p. b) Osoita, ettd nelidnjaannés modulo p
on muotoa 72* modulo p jollakin k € Z .

39. Osoita, ettei 30 perakkaista kokonaislukua voi jakaa kahteen joukkoon siten,
ettd joukkojen sisdltdmien lukujen tulot olisivat yhté suuret.

40. Ratkaise Diofantoksen yht&lo
y? =23 +23

kokonaislukujen joukossa.
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Luku 6

Kiinalainen jaannoslause,

nelioldden summat

Eksponentit muiden kuin alkulukumodulusten suh-
teen

Olkoon m € Z, oletetaan, ettd m > 1, ja olkoon a luvun m kanssa yhteisteki-
jaton kokonaisluku. T&ll6in méarittelemme luvun

ord,, a % min {de Z+’ad =1 (modm)}.

Eulerin lauseen nojalla ord,, a on hyvin méiritelty ja vielapé ord,, a < p(m).
Sanomme, ettd a kuuluu eksponenttiin ord,, a modulo m.

Aiempaa terminologiaamme mukaillen sanommet, ettd a on primitiivinen
Juuri modulo m jos se kuuluu eksponenttiin ¢(m) modulo m.

Seuraavat todistukset olemme jo ndhneet aiemmin, mutta silloin ne kirjoi-
tettiin vain alkulukumoduksille.

Ensimméinen havainto. Jos a? = 1 (mod m), missd d € Z., niin ord,, a | d.
Erityisesti ord,, a | ¢ (p — 1).

Nimittéin, jos olisi ord,, a | d, niin 16ytyisi luvut ¢ € Z ja r € Z, joille
d =gord,, a+1ja 0 <r <ord,a, ja télloin tietenkin olisi
a” = a?% " =g? =1 (mod m),
vastoin luvun ord,, a méaritelmé&a.

Toinen havainto. Olkood d,e € Z, . Tilléin a® = a® (mod m) jos ja vain jos
d =e (mod ord,, a).

Nimittéin, jos vaikkapa d = e (mod ord,, a) ja d > e, niin d = e + gord,, a
jollakin g € Z, jolloinka tietysti
a® = q?taordmae = g (mod m),
ja toisaalta, jos a® = a® (mod m), ja vaikkapa d > e, niin a
jolloinka tietysti ord,, a | (d — e).

d=¢ =1 (mod m),
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ord,, a

Kolmas havainto. Olkoon d € Z, . Tilléin a® kuuluu eksponenttiin ordoa)

modulo m.

Nimittéin varmasti

ordym a

(ad) @ordm @) — (aordma)m =1 (mod m),

ja toisaalta ord,, a | d ord,, a?, eli

ord,, a
(d,ord,, a)

ord,, a
(d,ord,, a)

|ord,,a, eli ord,, a® >

Primitiiviset juuret parittomille alkulukumoduleil-
le

Lemma. Olkoon p pariton alkuluku, ja olkoon o € Z,.. Jos g on primitiivinen
juuri modulo p®, niin

ordyetr g € {p* 1 (p—1),p* (p—1)}.

Nimittéin, koska
gmdpa-H 9 =1 (mod paJrl),

on
g™ =1 (mod p%),

ja siis
p* 1 (p—1) | ordyett g.
Toisaalta, varmasti
ordpetr g |p®(p—1).
Lemma. Olkoon p pariton alkuluku, ja olkoon g € 7Z primitiivinen juuri mo-

dulo p. Télloin ainakin toinen luvuista g ja g + p on primitiivinen juuri, paitsi
modulo p, myés modulo p?.

Jos g on primitiivinen juuri modulo p?, niin asia on selvd. Oletetaan siis,
etti g ei ole primitiivinen juuri modulo p?. T#ll6in edellisen lemman nojalla

ord2g=p—1, ja orde(9+p) ef{p—Lpp—-1)}.

Mutta

(g+p) =g T Hp(p-1) " 2 =1+p(p—1)g" 2 #1 (mod p?),

eli on oltava ord,: (¢ +p) = p(p — 1), ja asia on jilleen selvé.

Lause. Olkoon p pariton alkuluku, ja olkoon a € Z,. T&lléin on olemassa
primitiivinen juuri modulo p©.
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Todistus suoritetaan induktiolla eksponentin « suhteen. Tieddmme jo, etta
on olemassa luku g € Z, joka on primitiivinen juuri sekd modulo p, ettd mo-
dulo p?. Oletetaan, ettd jokin luku ¢ € Z on primitiivinen juuri modulo p® ja
modulo p®*!. Tavoitteemme on osoittaa, etti se on myds primitiivinen juuri
modulo p®+2.

Téamaéan pykélan ensimmaéisen lemman nojalla

ordyet2 g =p*(p—1) tai ptl (p—1).

Riittaa sulkea pois edellinen tapaus.
Tehtyjen oletusten nojalla

g?" ) — 1 4 ey
jollakin alkuluvulla p jaottomalla kokonaisluvulla £. Nyt
g = (14 p )P =14 p" U E L (mod p*TR),

ja olemme valmiit.

Kiinalainen jaannoslause

Kiinalainen jainndslause. Olkoot my,mo, ..., m, pareittain yhteistekijét-
tomia positiivisia kokonaislukuja, ja olkoot ai,as,...,a, € Z, missa tietenkin

n € Z4. Téalloin on olemassa kokonaisluku d € Z. siten, ettd luku x € Z ratkai-
see kongruenssit

x=a; (modmy), z=az (modmsz), ..., z=a, (modm,)
jos ja vain jos x = d (mod mima---my).

Merkitdan yksinkertaisuuden vuoksi M = mqymsy - - - m,,. Olkoot ensin =,z €
Z. Jos x on ratkaisu ja 2’ = z (mod M), niin varmasti 2’ on myds ratkaisu.
Jos x ja 2/ ovat molemmat ratkaisuita, niin x — 2’ = 0 (mod my), x — 2’ =
0 (mod ms), ja niin edelleen, ja siis M | (z —z’). Riittd4 siis todistaa, ettd
on olemassa ainakin yksi ratkaisu d € Z. Té&td varten menettelemme kuten
Lagrangen interpolaatiopolynomin konstruoinnissa.

Olkoon ey, eg, ..., e, sellaisia kokonaislukuja, ettd
M M
e;r-— =1 (modmy), ey— =1 (mod ms), ja e,— =1 (mod my,).
m ma Mnp
Valitaan
d:a161~—+a262~—+...+anen'—
mq mo my
Tall6in

dzalel%—l—O—i—O—i—...—&—OEal (mod my),

1

dEO+ageg%+O+...+OEa2 (mod mo),

dEO—i—O—&-...—FO—i—anenmﬂnEan (mod my,),

ja olemme valmiit.
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Fermat’n—Girardin lause

Fermat’n—Girardin lause. Olkoon p sellainen alkuluku, ettd p =1 (mod 4).
Tallsin p = x2 + y? joillakin kokonaisluvuilla x ja y.

Ensin toteamme, etta 16ytyy “pieni” luvun p monikerta, joka on kahden nelién
summa. Nimittiiin, koska p = 1 (mod 4), on kongruenssilla 22 = —1 (mod p)
ratkaisu z € Z. Valitkaamme itseisesti pienin ratkaisu, jolle siis pétee |z| < §.
Talléin siis p| (2 + 1) ja

2
4
rt <p2.

2 P’

O<a*+1<—+1=

4 4

Voimme siis valita pienimmén luvun mg € Z., jolle mop = a? + b? joillakin

a,b € 7Z. Varmasti pdtee mg < p. Jos mg = 1, mitéddn todistettavaa ei ole.
Oletamme siis, ettd mg > 1 tavoitteenamme johtaa ristiriita.

Seuraavaksi toteamme, ettd mg on valttamattd pariton. Nimittéin, jos mg

olisi parillinen, niin olisi

mep (a+ b)2 N <a — b>2
2\ 2 2 ’
vastoin luvun mg méaaritelméaa.

Tarkastelkaamme sitten lukujen a ja b itseisesti pienimpié jadnnoksia « ja 3
modulo mg. Néille siis pétee «, 8 € Z,

a=a ja F=b (modm)y,

lof < 72, ja [B] < T2, Lisdksi a ja B eivdt voi molemmat olla nollia, koska
téllsin luku mop = a? + b? olisi jaollinen luvulla m2, eli p olisi jaollinen luvulla

mg, mikd on mahdotonta. Taten

o+ p2=a?>+b* (mod m)g

ja
2

0<a2+62<2-%<m§,

eli a® + 3% = mymyg jollakin m; € Z,, jolle m; < my.
Lopuksi,
m%mlp = mop - mimg = (a2 + b2) (a2 + 52)

(aa +bB)* + (af — ba)?,

ja
ac+bB=a’+b*=0 ja aBf—ba=0 (modm)o,

eli

map = <aa + bﬁ)2 . <aﬁ — boz>2 ,

mo mo

vastoin luvun mg méaritelmé&a.
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Lagrangen neljan nelion lause

Padtamme tdméan luvun esittdmalla todistuksen kuuluisalle teoreemalle, jonka
ensimmaéisen kokonaisen todistuksen esitti J. L. Lagrange vuonna 1770.

Lagrangen neljin nelion lause. Jokainen n € Z, on esitettdvissa enintdin
neljédn neli6luvun summana.

Todistuksessa seuraamme klassikkoteosta |?]. Koska 1 = 12 ja 2 = 12 + 12,
riittdéd aritmetiikan peruslauseen ja seuraavan Eulerin identiteetin perusteella
todistaa Lagrangen lause vain parittomille alkuluvuille.

Eulerin identiteetti. Kaikilla a,b,c,d,«, 8,7v,6 € Z péatee

(a®> + 0+ 2+ d*)(a® 4+ B2 + 4% 4+ 6%) = (aa + b3 + ¢y + dd)?
+ (aB —ba + cd — dv)? + (ay — ca + dB — b6)? + (ad — da + by — cB)?

Todistus. Suora lasku.
Lause. Jokainen pariton alkuluku on esitettdvissd neljdn nelion summana.

Todistus. Olkoon p pariton alkuluku. Osoitetaan ensin, ettd 16ytyy luonnol-
linen luku m € {1,2,...,p — 1} siten, ettd mp = 22 + y? + 12 + 02, joillakin

z,y € 7. % lukua 02,12,22, ..., (%)2 ovat keskendin epakongruentteja mo-
dulo p. Niin myés 25+ lukua —1 — 0%, -1 —12,—1—-22, ... -1 — (2})2. Siispi
kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla villttiméittd 22 = —1 — y? (mod p) joillakin

zy € {0,1,2,..., 251} eli 22 + y? + 1 = mp jollakin m € Z. Selvaisti tissi
m > 0. Toisaalta mp = 22 + y? +1 < (p%l)2 + (%)2 +1 < p?, joten m < p.
Sisl<m<p-1.

Voidaan siis valita pienin my € Z., jolle mgp on neljin nelién summa —
sanokaamme mop = a® +b% + ¢ 4 d?, missi a, b, ¢, d € Z. Edelld sanotun nojalla
varmasti mg < p. Jos nyt mg = 1, niin p = mop = a® + b? + ¢ + d? ja asia on
selva. Tarkastellaan siis tilannetta, missa mgy > 1.

Jos mg on parillinen, niin vélttaméatta parillinen méara luvuista a, b, ¢, d on
parillisia. Jos tdsmaélleen kaksi niistd ovat parillisia niin voidaan olettaa, etté
nimenomaan a ja b ovat parillisia ja ¢ ja d parittomia. Nyt joka tapauksessa
luvut a 4+ b,a — b, c + d, c — d ovat kaikki varmasti parillisia ja saadaan

m a+b\? a—b\? c+d\? c—d\?
=) + () + (57) +(557)
2 2 2 2 2
vastoin luvun mg mééritelméi. Siis mo on vilttdméattd pariton, ja erityisesti
mo 2 3.
Seuraavaksi todetaan, etté kaikki luvut a, b, ¢, d eivét voi olla jaollisia luvulla

my, silld talloin olisi mg | p, mikd on mahdotonta. Kun nyt valitaan «, 8,~,d
lukujen a, b, ¢, d (vastaavasti) itseisesti pienimmiksi jaddnnoksiksi modulo mg, on

a=a,f=by=cjad=d (modmyg),
lisaehdoin «, 3,v,0 € Zﬂ} — e, e [ sekd a? + %2 +~% 4+ 62 > 0. Toisaalta myds

mo 2
0<0[2+ﬁ2+’72+52<4(7) :mg,
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ja
CHBHV =+ + A +d* =0 (mod my),
eli a? + 32 + 2 + §% = mem; jollakin m; € {1,2,...,mo — 1}.
Eulerin identiteettid kiyttdmalla: m%mlp = mop - Mmgmy = (a2 +02+E+
d*)(a? + 8% +~2 + 6%) = A2+ B? + C? + D?, missi

A=aa+bB+cy+di=a’>+b2+c2+d>=0 (mod myg),
B=af—-ba+cd—dy=ab—ba+cd—dc=0 (mod myg),
C=ay—cat+df—bl=ac—ca+db—bd=0 (mod myg)
D=ad—da+by—cB=ad—da+bc—cb=0 ( )

)

mod my).

Siis mip = (%)2 + (%)2 + (ﬁ%)2 + (77%)2, vastoin luvun mg maaritelmaa.

Titen mo = 1 ja p = mop = a? + b2 + ¢ + d? on neljén nelién summa. Q.E.D.

Kotitehtavia

41. Etsi pienin positiivinen kokonaisluku z, jolle
r=1 (mod3), z=2 (modb), ja =3 (mod?7).

42. Olkoon k, o € Z;U{0}. Osoita, ettei luku 4 (8% 4 7) voi olla kolmen nelién
summa. [Syvéallinen Legendren lause sanoo, ettd ndmé ovat itse asiassa ainoat
luonnolliset luvut, jotka eivit ole kolmen nelién summia.]

43. Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon o € Z.,. Osoita, ettd on olemassa
primitiivinen juuri modulo 2p®.

44. Osoita, ettd on olemassa 10190

on jaollinen kahdella eri alkuluvulla.

perakkaistd kokonaislukua, joista jokainen

45. Osoita, ettd on olemassa kokonaislukukertoiminen polynomi P(z) jolla ei
ole kokonaislukunollakohtaa, mutta jolle jokaisella n € Z, 16ytyy a € Z, jolle
n| P(a).

46. Olkoon m € Z, sellainen, ettd m # 1, m # 2, m # 4, ja ettd m ei ole muotoa

p% eikd 2p® millddn parittomalla alkuluvulla p eikd milldén o« € Z,. Osoita,

ettei ole olemassa primitiivistd juurta modulo m. [Vihje: Riittd4 osoittaa, ettd
2= (mod m) aina kun a € Z on luvun m kanssa yhteistekijaton. |

47. Nelislukuja ovat luvut 02, 12, 22, 32, 42, j.n.e. Téssé tehtéivissi tarkastellaan

kokonaislukujen esittdmistd kahden neli6luvun summina.

a) Osoita, ettéd jos kokonaisluku = on kahden nelicluvun summa, niin myos
luku 2x on.

b) Osoita, etté jos kokonaisluvut x ja y ovat kahden neliluvun summia, niin
my6s luku zy on.

c¢) Olkoon ¢ sellainen alkuluku, ettd ¢ = 3 (mod 4) ja olkoot a ja b koko-
naislukuja. Osoita, etta jos ¢ | (a2 + bz), niin ¢ | a ja q | b.

d) Fermat’n ja Girardin lause sanoo, etti jos p on alkuluku jolle pitee p = 1
(mod 4), niin p on kahden nelitluvun summa. Selvitd ylla tehtyjen havaintojen
a), b) ja c), sekd Fermat’n ja Girardin lauseen avulla, mitkd kokonaisluvut ovat
esitettévissd kahden neli6luvun summina.

34



48. Olkoon a € Z4 ja oletetaan, ettd o > 3. Télloin jokaiselle parittomalle
n € Z4 l6ytyy yksikésitteinen luku g € Z, jolle

©(2%)
o

nE(—l)%Sﬁ (mod 2%) ja 1<8<
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Luku 7

(Gaussin kokonaisluvut

Kutsumme Gaussin kokonaisluvuksi kompleksilukua = +yi, jonka reaali- ja ima-
ginaariosat ovat kokonaislukuja. Merkitsemme Gaussin kokonaislukujen joukkoa
Z[i]. Tyypillisesti merkitsemme Gaussin kokonaislukuja pienilld kreikkalaisilla
kirjaimilla o, 3, 7, ...

Tietenkin Gaussin kokonaislukujen summat, erotukset ja tulot ovat edel-
leen Gaussin kokonaislukuja. Voimme siis mééritelld jaollisuusrelaation kuten
tavallisestikin: Olkoot a, 8 € Zl[i]. T&lloin merkitsemme S | o, jos on olemassa
v € Z[i], jolle @ = B~. Muutoin merkitsemme S | a. Kun 5 | o, kiiytdmme sa-
maa terminologiaa kuin aiemminkin. Sanomme esimerkiksi, ettd § jakaa luvun
«, luku « on jaollinen luvulla 3, ja niin edelleen.

Maéarittelemme myo6s joitakin muitakin uusia kisitteitd. Koska emme voi
kiyttad reaalilukujen jdrjestysrelaatiota, tarvitsemme jonkin muun tavan ver-
tailla lukujen kokoja. Tét& varten méaarittelemme Gaussin kokonaisluvun o =
T + yi normin

Na = |of* = aa = 2% + 2.
On helppo néhda, ettéd tdlla normilla on seuraavat ominaisuudet:

x* Na€ {0} UZ,.

* Na =0 jos ja vain jos a = 0.

* Na =1 jos ja vain jos a € {1, +i}.

* Na > 2 jos ja vain jos o & {0, £1, +:}.

T&amén kisitteen etu pelkkddn kompleksiseen itseisarvoon ndhden on se, etté,
toisin kuin ||, normi N« on aina kokonaisluku, ja normin kautta voimme kytkeé
Gaussin kokonaislukujen jaollisuuden tavallisten kokonaislukujen jaollisuuteen.

Havainto. Olkoot a, 8 € Z][i]. Télléin N(af) = Na- Nj. Liséksi, jos 8| «, niin
NB| Na.

Todistukset néille seikoille ovat helppoja. Nimittain,
N(aB) = aB-af = aa - f8 = Na - NB,
ja jos | a, niin @ = By jollakin v € Z[i], jolloin
Na=Npg-Ny.
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Tavallisten kokonaislukujen +1 yleistys Gaussin kokonaisluvuille tulevat ole-
maan niin sanotut yksikot, jotka méaéritelldén luvuiksi e € Z[i], joille | 1. Koska
varmasti Ne|N1 =1, on oltava Ne = 1, eli ¢ € {#1, £i}. Tésté seuraa helposti,
ettd Gaussin kokonaislukujen yksikot ovat tdsmélleen +1 ja +i, eli tdsmélleen
ne luvut ¢, joille Ne = 1.

Sanomme, ettd Gaussin kokonaisluvut « ja 8 ovat keskenddn yhteistekijét-
tomét, jos niiden ainoat yhteiset tekijéat ovat yksikoita.

Kutsumme Gaussin kokonaislukua m Gaussin alkuluvuksi, jos jokaisessa tu-
lossa m = af, missi «, 8 € Z[i], jokin tekija on aina yksikko. [Oikeastaan tdmé
on jaottoman Gaussin kokonaisluvun maéaritelmé; alkuluvut méaaritelldan yleen-
sa luvuiksi, joille patee Eukleideen lemman kanssa analoginen yleistys. Mutta
koska tulee osoittautumaan, ettd Gaussin kokonaisluvuille pétee yksikésitteinen
tekijoihinjako, ndma késitteet tulevat lopulta olemaan samoja.|

Esimerkki. Luku 3 on Gaussin alkuluku. Nimittéin, N3 = 9, ja jos m olisi luvun
3 epétriviaali tekija, olisi luvun N7 oltava luvun N3 = 9 epétriviaali tekija, eli
olisi oltava Nm = 3, mikd on mahdotonta, koska N7 on kahden nelién summa
kun taas luku 3 ei ole.

Havainto. Olkoon 7 € Z[i] sellainen, ettd N on alkuluku. T&ll6in = on Gaussin
alkuluku.

Nimittain, jos m = af joillekin «, 8 € Z[i], niin Nm = Na- NS, eli Na =1
tai N8 =1, eli toinen luvuista « ja 5 on varmasti yksikko.

Esimerkki. Nyt pystymme helposti tuottamaan konkreettisia esimerkkeja Gaus-
sin alkuluvuista. Koska N(1 +1) = 2, on 1 + ¢ Gaussin alkuluku. Luvulla 2 on
siis Gaussin kokonaislukujen joukossa tekijéihinjako —i (1 + 7)°.

Koska N (1 + 2i) =5 ja N(2 4+ 3i) = 13, ovat luvut 14 2¢ sekd 2+ 3i Gaussin
alkulukuja.

Koska Gaussin kokonaislukujen kanssa emme voi kanonisesti valita vain yh-
td luvuista a, —a, ia ja —ia, tulee esimerkiksi jokaisesta Gaussin alkuluvus-
ta olemaan aina ldsné nelja eri versiota. Selkiyttddksemme tilannetta otamme
kdyttoon liitdnndisyyden késitteen: Sanomme kahden Gaussin kokonaisluvun o
ja B olevan keskendén liitdnndisid, jos a = ¢ jollakin yksikoélla e, ja merkit-
semme tdtd asiaintilaa a ~ . Muutoin merkitsemme a ¢ 8. Luvun « kanssa
liitdnnéiset luvut ovat siis tdsmaélleen +« ja +ia.

Luvut +1 £ 4 ovat kaikki kesken#én liitdnnéisia. Jos x,y € Z ja x # y, niin
luvun z + y¢ liitdnnéaiset ovat

r+yi, —-y+xi, —r—yi, ja y-—zxi,
kun taas luvun x — yi ovat vastaavasti
r—yi, y-+xi, —xr+yi, ja —y—xi.

Erityisesti luvut o 4 yi eiviit ole keskendén liitdnnaisid kun x # y.
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Aritmetiikan peruslause Gaussin kokonaisluvuille

Jakoyhtdls. Olkoot «, 8 € Z]i], ja oletetaan, ettd B # 0. Tallbin I6ytyy luvut
&, p € Zi), joille
a=¢B+p, ja Np<Ng.

Toisin sanoen, on olemassa luku £ € Z[i], jolle

g—§’<1.

Mutta tdméa on selvid, silld kompleksitasosta 16ytyy varmasti kokonaislukukoor-
dinaattinen kompleksiluku enintédin etéisyydelta % pisteesta %
On hyvd huomata, ettéd téssi £ ja p eivit suinkaan ole yksikésitteisia.

Lause. Olkoot « ja [ keskenddn yhteistekijattémida Gaussin kokonaislukuja.
Télloin loytyy luvut £,n € Z][i], joille

af + fn=1.

Vaihtelun vuoksi todistamme tdmén eri tavalla kuin todistimme sen taval-
lisille kokonaisluvuille. Tarkastellaan kaikkia nollasta poikkeavia Gaussin koko-
naislukuja, jotka ovat muotoa af + B joillakin &, € Z[i]. Ndiden normit ovat
positiivisia kokonaislukuja, ja siksi jollakin niistd, sanokaamme luvulla ~, on
pienin mahdollinen normi. Siis v = «§ + B joillakin &, € Z][i].

Kirjoitetaan sitten jakoyht&lot

a=ry+p ja B=rv+/,
missa k, k', p, p’ € Z[i], ja Np < Ny ja Np' < Nv. Nyt
p=a(l—r§)—pn ja p'=-al+p(1-rn),
ja luvun ~ maaritelmén nojalla on oltava p = p’ = 0, eli v on lukujen « ja 8
yhteinen tekija. Siis v on yksikkd, misté seuraa, etté

€

a- >+ —=1.
Y

=3

Eukleideen lemma. Olkoon m Gaussin alkuluku, ja olkoot o, € Z[i]. Jos
7| af, niin 7 |« tai 7| B.

Jos 7| o, mitaén todistettavaa ei ole. Oletetaan siis, ettd 7 | . Talloin luvut
7 ja «a ovat yhteistekijattomid, koska niiden epétriviaali yhteinen tekija olisi
Gaussin alkuluvun 7 epétriviaali tekijia. Nyt edellisen lauseen nojalla 16ytyy
luvut &, n € Z[i], joille

aé+m =1, jaedelleen «f€+7wpn=_2.

Koska 7 jakaa viimeisen yhtélon vasemman puolen molemmat termit, on sen
jaettava myo6s luku 3, ja olemme valmiit.
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Gaussin kokonaislukujen yksikésitteinen tekijoihinjako. Jokainen nollas-
ta poikkeava Gaussin kokonaisluku on tekijoiden jérjestysté ja yksikoilld kerto-
mista vaille yksikésitteiselld tavalla Gaussin alkulukujen tulo.

Osoitetaan ensin alkutekijihajotelman olemassaolo. Olkoon annettu jokin
a € Z[i]\{0,+1,+i}. Jos a on Gaussin alkuluku, asia on selvi. Muutoin oo = S+,
joillakin 3,~ € Z[i], joilla molemmilla on aidosti pienempi normi kuin luvulla .
Jos B ja v ovat Gaussin alkulukuja, asia on selvi. Muutoin ainakin toinen niistd
voidaan pilkkoa vield pienempien Gaussin kokonaislukujen tuloksi. Jatketaan
néin niin kauan kuin mahdollista. Koska N« ei voi olla mielivaltaisen monen
ykkostd suuremman kokonaisluvun tulo, tdmén prosessin on joskus loputtava,
jolloin «v on kirjoitettu Gaussin alkulukujen tuloksi.

Tekijahajotelman yksikésitteisyys seuraa nyt kuten tavallisillekin kokonais-
luvuille. Olkoot 71, g, . .., T ja T, Th, ..., 7h,, missd m,n € Z, Gaussin alku-
lukuja, ja oletetaan, etté

/

AT+ Ty, = Ty Ty - T

Ilman yleisyyden menettamistd voidaan olettaa, ettd m < n. Nyt luvun m
téytyy jakaa jokin oikean puolen alkuluvuista, sanokaamme luku 7/, jolloin 7] =
em; jollakin yksikolld €. Nyt

TQM3 + Ty = ETHTG ++ Ty

Samalla tavalla kaikki vasemman puolen tekijat voi supistaa pois, kunnes lopulta
jaljelle jaa vain

1= 5/7T;71+17T;n+2 ST,

missé e’ on yksikko, kunhan oikean puolen tekijoiden jarjestystd vain muutetaan
sopivasti. Mutta tdstd yhtédlostd seuraa vilittomaésti, ettd n = m, ja olemme
valmiit.

Gaussin alkulukujen luokittelu

Lemma. Jokainen Gaussin alkuluku 7 jakaa tdsmaélleen yhden tavallisen alku-
Iuvun p.

Gaussin alkuluku 7 varmasti jakaa ainakin yhden positiivisen kokonaisluvun,

lukujen joukossa, jolloin Eukleideen lemman nojalla 7 jakaa jonkin niisté.
Yksikasitteisyys seuraa siitd, ettd jos 7 jakaisi kaksi eri tavallista alkulukua
p ja g, niin olisi px + qy = 1, joillakin x,y € Z, jolloinka = | (px + qy) = 1.

Gaussin alkulukujen luokittelu. Gaussin alkuluvut jakautuvat seuraaviin
kolmeen luokkaan:

* Luvun 1+ ¢ liitdnndisluvut, eli luvut £1 + 3.

x Tavalliset alkuluvut p, joille p =3 (mod 4).

* Ne luvut x + yi € Z[i], joille 2> + y* on alkuluku, joka on = 1 (mod 4).
Luvut x + yi ja x — yi eivat ole keskenadn liitdnndisia.
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Olkoon 7 = x + yi annettu Gaussin alkuluku, ja olkoon p se yksikésitteinen
tavallinen alkuluku, jonka 7 jakaa. Todistus jakautuu kolmeen eri tapaukseen
sen mukaan, onko p =1, p=2 vai p =3 (mod 4).

Olkoon ensin p = 2 (mod 4). T&lloin tietenkin p = 2 = (1 +4)(1 — i), eli
7| (1 £14). Toisaalta, luvut £1 £ ¢ ovat Gaussin alkulukuja, silld niiden normi
on tavallinen alkuluku. Eli tassa tapauksessa m ~ 1414, eli 7 = +1 £ 4.

Oletetaan sitten, ettd p = +1 (mod 4). Todistuksen loppuosa perustuu sii-
hen, ettd nyt on oltava N7 = p tai N7 = p?. Onhan N7 | Np = p? ja N7 # 1.

Olkoon ensin p = 3 (mod 4). Nyt ei voi olla N7 = p, silld téalloin olisi
p = 22 +12, eikd p voi olla kahden nelién summa. On siis N7 = p? = Np. Koska
p = wa jollakin « € Z[i], ja Np = N7 - Na, on Na = 1, eli o on yksikko, ja
™~ .

Olkoon lopuksi p = 1 (mod 4). Tieddmme, ettd 16ytyy n € Z, jolle p |
(n2 + 1). Viimeksi mainittu luku jakautuu tietenkin tekijoiden n + ¢ tuloksi,
ja p el tietenkdén voi jakaa kumpaakaan niista. Erityisesti p ei voi olla Gaussin
alkuluku. Tapaus N7 = p? johtaisi siihen, ettd p olisi Gaussin alkuluku, kuten
edellisessa tapauksessa. Téaten on oltava Nm = p, ja olemme valmiit.

Erityisesti tdaméa todistus antaa sivutuotteena myos seuraavan Fermat'n—
Girardin lauseen tarkennuksen:

Fermat’n—Girardin lause. Olkoon p alkuluku, jolle p = 1 (mod 4). Télléin
16ytyy téasmalleen kahdeksan kokonaislukuparia (x,y), joille

3:2—|-y2=p.

Toisin sanoen, paitsi ettd p on kahden nelién summa, se on sitd vain oleelli-
sesti ottaen yhdella tavalla.

Pythagoraan kolmikot Gaussin kokonaisluvuilla

Padtdmme tdmén luvun esimerkkiin siitd, miten hyédyntdd Gaussin kokonais-
lukujen tarjoamia ylimé&raisia tekijoihinjakoja Diofantoksen yhtiloitéd ratkais-
taessa. Tavoitteemme on ymmértdd yhtélon

2?4 y? = 22
kokonaislukuratkaisuita.

Koska lukujen x ja y yhteinen tekija on my6s luvun z tekija, voimme ilman
yleisyyden menettamistd rajoittua vain sellaisten ratkaisuiden tarkasteluun, joil-
le (xz,y) = 1. Talloin erityisesti 2 f z, silld jos olisi 2 | z, olisi x = y (mod 2).
Mutta x ja y eivit voi molemmat olla parillisia, silld ne ovat kesken&én yhteis-
tekijattomia, ja jos ne olisivat molemmat parittomia, olisi

0=2=24+9°=1+1 (mod 4),

mikd on mahdotonta. Téten 2 | z.
Gaussin kokonaislukujen joukossa tarkasteltavan yhtélon vasen puoli jakau-

(z + yi)(x — yi) = 22
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Vasemman puolen kaksi tekijad x + yi ovat keskenddn yhteistekijattoméat. Ni-
mittain, jos & € Z[i] on niiden yhteinen tekiji, niin §| 2z ja | 2y. Nyt, jos luvulla
0 olisi, Gaussin kokonaislukujen joukossa, yhteinen tekija luvun 2 = —i (1 + i)2
kanssa, eli jos (1 +14) |8, niin olisi (14 i)* | (z + yi)(z — yi) = 22, eli olisi 2| 22,
eli 2|z, mikd on jo aiemmin osoitettu mahdottomaksi. Siispéd d |z ja 6 | y. Koska
x ja y ovat yhteistekijattomis, on ax + by = 1 joillakin a,b € Z, ja siis 6 | 1, ja
luvut x + yi ovat osoittautuneet yhteistekijattomiksi.
Nyt Gaussin kokonaislukujen yksikasitteisen tekijéihinjaon nojalla

(z +yi) = e (a+b)* = e (a® — b+ 2abi)

missé a,b € Z ja € on yksikk6. On siis tarkasteltava neljdd eri tapausta sen
mukaan, onko € yhta kuin 1, 7, —1 vai —i:

1 = z=a>-0% y=2ab,

i = x=-2ab, y=a%-"b?
-1 = z=0b%-a% y=—2ab,
—i = x=2ab, y=>b>—ad’

On helppo tarkistaa, ettéd kaikissa niissé tapauksissa 22 4+ y2 = (a2 + b2)2. Siis
jokainen alkuperéiisen Diofantoksen yhtélon kokonaislukuratkaisu, jolle (x,y) =
1, on oleellisesti ottaen muotoa

z=a?-b, y=2ab, z=a’+10°

joillakin kesken&dn yhteistekijattomilld luvuilla a, b € Z. Toisaalta, selvésti taté
muotoa olevat kolmikot ovat aina alkuperdisen yhtélon ratkaisuita. Kaikki muu-
ta yhtélon ratkaisut saadaan kertomalla kaikki tuntemattomat samalla vakiolla.

Kotitehtavia

49. Jaa Gaussin alkulukujen tuloiksi Gaussin kokonaisluvut a) 4; b) 103+ 1033;
c) 2011; ja d) 11 + 23i. Ryhmittele keskendén liitdnnéiset Gaussin alkuluvut
potensseiksi.

50. Etsi kaikki Gaussin kokonaislukujen parit (k, p), joille
114+23i=r(7+2i)+p ja Np<N(7T+2i).
51. Etsi jotkin Gaussin kokonaisluvut & ja 7, joille
(11 +23i) 4+ (T4 2i)n = 1.
52. Olkoon z + yi € Z[i]. Milloin (14 1) | (x + yi)?

53. Olkoon 7 ¢ (1 +4) ei-reaalinen Gaussin alkuluku. Oletetaan, ettd o € Z[i]
on sellainen, ettd 7 | a ja 7 | @. Osoita, ettd N7 | a.

54. Olkoon 7 Gaussin alkuluku, ja « € Z[i] yhteistekijaton luvun 7 kanssa.
Osoita, etté

AN =1 (mod 7),
eli etta 7 | (aN =1 _ 1). [Vihje: Hyodynna Gaussin alkulukujen luokittelua. Ta-

pauksessa, jossa w jakaa parittoman alkuluvun p, tarkastele lukuja of ja N
modulo p.]
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55. Etsi yhtalon

22 4=
sellaiset kokonaislukuratkaisut, joille x on pariton. [Vihje: kiytd helppoa teki-
joihinjakoa, osoita luvut 2 4 a7 kesken&dn yhteistekijattomiksi, totea ettd luku
2+ix voidaan kirjoittaa muodossa (a + bi)g, ja tarkastele lopuksi imaginaariosia.
Tamén pitiisi tuottaa kaksi ratkaisua.|

56. Tarkasteltaessa edellisen tehtévan niitd ratkaisuita, joille x on parillinen,
paadytaan helposti tarkastelemaan yhtaloa

2?41 =23
Ratkaise tdmé kokonaislukujen joukossa. [Vihje: Kéyté jélleen sopivaa tekijoi-
hinjakoa, tarkastele lukujen x + ¢ yhteisia tekijoitéa, padttele etté voit kirjoittaa
(x£i) = (1+14)(a+bi)°, ja tarkastele imaginaariosia. Tamén pitéisi johtaa

kahteen yhtaléryhmaén luvuille a ja b:

{a—b::ﬁ:l7
a® + 4ab + b = £1,

joista ensimmaisen pitiisi antaa kaksi ratkaisua, jalkimmaéisen ei yhtakdan.|

42



Kotitehtavien ratkaisuita ja
ratkaisuhahmotelmia

1. (a—c)| ((a—c)(d—b)+ab+ cd) = (ad + be).

2. a) Jokaisella lukua yksi suuremmalla kokonaisluvulla on ainakin kaksi posi-
tiivista tekijad, nimittdin luku yksi ja luku itse. Jos luvulla on vain kaksi posi-
tiivista tekijad, niin sen taytyy tietenkin olla alkuluku.

b) Jos d(n) on pariton alkuluku, niin kanonisen alkutekijahajotelman mu-
kainen kaava luvulle d(n) voi siséltédé vain yhden tulontekijan. Siis luvun n on
oltava alkuluvun potenssi, missé eksponentin on oltava muotoa ¢ — 1 jollakin
alkuluvulla ¢, onhan ¢ = d(n).

c¢) Jos d(n) on pariton, niin kanoniseen alkutekijihajotelmaan perustuva kaa-
vamme luvun n tekijoiden lukumaéérille voi sisdltédd vain parittomia tulonteki-
jOita. Siispa luvun n kanonisessa alkutekijahajotelmassa kaikkien eksponenttien
on oltava parillisia. Ta&m& puolestaan tarkoittaa sité, etta luku n on nelicluku.

3. a) Jokaisella lukua yksi suuremmalla kokonaisluvulla on ainakin kaksi posii-
tivista tekijaéd, nimittdin luku yksi ja luku itse. Jos ndiden summa on kaikkien
tekijoiden summa, niin luvulla on tietenkin vain ndmé kaksi tekijai, eli se on
alkuluku.

b) Jélleen annetusta ehdosta seuraa, ettd luvulla n on vain kaksi tekijaa ja
sen on oltava alkuluku.

c) Parilliset tiydelliset luvut ovat muotoa 2"~! (2" — 1), missi multiplikan-
din 2" — 1 on oltava alkuluku ja n € Z,. Témé lauseke on aidosti kasvava
muuttujan n suhteen ja 28 = 2371 (23 — 1). Riittaa siis tarkastella kyseisen

lausekkeen arvoja kun n = 4,5, ..., kunnes on 16ydetty kaksi alkulukua muotoa
2m — 1.
Tamé suunnitelma on suoraviivainen toteuttaa: luku 2* — 1 = 15 ei ole

alkuluku, Iuku 2° — 1 = 31 on alkuluku, luku 26 — 1 = 63 ei ole alkuluku ja luku
27 — 1 = 127 on alkuluku. Niin I16ydetyt alkuluvut 2° — 1 ja 27 — 1 vastaavat
parillisia taydellisia lukuja

16-31 =496 ja 64-127 = 8128.

4. a) Helposti saadaan alkutekijihajotelmat 1080 = 23 - 33 .5, 667 = 23 - 29, ja
1573 = 112 - 13.
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b) Lukujen alkutekijahajotelmien avulla on helppo laskea

d(1080) = d(2%-3%-5) = B3+ D)3+ 1)(1 +1) =4-4-2 = 32,
d(667) = d(23-29) = (1 + 1)(1+ 1) = 4,

d(1573) =d(11?-13) = (2+ 1)(1 + 1) = 6,

(1080) = o(2%-3% . 5) = 2=L . 3=1. 52—1 =15-40 - 6 = 3600,
(

(15

Q

2—-1 3—1

667) = 0(23-29) = 223;—11 L2l (23 + 1)(29 + 1) = 24 - 30 = 720,

1573) = o (112-13) = 151 1311 — 133 168 — 13314 = 1862.

Q

g

5. Merkitddn tavanmukaisesti tuloa luvun n tekijéiden yli symbolilla [, din . Kos-
ka % kay ldpi luvun n tekija kun d kiy ldpi luvun n tekijit, voimme paitelld
seuraavastl

[[2= Hd [[2= Hd H Hd e Mn=n"""

d|n d|n d|n d|n d|n d|n d|n

6. Olkoon n € Z, pariton taydellinen luku. Luku 1 ei ole tdydellinen koska
o(1) =1 # 2. Siis luvulla n on ainakin yksi alkutekija p.
Oletetaan, ettd n = p%, missd a € Z4 ja p on pariton alkuluku. Koska

a+171
p—1

L =o(n) = 2n = 2p“,

on oltava
ptt—2p* +1=0,

mikd on mahdotonta. Siispd luvulla n on ainakin kaksi eri alkutekijia.
Oletetaan seuraavaksi, ettid n = p®¢®, missi p ja ¢ ovat erisuuria parittomia
alkulukuja ja «, f € Z,. Télloin

pa+1 -1 qﬂ+1 -1

P e =o(n) =2n = 2p°¢°

Sieventdmaélla saadaan, etté

¢’ (pg —2p —2¢+2) +1=0. (B)

Koska p ja g ovat parittomia ja keskendén erisuuria alkulukuja, voidaan ilman
yleisyyden menettamista olettaa, ettd p > 3 ja ¢ > 5, jolloin

pg—2p—2¢+2=(p—-2)qg—2(p-2)-2=(p-2)(¢—2)—-2>1-3-2=1

Mutta nyt yhtdlo (8) ei voi pitdéd paikkaansa, miki on ristiriita. Téten luvulla
n on vahintdan kolme erisuurta alkutekijaa.

7. a) Annettu Diofantoksen yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa
(x—p)(y —p) =p*
Siispd = — p on jokin luvuista p?, p, 1, —1, —p ja —p>.

Tapauksista 2 —p = p?, * — p = p ja © — p = 1 saadaan ratkaisut (z,y) =
(P +p,p+1), (x,y) = (2p,2p), ja (z,y) = (p+ 1,p* + p), vastaavasti.
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Tapauksessa  — p = —1 olisi oltava y = p — p? < 0, tapauksessa z —p = —p
olisi oltava o = 0 ja tapauksessa x — p = —p? olisi oltava x = p — p? < 0. Siispi
yhtalolld on vain ylld saadut kolme ratkaisua.

b) Annetun yhtélon voi kirjoittaa muodossa

(+y+4)(xy+1)=5.

Nyt ensimméisen tekijdn on oltava jokin luvuista 5, 1, —1 ja —5, jolloin toisen
tekijin on vastaavasti oltava jokin luvuista 1, 5, —5 ja —1. Siispd ratkaisut
saadaan yhtéloryhmisté

z+y:1’ {x+y:—3’ {I+y:—5, . {«T+y:—9,
{xy:(), zy = 4, zy = —6, sekd Ty = —2.

Naista toisella ja viimeiselld ei ole kokonaislukuratkaisuita, ensimmaisella on
kokonaislukuratkaisut (z,y) = (1,0) ja (z,y) = (0,1), ja kolmannella on koko-
naislukuratkaisut (x,y) = (=6, 1) ja (x,y) = (1, —6).

8. Olkoon n(z) # 0 Z-kertoiminen padpolynomi. Tehtdvidmme on siis osoittaa
(Zermelon todistusta mukaillen), ettd n(z) on tekijoiden jarjestysté vaille yksi-
kasitteiselld tavalla jaottomien péadpolynomien tulo. Sovellamme téssd aiemmin
esittelemdamme konventiota, jonka mukaan tyhja tulo on = 1.

Todistamme véitteen induktiolla asteen degn(x) suhteen. Ensinnékin véite
on selvi tapauksessa degn(z) = 0, jossa n(z) = 1. Samoin esimerkiksi tapaus
degn(z) = 1 on varsin selvi.

Oletetaan sitten, ettd degn(z) > 0, ja ettd viite on jo todistettu kaikille
alempiasteisille ei-identtisesti hévidville paépolynomeille. Jos n(x) on jaoton,
mitddn todistettavaa ei ole. Oletetaan siis, ettd n(z) ei ole jaoton. TAll6in 16y-
tyy alinta mahdollista positiivista astetta oleva padpolynomi p(z) joka jakaa
polynomin n(z). TAmé& polynomi ei valttdmétta ole yksikésitteinen.

Voimme siis kirjoittaa n(xz) = p(x) b(z), missd b(z) on Z-kertoiminen paé-
polynomi, jolle 0 < degb(z) < degn(zx). Polynomi p(z) on jaoton, silld sen
alempiasteinen positiivisasteinen tekija olisi myos polynomin n(z) tekija vas-
toin polynomin p(z) méaaritelmaa.

Koska b(x) on alempaa astetta kuin n(x), on se induktio-oletuksen nojalla
jaottomien péapolynomien tulo oleellisesti ottaen yksikésitteiselld tavalla, ja si-
ten n(x) on jaottomien padpolynomien tulo, ja silld on vain oleellisesti ottaen
yksi téllainen tekijahajotelma jossa esiintyy polynomi p(x).

Seuraavaksi osoitamme, ettei polynomilla n(z) ole muita tekijahajotelmia.
Tehdéén se vastaoletus, ettd 16ytyy jokin oleellisesti ottaen erilainen tekijéhajo-
telma. Olkoon g(x) erés siiné esiintyvisté alimman asteen jaottomista tekijoisté.
Nyt p(x) # q(z), degp(x) < ¢(z), ja n(x) = q(z) ¢(x) jollakin Z-kertoimisella
padpolynomilla ¢(z), jolle 0 < degc(z) < degn(z).

Olkoon nyt h(z) jokin Z-kertoiminen pa#polynomi, jolle g(z) — h(z) p(z) on
alempaa astetta kuin ¢(z). Téallaisen saa tietysti vaikkapa polynomien jakokul-
masta, tai vain yksinkertaisesti valitsemalla h(z) = zd°84(*)=degr(*) Tijetenkin
a(z) # h() p(a), koska p(x) | a(a).

Tarkastellaan nyt polynomia



Varmasti deg ng(x) < degn(z), ja siten induktio-oletus pétee polynomille ng(x)
(ainakin jos sen jakaa korkeimman asteen termin kertoimellaan), eli polynomin
p(z) on esiinnyttdvd ainakin toisen polynomeista ¢(z) — h(z) p(z) ja c(z) teki-
jahajotelmassa. Jalkimmaéinen tapaus on suljettu pois jo aiemmin, ja edellisesté
seuraisi, ettd p(z) | ¢(x) johtaen ristiriitaan p(z) = ¢(z). Olemme valmiit.

9. a) Kéytetddn Eukleideen algoritmia: Suorilla jakolaskuilla saamme
37=2-13+11, 13=1-1142, 11=5-2+41,

misté seuraa, etta

1=11-52=37-2-13—-5(13 - 11) =37—-7-13+5(37—2-13) = 6-37—17-13.

Erityisesti siis —13-17 =1 (mod 37), mistd saamme ensimméisen kongruenssin

ratkaisuksi x = —17-31 = —9 (mod 37).

b) Koska 4 - 15 = 60 = —1 (mod 61), on kysytty ratkaisu z = —4-9 = 25
(mod 61).

10. Viite seuraa suoraan siitd, ettd lukujen 21n + 4 ja 14n + 3 suurimman
yvhteisen tekijdn on jaettava myos luku

3(14n+3) —2(2ln+4) = 42n + 9 — 42n — 8 = 1.
11. Viite seuraa siitéd luvuilla (n — 1)! ja n on oltava epétriviaali yhteinen tekija.

12. Jos mitkéén kaksi luvuista x1, x2, ..., x, eivdt olisi kongruentteja keskendan
modulo p, niin silloin olisi tdsmélleen yksi niistd kongruentti nollan kanssa, tés-
milleen yksi niistd kongruentti yhden kanssa, tdsmaélleen yksi niistd kongruentti
kahden kanssa, j.n.e., modulo p. Fermat’n pienen lauseen nojalla olisi talléin

I SR Vol Lol e (R ) L
=0+1+1+...41=p—1 (mod p).

13. Suoraan Fermat’'n pienen lauseen nojalla
lpn+2pn+...+(p—1)pn =1+2+...+(p—1)=—2=0 (mod p).

14. Koska p = 1 (mod 4), on lukuja 1, 2, ..., p—;l parillinen méa#ra. Wilsonin
lauseen nojalla

((52)) = ()= ()t B2 o)

15. Olkoon p > 5 alkuluku. T&ll6in
6a, 2 =3-2""14+2.37"1 4671 —6=3+2+1-6=0 (mod p),

eli p|ap—o. Liséksi 2|10 = a1 ja 3|48 = ay. Téten ainoa luku joka on yhteiste-
kijaton kaikkien jonon ai, as, ...elementtien kanssa, on yksi.
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16. Tieddamme, etté
asa1 = a1, asaz = az, ey ja Aparp—1 = Ag—1 (mod n)
Jos olisi n | ay (a1 — 1), olisi a1ax = ai (mod n), ja sen seurauksena
a1 = aga) = azaay = ... = agag_1-..a2a;  (mod n),
ja
(g = a3a3 = 40302 = ... = QpAk—1 - ..02 = A10xAk—1 ... A2 (mod n).

Erityisesti olisi siis a1 = a2 (mod n), misti seuraisi, ettd a1 = as. Tamé on
ristiriita ja téten n [ ax (aq — 1).

25. Koska 22 = 4 ja 23 = 3 (mod 5), on luku 2 eriis primitiivinen juuri modulo
5. Luvuista 1, 2, 3 ja 4 luvun ¢(5) = 4 kanssa yhteistekijattomid ovat vain 1 ja
3. Siis primitiivisid juuria modulo 5 ovat tdsmilleen ne luvut r joille r = 2 tai
r=2%=3 (mod 5).

b) Luvun ¢(11) = 10 tekijit ovat 1, 2, 5 ja 10. Koska 22 = 4 ja 2° = 10
(mod 11), on luku 2 eréis primitiivinen juuri modulo 11. Koska luvuista 1, 2, ...,
10 on luvun ¢(11) = 10 kanssa yhteistekijattomié tdsmélleen luvut 1, 3, 7 ja 9,
ovat primitiivisid juuria modulo 11 tdsmélleen ne kokonaisluvut r, joille r = 2,
r=23=8r=2"=7, tai r = 2° = 6 modulo 11.

¢) Luku kolme on eréis primitiivinen juuri modulo 43. Tdmé&n niakemiseksi
riittid osoittaa, ettd 3¢ # 1 (mod 43) kaikilla luvun ¢(43) = 42 = 2.3 -7
epétriviaaleilla tekijoilla. Kyseiset epatriviaalit tekijat ovat 2, 3, 6, 7, 14 ja 21,
ja vastaavat luvun kolme potenssit ovat seuraavaa modulo 43:

32=09,

33 =27,

36 =729= -2,
37=3-(-2) = -6,
314 = (—6)° =36, ja

32l = (—6)° = —216 = —1.

Nyt primitiivisten juurten modulo 43 edustajisto saadaan potensseista 3¢, missi
d on kokonaisluku jolle 1 < d < ¢(42), ja (d,¢(42)) = 1. Niimé eksponentit d
ovat 1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37 ja 41. Naistd saadaan primitiivisiksi
juuriksi modulo 43

3 =3,

35 = 243 = 28,

311 =282.3 =28-84 = 2352 = 30,
313 =30.9=270=12,

317 =3.28.30=84-30 = 2520 = 26,
319 =26-9=19,

3% =19.81 = 34,

3% =34.9=5,

329 =5.81 =405 = 18,

331 =18.9 =33,

337 =33.81-9=2673-9=7-9=63=20, seki
34 =20 81 = 1620 = 29.

Siis eréis primitiivisten juurten modulo 43 edustajisto koostuu luvuista 3, 5, 12,
18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33 ja 34.
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26. a) Koska edellisen tehtdvin c)-kohdan nojalla luku kolme kuuluu ekspo-
nenttiin 42 modulo 43, saadaan eksponenttiin 6 kuuluvien lukujen edustajistok-
si potenssit 3¢, missii d on kokonaisluku jolle 1 < d < 42 ja (d,42) = %2 =T7.
Tallaisia eksponentteja d ovat vain 7 ja 35. N&itd vastaavat potenssit modulo

43 ovat
37=2187=137, ja 3% =237 =287 = (28)” .28 = 10 - 28 = 28000 = 7.

b) Edellisen tehtévin c)-kohdassa saatiin primitiivisten juurten modulo 43
edustajistoksi joukko {3, 5,12,18, 19,20, 26, 28, 29, 30, 33, 34}. Eksponenttiin 21
kuuluvat tdsmélleen ndiden lukujen neliot, eli eksponenttiin 21 kuuluvien luku-
jen edustajistoksi saadaan modulo 43

32=09, 262 = 676 = 31,

52 = 25, 282 = 784 = 10,

122 =144 =15, 29° = 841 = 24,

182 =324 =23, 30% =900 = 40,

192 =361 =17, 332=1089 =14, seki
202 =400 = 13, 342 = 1156 = 38.

Edustajistoksi saadaan siis {9, 10,13,14,15,17,23, 24, 25, 31, 38, 40}.
27. Selvasti luku 2 kuuluu eksponenttiin n modulo 2™ — 1.

28. Koska (p — 2,p — 1) = 1, on luku 7’ = rP~2 myds primitiivinen juuri modulo

p ja toisaalta

/ p—2

rr' =r-r rP"' =1 (mod p).

29. Olkoon 7 primitiivinen juuri modulo p. Talléin
(p—D'=1-2-...-(p=1)=1-r-r2.p3. P72 = plF283440=2)

p— b— pP— -2 —
{e=ye=2) (rTl)p =(-1)’?=-1 (mod p).

r

30. Olkoon 7 primitiivinen juuri modulo p. Koska luku r*T ratkaisee yhtalon
1 —1

22 =1 (mod p),jar“T #1 (mod p), onoltavar“z = —1 (mod p). Erityisesti

siis

p—1 p—1

2
(TT) =r 2 =-1 (modp).
31. Jos (p — 1) | m, niin Fermat'n pienen lauseen nojalla on
1"+2"+3"+...+(p—1)"=1+1+1+...+1=p—1=-1 (mod p).

Olkoon r primitiivinen juuri modulo p. Jos (p — 1) | n, niin 16ytyy sellainen
kokonaisluku s, ettd s (r™ — 1) =1 (mod p). Tavanomaisesta geometrisen sarjan
summakaavasta seké Fermat'n pienestd lauseesta seuraa, etta

1"+ 2" 43" 4+ (p— D) =1 P S e
s((r")P ' =1)=s(1-1)=0 (mod p).
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32. Jos p = 3, niin (kongruenssia modulo p vaille) ainoa primitiivinen juuri
modulo p on —1. Siispd tapauksessa p = 3 on r; = —1 (mod 3). Oletetaan
sitten, ettd p > 3. Koska —1 kuuluu eksponenttiin 2 < p — 1 modulo p, ei —1
ole primitiivinen juuri modulo p. Tehtévin 4 nojalla luvut 71, 72, ..., Typ—1)
voidaan jakaa pareiksi (r,r’), joille 77" =1 (mod p). Siis tulossa ri72 - 7,p—1)
kaikki supistuu kun sitd tarkastellaan modulo p, ja siis

TiTyTop—1) = 1 (mod p).
33. a) Nelionjdannosten resiprookkilauseen toisen tdydennyslauseen nojalla
—1 5—1
() —cv= s
5 /g

b) Nelionjaannosten resiprookkilauseen toisen tiydennyslauseen mukaan

c) Luvut 73 ja 83 ovat molemmat alkulukuja. Nelitnjadnnosten resiprook-
kilauseen nojalla

R

d) Osoittautuu, ettd 1367 on alkuluku, ja helposti saadaan tekijoihinjako
371 = 7 - 53. Nelionjaannosten resiprookkilauseella siis

(), = (), (557
1367/, \1367/, \1367/,
(o) T (@) (1) S (@)
7 )y 53 /g
-0, &, G, &, &
)y \53/, 53/, \53/, \53/,
- _ (_1)532{1 S~ (@) (~1)T T (@)
3 <z 7 <

=—(=1)-(+1) - @)f <(41) - (i)f =(-1)-(+1) =-1.

e) Luvun 682 tekijéihinjako on 2-11-31. Nelidnjadnnosten resiprookkilauseen
nojalla siis samassa hengessd hengessé kuin aiemminkin on

(gﬁ)g - (9?1>$ ' (91111 )g ‘ (93111 )z

(), @), -G),-3),
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34. a) Vasemman puolen polynomin diskriminantti 62 +4-3-4 = 84 on nelién-
jaannos modulo 43, silla

<i§)$ - (Z:?)x B (Z;)f ' (é)f — () () = () (=1

Siispa tarkasteltavalla kongruenssilla on kaksi keskenééin epdkongruenttia rat-
kaisua modulo 43. Koska 84 = 256 = 162 (mod 43), saadaan ne kongruensseista

8r=-6+16 (mod 43).

Koska 27 -8 = 216 = 1 (mod 43), ratkaisuiksi saadaan x = 27 - 10 = 270 = 12
jax=27-(—22) = —594 =8 (mod 43).

b) Tiéssé tapauksessa diskrimantti on 82 —4-5-7 = —76. Koska timé on
jaollinen luvulla 19, on tarkasteltavalla kongruenssilla yksikésitteinen ratkaisu,
joka saadaan kongruenssista 14z = 8 (mod 19). Kyseinen ratkaisu on x = 6
(mod 19).

c) Diskriminantti 122 — 4 - 5 = 124 on neliénepijainnds modulo 73, silli

(#),-&F),- &), &), &
3/), \713/), \13), \13/), \73/,
73-1 7321 73

=(-1)"7 -(-1)"® .(_1)%-73% (11)2)
= (4+1)- (+1) - (+1) - (171)2 _ (_1)%11—12 . (171)2

—1.

I
0
—
N~—
/N
NN
N———
(N
I
T
—_
=
—
+
N
~—
I

ja siksi ratkaisuita ei ole.

P
kaikilla a € Z. Jos siis a on itseisesti positiivinen neliénjadnnés modulo p niin

—a on itseisesti negatiivinen nelionjaannés modulo p ja pain vastoin.

35. Koska p =1 (mod 4), on —1 neliénjaannos modulo p ja siis (%)g = (_—a)g

36. Jos p = 5, on kyseinen Legendren symboli yht& kuin nolla. Oletetaan siis,
ettd p # 5. Télloin Eulerin kriteerion nojalla

(%)g =p? (mod 5).

Téten p on nelionjddnnds tai nelidnepdjainnds sen mukaan, onko p muotoa
10n £ 1 vai muotoa 10n + 3 jollakin n € Z.

37. a) Oletetaan, ettd alkulukuja, jotka ovat =3 (mod 4), olisi vain dérellinen
médré, ja merkitdén niiden tuloa kirjaimella P. T&lloin luku 4P — 1 on = 3
(mod 4) ja silld on alkutekiji. Mutta tehtyjen oletusten mukaan jokainen sen

alkutekiji on =1 (mod 4). Mutta téllosin 4P —1=1-1-...---1=1 (mod 4),
miksd on mahdotonta.
b) Oletetaan, ettd olisi vain #érellisen monta alkulukua, jotka ovat = 1

(mod 4), ja merkifiin niiden tuloa kirjaimella P. T&lléin luvulla 4P2 + 1 on
oltava pariton alkutekija, mutta nelionjadnnosten resiprookkilain ensimméisen
téydennyslauseen nojalla jokaisen sellaisen alkutekijian on oltava = 1 (mod 4),
ristiriita.
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38. a) Jos olisi » = 22 (mod p) jollakin o € Z, kuuluisi luku r pienempéiin eks-

ponenttiin kuin luku 22, joka taas vuorostaan varmasti kuuluu eksponenttiin,
joka on pienempi kuin %. T&ama& on ristiriidassa primitiivisen juuren maéaritel-
mén kanssa.

b) Olkoon a neliénjiinnés modulo p. Tilléin a = 22 (mod p) jollakin x € Z,
jolla p [ 2. Mutta t#lléin myds = r* (mod p) jollakin k € Z, ja siis a = 2> =
r2k (mod p).

39. Tarkastellaan joitakin 30 perdkkaistd kokonaislukua. Enintdén yksi niistéa
on jaollinen alkuluvulla 31. Jos yksi niistd on jaollinen alkuluvulla 31, niin osi-
tettaessa ne kahteen joukkoon toisen elementtien tulo on ja toisen elementtien
tulo ei ole jaollinen luvulla 31. Voidaan siis olettaa ettei mik&an tarkasteltavista
30 perdkkiisestd luvusta ole jaollinen alkuluvulla 31.

Koska tarkasteltavat luvut muodostavat redusoidun jadnnossysteemin modu-
lo 31, on Wilsonin lauseen nojalla tarkasteltavien lukujen tulo kongruentti luvun
—1 modulo 31. Jos tarkasteltavat luvut voisi jakaa kahteen joukkoon joiden tu-
lot olisivat yhtésuuret, olisi —1 neliénjadnnos modulo 31, mik4 on ristiriita, silla
onhan 31 = —1 (mod 4).

40. Voimme kirjoittaa yht&lon muodossa
Y +4=(z+3) (2> -32+9).

Nelionjadannosten resiprookkilain ensimméisen tdydennyslauseen nojalla tdmén
yhtélon vasemmalla puolella ei voi olla alkulukutekijoita, jotka olisivat = 3
(mod 4). Jos z # 0 (mod 4), niin oikean puolen jélkimmaéinen tekija on = 3
(mod 4), ja koska se on varmasti positiivinen, olisi silld tdssi tapauksessa oltava
alkutekija joka olisi = 3 (mod 4). Siispé ratkaisuille on padettéavi 4 | x, mutta
télloin oikean puolen ensimmaéinen tekijé olisi valttdmattd positiivinen ja = 3
(mod 4), eli silld olisi oltava alkutekija, joka olisi = 3 (mod 4). Téten annetulla
Diofantoksen yht&lolla ei voi olla ratkaisuita.

41. Kiinalaisen jadnnoslauseen todistusta seuraten ratkaisemme kongruenssit
e1:5-7=1 (mod3), 3-ea-7=1 (mod5), ja 3-5-e3=1 (mod7).
Niiden ratkaisut ovat

e1=—-1 (mod3), ea=1 (mod5), ja e3=1 (modT7).
Alkuperiisen kongruenssin ratkaisuiksi saadaan siis
x=1-(-1)-5-74+2-3-1-743-3-5-1=-35+42+45=52 (mod 105).
42. Todistamme viitteen induktiolla eksponentin « suhteen. Tapaus o = 0 on
selvd; onhan jokainen nelié kongruentti yhden luvuista 0, 1 ja 4 kanssa modu-

lo 8. Jos taas a > 0 ja véite on jo todistettu pienemmille eksponenteille, niin
péadttelemme seuraavasti: jos

2y 42 =480+ T),

missi x,y,z € Zjal € {0}UZ,, niin 22+y?+22 =0 (mod 4), ja koska jokainen
nelio on kongruentti toisen luvuista 0 ja 1 kanssa modulo 4, on lukujen z, y ja
z oltava parillisia, eli

@ (oo,



43. Olkoon g primitiivinen juuri modulo p®. Jos g on parillinen, niin g + p®* on
pariton primitiivinen juuri modulo p®, ja voimme siis olettaa, ettd g on pariton.
Nyt

©(2p") = ¢(p*) = ordpe g < ordape g < (2p%),

eli g kuuluu eksponenttiin ¢(2p*) modulo 2p* ja olemme valmiit.

44. Olkoot p1, pa, - .., Pa.1gt00 pareittain erisuuria alkulukuja. Kiinalaisen ja&n-
noslauseen nojalla 16ytyy luonnollinen luku z, jolle

z=-1 (mod p1p2),
x=-2 (mod psps),
x=-3 (mod psps),
r = —10100 (HlOd p2‘10100_1p2.10100).

45. Valitaan polynomiksi P(z) polynomi (2x + 1)(3z + 1), jolla ei tietenkdén ole
kokonaislukunollakohtia. Olkoon annettu luku n € Z, . Kirjoitetaan se muodos-
san = 2%¢, missid o € {0}UZ, ja £ € Z, on pariton. Kiinalaisen jadnnoslauseen
nojalla l16ytyy « € Z, jolle

20 =-1 (mod{) ja 3xz=-1 (mod2%).
46. Riittaa siis osoittaa, ettd a®5? =1 (mod m) aina kun @ € Z on luvun m
kanssa yhteistekijaton.

Jos m ei ole luvun kaksi potenssi, niin m = bc joillakin kesken&én yhteiste-
kijattomilla lukua yksi suuremmilla luonnollisilla luvuilla b ja c. Varmasti nyt
p(m) = p(b) ¢(c), ja epaileméttd luvut ¢(b) ja ¢(c) ovat molemmat parillisia.

Olkoon nyt a € Z yhteistekijatén luvun m kanssa. Télloin

@(m e \?(¢)
o = (ay) =1 (modb),
ja
m o) \# ()
a2 = (awg‘)) =1 (mod ¢),
eli o)
a2 =1 (modm).

Tilanne, jossa m = 2% jollakin kokonaisluvulla o > 3, on oikeastaan hel-
pompi. On helppo tarkistaa, ettei ole olemassa primitiivistd juurta modulo 8.
Mutta jos jokin g € Z olisi primitiivinen juuri modulo 2%**, niin se olisi myds
primitiivinen juuri modulo 2¢.

47. a) Jos x = a2 + b? joillakin a,b € Z, niin 22 = (a + b)* + (a — b)°.
b) Jos z = a® + b2 ja y = % + d? joillakin a, b, ¢, d € Z, niin

zy = (a® +b°) (c® + d*) = (ac — bd)? + (ad + be)? .

c) Oletetaan, ettd g [ a tai g [ b. Talloin varmasti ¢ f a ja g [b. Olkoon ¢ € Z
sellainen, ettd bc = —1 (mod ¢q). Kertomalla kongruenssi a> = —b? (mod q)
puolittain luvulla ¢ saadaan (ac)’> = —1 (mod ¢), miki on mahdotonta silli
—1 on neliénepajaannés modulo —1.

52



d) Koska 2 = 12 + 12, on Fermat’n ja Girardin lauseen sekii kohdan b) pe-
rusteella jokainen positiivinen kokonaisluku, jonka kaikkia alkulukutekijat ovat
kongruentteja lukujen 2 tai 1 kanssa modulo 4, kahden nelion summa. Koska
alkuluvuilla g, joilla ¢ = 3 (mod 4), on ¢? = ¢?+02, on kohdan b) nojalla kaikki
ne positiiviset kokonaisluvut kahden nelion summia, joiden kanonisessa alkute-
kijahajotelmassa niiden alkulukujen, jotka ovat kongruentteja luvun 3 kanssa
modulo 4, potenssien eksponentti on parillinen. Toisaalta, jos positiivinen koko-
naisluku n on kahden nelidluvun a? ja b summa, ja jos g on sen sellainen tekija,
ettd ¢ = 3 (mod 4), niin c¢)-kohdan nojalla ¢ | a ja ¢ | b. Erityisesti siis

2 2
n a b
(e )
q q q
Jos luvun n kanonisessa tekijihajotelmassa olisi alkulukua ¢ vastaava ekspo-
nentti pariton, olisi myos luvun q% tekijahajotelmassa alkuluvun ¢ potenssin
eksponentti on edelleen pariton, ja ylla esitettyd c)-kohdan sovellusta voidaan
toistaa loputtomiin.
Téaten kahden neli6luvun summia ovat tdsmaélleen luku nolla sekd kaikki ne
positiiviset kokonaisluvut, joiden kanonisessa alkutekijahajotelmassa niiden al-

kulukutekijoiden, jotka ovat kongruentteja luvun kolme kanssa modulo nelja,
eksponentit ovat kaikki parillisia.

48. Tarkastelkaamme sité eksponenttia ordsa 5, johon luku viisi kuuluu modu-
lo 2¢. Tadmin eksponentin on oltava luvun ¢(2%) = 2%~! tekiji, eli muotoa 2
jollakin 8 € {2,3,...,a — 1}. Tehtdvin 46 nojalla viisi ei voi olla primitiivinen
juuri modulo 2%, eli 8 < a — 2. Osoitamme, ettd itse asiassa f = o — 2.

Tarkastellaan nyt potenssia 52 Kirjoitetaan 5 = 1422. Induktiolla nihd&sn
helposti, ettd kaikilla v € Z pétee

57 =14+ 2772 (14 20),
jollakin ¢ € Z . Erityisesti siis
52° = 14 28+2,

jollakin parittomalla k € Z. Koska on oltava 2%| (525 — 1), on oltava 8 > a—2.
Yhdistdmalla tdmé aiempiin havaintoihin saadaan 8 = o — 2.

Nyt luvut

5 52, 5° 52071

“ey

ovat %a) pareittain epékongruenttia lukua modulo 2%. Samoin

-1, -5 -5°, -5%, .., -5 1

ovat “’(ga) pareittain epdkongruenttia lukua modulo 2%. Koska edelliset ovat
kaikki = 1 (mod 4) ja jalkimmaéiset = 3 (mod 4), ovat kyseiset luvut yhteensé
©(2%) pareittain epidkongruenttia lukua modulo 2%. Olemme nyt valmiit, lukuu-

n_1

nottamatta merkkis (—1) E , joka on helppo tarkistaa.
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49.a) 4= —(1+4)"
b) Luku 103 on alkuluku, ja koska se on = 3 (mod 4), on se myds Gaussin
alkuluku. Siis kysytty alkutekijdhajotelma on 103 4+ 103 = (1 +4) 103.
c) Osoittautuu, ettd luku 2011 on alkuluku, ja koska se on = 3 (mod 4), on
sen oltava my6s Gaussin alkuluku.
d) Luvun 11 + 23i normi on 112 + 232 = 650 = 2 - 52 - 13. Tekijéin 13 vuoksi
on hyvé kokeilla alkutekijoiksi Gaussin alkulukuja 2 4 3i. Suoralla laskulla
11423
2+ 3
Luku 7 4 ¢ on jaollinen luvulla 1 + i, silla
Ty s,
1+74
Lopuksi, tekijan 52 vuoksi on hyvi kokeilla alkutekijoiksi Gaussin alkulukuja
2 4 i. Osoittautuu, etti 4 — 3i = —i (2 +14)°.
Kysytyksi alkutekijahajotelmaksi saadaan siis

11423 =—i (1+)(2+3)7 (2+30).

=T7+1

50. Lasketaan ensin

11423 11423 7—20 77446+ (161 —22)

TH2% T+2 T—2 53
_ 12341390, 17 . 33
- 53 N 53 53"

Luvuksi x kelpaavat siis korkeintaan luvut 2 + 24, 2 4 3¢, 3 + 2¢ ja 3 + 3.
Lasketaan seuraavaksi:

(7T4+20)(2+2i) =10+ 18 = 11 4 23¢ — (1 + 5i)
(7T+2i)(2+3i) =8+ 25i = 11 4 23i — (3 — 2i),
(T+2i)(3+2i) =17+ 20i = 11 4+ 23i — (—6 + 3i),
(T+20)(3+3i) =154+27i = 11 4+ 23i — (—4 — 4i).
Koska N (14 5i) =26 < 53 = N(742i), N(3—2i) =13 < 53, N(—6 + 3i) =
45 < 53 ja N(—4 — 4i) = 32 < 53, ovat kaikki nelja yhtéloa kelvollisia jakoyh-
taloitd. Siis lukupariksi (k, p) kelpaavat
(24 2i,14+5), (2+3i,3—24), (3+2i,—6+3i), sekd (3+3i,—4—43).
51. Aloitetaan kirjoittamalla jakoyhtalot
114+23i = (24 30)(7T+2i) +3—2¢
T4+2i=(1+2i)(3—2i)—2¢
3—2i=(1+14)(-2)+1

Naista saadaan, etté

3—2i=11+23i— (24 3i)(7T+2i), ja
—20 =T+ 2 — (1+2i)(11 + 23i — (2 + 34)(7 + 20))
= (=34 7i)(7+ 2i) — (1 + 24)(11 + 23i),

ja edelleen, etté

1=11+23i — (24 3i)(7 +2i) — (L +4)((—3 + 7i)(7 + 2i) — (14 24)(11 + 230))
= 3i (11 +23) — (—8 + 7i)(7 + 2i) .
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52. Koska

vyl x4y 1—i xty—(r—y)i

T+i  1+i 1—i 2 ’
on (1+1)| (x + yi) tdsmaélleen silloin, kun 2 | (x £ y), eli tdsmaélleen silloin kun
z =y (mod 2).

53. Annetuista relaatioista jialkimmaéisesta seuraa, ettd 7 | a. Koska m ¢ T,
seuraa jaollisuuksista 7 | a ja 7 | a, ettd Nm = 77 | a.

54. Olkoon p se yksikésitteinen tavallinen alkuluku, jonka 7 jakaa. Jaamme
todistuksen kolmeen eri tapaukseen Gaussin alkulukujen luokittelun mukaan,
eli sen mukaan, onko p = 1, = 2 vai = 3 (mod 4).

Olkoon ensin p = 2 (mod 4). Talléin 7 ~ (1 + 7). Voimme tietysti olettaa,
ettd m = 1 4 ¢. Pita4 siis todistaa, ettd a =1 (mod 1 + ). Jakoyhtdlon nojalla
loytyy luvut &, p € Z[i], joille

a=r(l+1)+p ja Np<2.
Tietysti Np > 0, ja luvun p tiytyy olla yksikko, eli p € {£1, +i}. Nyt
a=-—p (mod1+1),

ja viite seuraa siitd, ettd luvut +1 ja +¢ ovat kaikki keskenddn kongruentteja
modulo 1 + 1.
Olkoon seuraavaksi p =1 (mod 4). Kongruenssi

B+ =p"++" (mod p)

pétee, paitsi tavallisille kokonaisluvuille, my6s mielivaltaisille Gaussin kokonais-
luvuille 8 ja 7. Kirjoitetaan o« = x + yi, missé z,y € Z. Nyt

P =P +iPyP =2 +iy=a (mod p),

missél i” =4 (mod p) koska p =1 (mod 4). Téstd seuraa, etté 7| o (aP~1 — 1),
ja koska 7 [ a, edelleen, etté | (oﬂ”*1 — 1), miké onkin haluttu johtopaatos, silla
Nm =p.
Olkoon lopuksi p = 3 (mod 4). Samassa hengessi kuin aiemmin, voimme
paatella, etta
P =aP +iPyP =z —iy=a (mod p),

missé ¥ = —i (mod p), koska p =3 (mod 4). Nyt

2
oP

o =a (mod p),

eli 7|« (ozpz’l - 1), ja jélleen, koska 7 | o, on oltava 7 | <ozp2’1 - 1), miké, on
haluttu tulos, silli N7 = p2.

55. Annettu yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa
(2 + xi) (2 — xi) = 3.

Téassd vasemman puolen tekijat ovat keskendan yhteistekijattomat. Nimittéin,
jos & € Z[i] jakaa molemmat, niin 6 |4 = — (1+4)", eli luvun 4 tiytyy olla
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yksikolld kertomista vaille Gaussin alkuluvun 1 + i potenssi. Mutta 1 4 4 ei jaa
kumpaakaan luvuista 2 4+ zi, silld 2 #Z = (mod 2). (Vrt. teht. 52.)

Siten 2 4+ xi = e (a + bz’)?’ jollakin yksikolla e ja joillakin a,b € Z. Koska
+1 = (+1)% ja +i = (74)°, voi yksikon e siséllyttéé kuutioon, eli itse asiassa
voimme olettaa, etté

2+ xi = (a+bi)* = a® — 3ab* + (3a%b — b%) i.
Samaistamalla reaaliosat saadaan, etté
a® —3ab® =2, jasiis a€ {+1,+2}.

Jos olisi @ = 1, niin olisi 1 — 3b? = 2, eli 3b*> = 1, miki on mahdotonta.

Jos olisi @ = —1, niin olisi 1 — 30> = —2, eli 30> = 3, eli b = +1. Téssa
tapauksessa olisi siis myts ¢ = 3a2b — b3 = £2, miki ei kiy, silld luvun 2 on
oltava pariton.

Jos a = 2, niin 4 — 3b%2 =1, eli b = +1. Téssé tapauksessa x = 3a?b — b® =
+11, ja edelleen yht#lostd y* = 22 4 4 saadaan y3 = 125 = 53.

Jos olisi @ = —2, niin olisi 4 — 3b%> = —1, eli 3b®> = 5, miké on mahdotonta.

Annetun yhtdlon ainoat ratkaisut ovat tdten x = +11, y = 5.

56. Vasen puoli jakautuu tekijoiden x + ¢ tuloksi. Koska luku x on varmasti
pariton, on nailld tekijoilla yhteisend tekijana 1 4 ¢. Toisaalta, niiden yhteinen
tekiji jakaa luvun 24, eli myds luvun (1 + 7), ja nelid (1 + ) ei voi jakaa kum-
paakaan tekijad koska t&lloin myos luku kaksi jakaisi kyseisen tekijan, mika ei
kdy imaginaariosien +17 takia.

Siis lukujen x + ¢ ainoa yhteinen tekijd on 1 + 4, eli voimme kirjoittaa

z4i=(1+14)(a+bi)?,
misséd a,b € Z. Téssd mahdollisesti esiintyvd on yksikko on jélleen siséllytetty
kuutioon, kuten edellisenkin tehtdvan ratkaisussa.
Imaginaariosat samaistamalla saadaan, etta
1 =a®+3a%b — 3ab® — b* = (a—b)(a2 —|—4ab+b2) .

Siten

ko {a—bzl, tai {a—b:—l,

J a? +dab+ b2 =1, Yo la? +dab+ b2 = —1.

Jalkimmainen yhtélopari johtaa ristiriitaan, silld aina
a® +4ab+b* = (a+2b)> =302 =0 tai 1 (mod 3).
Ensimmaisestd yhtaloparista seuraa, ettd b =a — 1, eli
1=a®+4ab+b* =6a>—6a+1,

eli a> = a, eli @ = 1 tai a = 0. Ensimméisen yhtiloparin ratkaisut ovat siis
<a>b> € {<1’ 0> ’ <0’ _1>}'

Samaistamalla lopuksi ylld mainitussa luvun x + @ lausekkeessa reaaliosat
saadaan

x = a® — 3ab® — 3a*b + b?,

mistd saadaan luvulle x ainoiksi mahdollisiksi arvoiksi £1. N4illa arvoilla saa-
daan kaksi ratkaisua, joille molemmille y = 1.

Ainoat ratkaisut ovat siis x = £1 ja y = 1.
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