Pellin yhtalosta

Ratkaisun olemassaolo

Olkoon m positiivinen kokonaisluku, joka ei ole nelié. Pellin! yht#loé on Diofantoksen

yhtils

2 —my? = 1. (1)

Yhtéalolla on triviaaliratkaisut x = £1, y = 0.
Olkoon ¢ jokin positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan irrationaalilukuja —k/m, k =

1, ..., g+ 1. Jokaiseen tallaiseen lukuun voidaan lisata kokonaisluku xj niin, etta

0<xp —kvym < 1.
Naiden valiin (0, 1) kuuluvan ¢ 4+ 1:n luvun joukossa on laatikkoperiaatteen nojalla aina
ainakin kaksi sellaista, esimerkiksi xp — kv/m ja - — k’y/m, joiden keskinainen etaisyys

1 . ..
on pienempi kuin —. Mutta jos asetetaan x = x — zp ja y = k — K/, niin
q

1
O<|x—y\/ﬁ|<6. (2)

Liséksi |y| < ¢. Siis
2% — my®| = |z — yv/ml|z + yv/m)

1 1/1 3
<6|x—yﬁ+2y\/ﬁ|§6(§+2q\/ﬁ><1+2\/E. )
Jokaista epayhtélon (2) toteuttavaa lukuparia kohden voidaan 16yt&a uusi pari esimerkiksi
valitsemalla uusi ¢ > |z — y/m|. Kokonaislukupareja, jotka toteuttavat epdayhtalon (3) on
siis AdrettOmén monta. Mutta tamé merkitsee, etté jollakin kokonaisluvulla r < 14 2y/m
yhtalolla

> —my?=r

on aarettoman monta kokonaislukuratkaisua.

Nama aarettoman monta lukua omaavat vain aarellisen maaran jakojaannospareja mod r.
On siis luvut x1, x9, missd 1 = x5 mod r, ja yp, Y2, Missd y; = ys mod r, niin, etta

2 2 _ 2 _
i —my; =7rT, Ty — MYy =T,

ja y? # y3. Mutta talldin z1y2 = z2y; mod 7 eli z1y2 — x2y; = y'r, missi y’ on kokonais-
luku, ja

r? = (2 — my?) (a5 — my3) = 2izs + mPyiys — m(ziys + 23y7)
= (z122 — my1y2)? — m(x1y2 — 2ay1)? = (122 — My1y2)? — mriy’>.

1 John Pell (1611-85) oli englantilainen matemaatikko, diplomaatti ja pappi. Ei ole
varmaa tietoa siitd, ettd han olisi mitenkaan ollut tekemisissé Pellin yhtalon kanssa.



2

Nyt on myos luvun z1x2 — my1ys oltava r:11a jaollinen, siis muotoa rz’, x kokonaisluku.
Siis 2’2 — my’? = 1. Pellin yhtalolli on siis jokin kokonaislukuratkaisu. Se, ettd y’ # 0
seuraa yht#loistd 23 — my? = r, 3 — my3 = r; kun niisti eliminoidaan m, saadaan
r3ys — x3y7 = r(ys — y?). Jos olisi y = 0, olisi x1y2 = way1 ja y? = y3, vastoin edelld
tehtyja valintoja.

Ratkaisuja on monta

Olkoon nyt (a, b) jokin yhtélon (1) ratkaisu. Tarkastellaan lukuja
(a+bvm)* = i + ypv/m.

Tassa x, on muotoa <2 ,)ak_23(b\/m)2j olevien termien summa ja y; muotoa

k . .
<2 4 1) a2 (by/m)? T olevien termien summa. TallGin (a — by/m)* = zp — yp/m
J

ja 22 —myi = (zr + yv/m)(@x — yev/m) = (a + bym)k(a — by/m)* = (a®> — mb*)* = 1.
Jokainen pari (xg, yx) on siis yhtalon (1) ratkaisu. Koska a + m+/m # 1, parit (zg, yx)
eivit ole samoja. Pellin yhtalolla (1) on siis Adrettomén monta ratkaisua.

Olkoon erityisesti (a, b) se yhtdlon (1) ratkaisu, jolle a + by/m on positiivinen ja mah-
dollisimman pieni. Kaikki yhtélon (1) ratkaisut ovat silloin lukupareja (£x, +y), missa
z), + yrv/m = (a + by/m)*. Olkoon (x, y), missi z ja y ovat positiivisia, jokin yht#lon (1)
ratkaisu. Silloin jollakin k£ on

(a+bym)* <z +yym < (a+bym)"*!

eli
1< (z+yvm)(a—bym)* =z — myyy + (zey — ypz)Vm < a+by/m. (4

Mutta koska (z +yv/m)(z1 — yev/m)(x —yv/m) (2 + yrv/m) = (22 —my?)(ap —mby,) = 1,
pari (zxr — myyg, yrr — xyx) on yhtdlon (1) ratkaisu. Epéayhtdlon (4) ja a + by/m:n
minimaalisuuden nojalla tdmén ratkaisun on oltava triviaaliratkaisu. Yhtaloparista

T —myry = 1
YT + 2y = 0

ratkaistaan (z2 — my?)y = yi eli y = yi ja © = x. Viite on todistettu.
k Y)Yy =Y Y=Yk

Edella olevia ajatuksia voi lukea myo0s niin etta kahdesta samasta tai eri yhtalon ratkaisusta
(z,y) ja («/,y") voi muodostaa uuden ratkaisun (zz’ + myy’, yz' + zy’), silla (za’ +
myy/)Q _ m(a:y’ +33’y)2 — (1.23:/2 + m2y2y/2 _ m:L'Qy’2 _ mx’2y — (1.2 _ myQ)(x’Q _ my/2> —
1. Lahtema&lld minimiratkaisusta voidaan néin rakentaa jono ratkaisuja (zp, yx); voidaan
osoittaa, etta tassa jonossa ovat kaikki ratkaisut, joissa x ja y ovat positiivisia.



Ratkaisun loytaminen

Pellin yhtélon (1) ratkaisun 16ytdmiseksi voi ldhted tarkastelemaan jonoa m + 1, 4m + 1,
9m + 1, ...; pienin b, jolla mb? + 1 on nelid, antaa minimiratkaisun. Esimerkiksi yhtalon

2?2 -3y =1

minimiratkaisu on (2, 1). Koska (2 4+ v/3)%2 = 7443 ja (2 + V3)® = 26 + 15v/3, ratkai-
suja ovat esimerkiksi (7, 4) ja (26, 15) (ja esimerkiksi (137379191137, 79315912984), joka
saadaan luvusta (2 ++/3)2°). musté riippuen jonoa mk? + 1 joudutaan tutkimaan vlilla
kovin pitkaan.

Toinen ratkaisualgoritmi perustuu ketjumurtolukuihin. Tassa sivuutetaan perustelut.
Kaytetaan lyhennysmerkintaa

lao; a1, az, as, a4, ...] = ag + i
ai +

aq4 + —

Tassa a;:t ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja. Jokainen positiivinen rationaaliluku voidaan
kirjoittaa (Eukleideen algoritmin avulla) paattyvaksi ketjumurtoluvuksi, ja jokainen paat-
tyva ketjumurtoluku on rationaaliluku. Jokainen positiivinen irrationaaliluku A voidaan
kirjoittaa yksikasitteisella tavalla paattyméattomaksi ketjumurtoluvuksi yksinkertaisella al-
goritmilla: ag on A.n kokonaisosa, a; A:n desimaaliosan kdanteisluvun kokonaisosa jne.

Erityisesti jokainen toisen asteen yhtalon irrationaalinen ratkaisu ja siten jokainen irratio-
naaliluku /m tuottaa jaksollisen ketjumurtoluvun. Kun tarkastellaan y/m:n ketjumurto-

lukukehitelmén alkuosaa Ay = [ag; a1, az ..., ax] = Zﬁ, missa pg:lla ja qx:1la ei ole yhteisia

tekijoita, ominaisuuksia, niin paadytaan havaitsemaali ettd yhtélon (1) minimiratkaisu on
(pj, q;), missé j = lh—1, h y/m:m jakson pituus, ja 2] = 3—(—1)". Kaikki ratkaisut saadaan
pareista (pink—1, Qhe—1), k =1, 2, .... Erityisen mukavia ovat luvut m = n? + 1. Talloin
vm = [n;2n, 2n, ...], joten h =1, m = 2 ja j = 1, josta seuraa, ettd minimiratkaisu on
(2n? + 1, 2n). Esimerkiksi yhtélon 22 — 50y = 1 minimiratkaisu on (99, 14). Toisaalta
Pellin yhtalojen ratkaisut saattavat olla melko hankalia. Matematiikan historiassa maini-
taan usein Bhaskaran? yhtilo 22 — 61y? = 1. Luvun /61 ketjumurtokehitelmin jakson
pituus on 11:
V61 =1[7:1,4,3,1,2,2,1,3,4,1, 14, .. .

Minimiratkaisuksi tulee (1766319049, 226153980).

2 Bhaskara IT (1114-85) jatkoi ansiokkaasti Brahmaguptan (598-670) alkuun panemaa
Pellin yhtéloiden tutkimusta Intiassa.
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