Pythagoraan polku 2009

Kilpailussa on 20 tehtdvia. Aikaa tehtdvien ratkaisemiseen on 3 tuntia. Jokainen
palautettu tehtdvéa arvostellaan asteikolla 0-5. Jokaisen tehtdvin ratkaisu on
palautettava omalla arkillaan.

Tehtavat

1.

Sijoitetaan numerosarjan 987654321 numeroiden viliin yhteenlaskumerk-
kejé. Kuinka monella eri tavalla yhteenlaskumerkit voidaan sijoittaa, jotta
summaksi saadaan 997

Tarkastellaan mielivaltaista suorakulmaista kolmiota. Piirretdéan kolmion
ulkopuolelle puoliympyrit C; ja Cs, joiden halkaisijat ovat kolmion katee-
tit. Piirretdéan vield ympyrd C', jonka halkaisija on kolmion hypotenuusa.
Olkoon S tason niiden pisteiden joukko, jotka ovat jommankumman puo-
liympyran C; tai Cy sisilld, mutta ympyrian C ulkopuolella. Laske joukon
S pinta-alan suhde kolmion alaan.

Kaksi kirahvia, A ja B, seisovat savannilla 100 m péa#ssi toisistaan. Ki-
rahvit ndkevét edessidéin akasiapuun, joka on yhtd kaukana kummastakin
kirahvista. Kirahvi A niikee akasiapuun ja kirahvin B 72 asteen kulmassa
toisiinsa néhden. Kirahvin B takana on leijona, joka on yhté kaukana siité
kuin akasiapuu, mutta tdsmaélleen painvastaisessa suunnassa. Néikeeko ki-
rahvi A leijonan, jos se katsoo suoraan kohti kirahvia B ja sen nidkokentté
on 90 astetta leved?

Osoita, etté ei ole olemassa kahta perattiistd positiivista kokonaislukua,
jotka ovat kokonaislukujen parillisia potensseja.

Muurahainen kévelee nupukivikadulla. Kivet ovat puolipalloja ja ne on
asetettu tasamaalle kuusikulmiohilaan mahdollisimman lidhelle toisiaan.
Kivien séde on 5¢m ja niiden vileissd on tasaista. Erddn kiven laelta pis-
teestd A muurahainen havaitsee sokeripalan kolmen kiven vélin keskipis-
teessd B. Miké on lyhin reitti, jota pitkin muurahainen péésee sokeripalan
luo? Mik& on tdmén reitin pituus?
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Olkoon A #éretén kokoelma ympyroiti zy-tasossa. Onko mahdollista, etté
A:n ympyroéiden pinta-alojen summa on dérellinen ja ettéi jokainen tasolle
asetettu suora leikkaa jotain A:n ympyrad?

A ja B lyovit vetoa kolikonheittosarjasta. He sopivat, ettd kolikkoa hei-
tetdan, kunnes lopetusehto toteutuu. Lopetusehdon toteutuessa A voittaa,
mikali voittoehto on voimassa, muutoin B voittaa. Méaaritd lopetus- ja
voittoehto siten, ettd kolikonheitto pédittyy todennikoisyydelld 1 ja etté
A voittaa todenniksisyydelli 7/13. (Oletetaan, ettéi kolikko on reilu eli
ettd sekd kruunan ettéd klaavan todennikoisyys on 1/2.)

Kuinka monella eri tavalla voidaan tavalliselle 8 x 8 -shakkilaudalle asettaa
ratsu ja ldhetti siten, ettd kumpikaan nappuloista ei uhkaa toista?

(Shakkia pelataan 8 x 8 -ruudukolla. Pelinappulan sanotaan uhkaavan tois-
ta, jos ensimméinen nappula voi yhdelld siirrolla liikkua ruutuun, jossa
toinen on. Lahetti voi siirtya mielivaltaisen matkan ruudukossa vinottain.
Ratsu voi siirtyd mihin tahansa ruutuun, johon se péésisi lilkkumalla L-
kirjaimen muotoisesti ensin kaksi ruutua suoraan ja vield yhden ruudun
ensimmaéisti suuntaa vastaan kohtisuoraan.)

Olkoon a € R. Madritd yhtéloiden (a+1)z+(a—1)y = a—1ljaar—y = «
médrittelemien suorien leikkauskulma.

Piirretddan hyperbelille zy = 1 tangentti [y, joka sivuaa hyperbelid en-
simméisen neljinneksen pisteessd P ja jolla on enintddn yksi yhteinen
piste yksikkéympyréin kanssa. Piirretddn yksikkoympyriélle pisteeseen )
tangentti [y siten, etté silld ja hyperbelilld zy = 1 on enintédén yksi yhtei-
nen piste. Suora [; muodostaa yhdesséd x- ja y-akseleiden kanssa kolmion
S1 ja vastaavasti suora ly yhdessi z- ja y-akseleiden kanssa kolmion Ss.
Valitaan P ja () siten, ettid kolmioiden S ja Sy leikkauksen ala on suurin
mahdollinen. Mik& on tdmé suurin ala, ja missd kulmassa suorat [ ja [y
leikkaavat toisensa?

Eriassi koodijarjestelméssé sallittuja koodeja ovat kaikki nollista ja ykkosistéa

koostuvat jonot, jotka alkavat ykkoselld ja joissa ei ole kahta ykkosta
peridkkéin. Kuinka monta enintddn kymmenen merkin pituista sallittua
koodisanaa téssé jarjestelméssid on?

Kutsutaan kokonaislukuviliksi mitd tahansa joukkoa {i,i+1,...,5—1,j},
missé ¢, € N ja ¢ < j. Kokonaislukuvilin pituus on luonnollisesti erotus
j — 4. Masrita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joilla n? siséltyy johon-
kin kokonaislukuvéliin, jonka pituus on 8n ja joka siséltdéd tdsmilleen n
neliclukua.

Todista, etté kaikilla n € N pétee seuraava binomikertoimia koskeva sum-

makaava: .
3 k2t (") = n3""!
k
k=1

Onko olemassa kolmannen asteen polynomia P(z), jolla on tasan kolme
eri reaalijuurta r; < r9 < r3 ja jonka derivaatalla pétee

P’ (“ ;”2> — P (Tz;rr?’) — 07
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Olkoon p alkuluku. Todista, ettd polynomi z* — px + p on jaoton koko-
naislukukertoimisten polynomien joukossa, eli etté sité ei voi jakaa kahden
kokonaislukukertoimisen polynomin tuloksi.

n _x

_ e
I,=¢e" —dx

1 x

kaikilla n € N, n > 2. Osoita, ettd on olemassa vakio C' > 0, jolla pétee

Olkoon

I, < g kaikilla n > 2.
n
Olkoon (a,)$2 ; jono reaalilukuja, jolla a; =1 ja

34nt174n — 1 4 kaikilla n € N.

n —
Maééarita pienin n > 1, jolla a, on kokonaisluku.

Tarkastellaan positiivisten kokonaislukujen osituksia eli esityksié toisten
positiivisten kokonaislukujen summina. Ositukset ovat samoja, jos niissé
esiintyvét yhteenlaskettavat eli osat ovat samat; osien jarjestykselld ei siis
ole vilia. Listataan esimerkkin& luvun 5 kaikki eri ositukset:

5 = b

= 441

= 342

= 3+1+1

= 24+2+1

= 24+1+1+4+1

1+14+14+1+4+1

Mééritellidn Pg(n) luvun n niiden ositusten lukumédriiksi, joiden jokai-
nen osa on pienempi tai yhtdsuuri kun k. Olkoon P¥(n) luvun n niiden
ositusten lukumédrs, joissa on enintdén k osaa. Esimerkistd havaitaan,

ettd P(5) = P*(5) pitee kaikilla mahdollisilla k:n arvoilla. Todista, ett
tdmé pétee yleisesti, ts. etté

P.(n) = P*(n) kaikilla n,k €N, k& <n.
Olkoon M > 0 mielivaltainen ja f : [0,2] — R jatkuva funktio, jolla

pitee |f(z)] < M kaikilla z € [0,2]. Méadritellddn funktiojono (f,)32,
rekursiivisesti asettamalla f; = f ja

fusa(z) = / Cfatydt

kaikilla n > 1 ja x € [0, 2]. Osoita, ettéi

lim f,(z) =0 kaikilla z € [0,2].
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20. Olkoon ¢(n) yhtélon
2+ =n

sellaisten ratkaisuparien (x,y) lukumiiri, missi x ja y ovat positiivisia
kokonaislukuja. (Merkinté (x,y) viittaa jirjestettyyn pariin, eli (z,y) ja
(y,x) ovat eri ratkaisut, jos x # y.) Osoita, etti

q1) +4@)+---+4q(n)

. m
lim = —.
n—o0 n 4




