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1. Eriis tunnettu avoin ongelma matematiikassa on seuraavien operaatioiden toiminta, kun niita
toistetaan perdkkain:

e Jos luku on parillinen, se jaetaan kahdella.
e Jos luku on pariton, niin se kerrotaan kolmella ja siihen lisdtédin yksi.

Viite on, etta riippumatta siitd, mistd positiivisesta kokonaisluvusta aloitetaan, aina paddytain
lukuun 1. Esimerkiksi luvusta 4 paddytdan lukuun 1 jakamalla se ensin luvulla 2, jolloin saadaan
luku 2. Sitten kaksi jaetaan kahdella ja saadaan luku 1.

Yleinen tapaus on kuitenkin vield avoin ongelma eli ei osata perustella, etta kaikista positiivi-
sista kokonaisluvuista pdadytdan aina lopulta lukuun 1.

(a) Toista ylldolevia operaatioita lihtien liikkeelle luvusta 5, kunnes paédyt lukuun 1.

(b) Toista ylldolevia operaatioita lahtien liikkeelle luvusta 7, kunnes paédyt lukuun 1.

(c) Toista ylldolevia operaatioita lahtien liikkeelle luvusta 100, kunnes paadyt lukuun 1.
Ratkaisu. Merkitdan yhtd operaatiota nuolella —. Y14 olevien sédéntéjen mukaan saadaan

(a) 5-16-8—->4->2->1,

(b) 7-22-511-34-17-52->26-13-40-20-10-5->16—->8->4—->2—->1ja

(¢) 100 >50—>25—->76 >38 >19—>58—>29 >88 >44 52211 >34 17—-52—>26—> 13 >
40-20-10->5->16->8—->4—->2—>1.

2.

(a) Suorakulmion piiri on 10. Muodostetaan uusi suorakulmio, joka saadaan, kun edellisen suo-
rakulmion kaikki sivut venytetddn kaksinkertaisiksi. Mikd on muodostuneen suorakulmion
piiri?

(b) Miké on suurin médira leikkauspisteitd, joka ympyrilld ja kolmiolla voi olla?
Ratkaisu.

(a) Vastaus: Uuden suorakulmion piiri on 20.

Suorakulmion piiri saadaan, kun sen sivujen pituudet lasketaan yhteen. Kun sivujen pituudet
kaksinkertaistetaan, kukin sivu tulee lasketuksi kahdesti. N&in ollen uuden suorakulmion piiri
on 2-10 = 20.

(b) Vastaus: Suurin méiira leikkauspisteitd on kuusi.

Kolmio muodostuu kolmesta janasta, joista kukin voi leikata ympyraé korkeintaan kaksi
kertaa. Kysyttyjé leikkauspisteité on siis enintdén kuusi. Liséksi, kuten kuvasta nékyy, kuusi
leikkauspistettd on mahdollinen maara.



3. Tehtiviisi on tayttad oheinen 6 x 6-ruudukko. Kaytossasi on tarpeellinen maéra yhden ruudun
kokoisia laattoja sekd kahden ruudun kokoisia (domino)laattoja. Dominolaatan voi asettaa joko
pystysuoraan tai vaakasuoraan. Tayttdminen on tehtévé seuraavien sadntojen mukaisesti.

e Laatat eivdt saa olla paillekkiin eivatkad tursuta yli ruudukon reunojen.

e On kiellettyéd asettaa kahta yhden ruudun kokoista laattaa niin, ettd niilld olisi yhteinen
reuna.

e Pystysuora domino ja vaakasuora domino saavat koskettaa toisiaan ainoastaan ruudukon
sisdlle piirrettyd mustaa rajaviivaa pitkin.

e Jokaisen téllaisen rajaviivan toisella puolella on oltava pystysuora domino ja toisella puolella
vaakasuora dominolaatta.

e Sitd vastoin ei ole mitdéan rajoituksia siitd, miten kaksi samaan suuntaan asetettua domino-
laattaa voivat koskettaa toisiaan, eiké siitd, miten dominolaatat ja yhden ruudun kokoiset
laatat voivat koskettaa toisiaan.

Etsi ainakin yksi sddntojen mukainen tapa tayttda ruudukko. Voit esimerkiksi piirtda ruudukkoon
dominolaatan paikalla kahta vierekkiista ruutua yhdistavén viivan, ja yhden ruudun kokoisen laa-
tan paikalla vaikka pisteen. Kopioi tarvittaessa ruudukko vastauspaperille, jos joudut aloittamaan
alusta useita kertoja.

Téssa tehtéavassa riittad siis poikkeuksellisesti vain vastaus.

Ratkaisu. Alkuun pédsee, kun huomaa, ettd annetut rajaviivat ovat yhden askeleen padsse ruu-
dukon ulkoreunasta. Niin ollen rajaviivan ja ruudukon reunan vélissd on pakko olla pystysuora
domino, ja sdédnnon 4 nojalla niiden toisella puolella siten vaakasuora domino (ks. kuva 1).

Pystytdan siis sijoittamaan oheisen kuvan mukaisesti kuusi dominolaattaa. Jatkoa varten teh-
dasan havainto, etta kuvan tyhjilla renkailla merkityt ruudut ovat seké pystysuoran etta vaakasuo-
ran dominolaatan naapurissa. Néin ollen niihin kumpaankin on tultava 1 x 1-laatta. Tayttotehtéava
on edennyt alla olevan kuvan 2 mukaiseksi.

Tallé kertaa huomataan, ettéd renkailla merkityt ruudut ovat seké 1 x 1-laatan etté vaakasuoran
dominolaatan naapurissa. Sddntdjen mukaan niiden on kaikkien kuuluttava vaakasuoriin dominoi-
hin. Lisdksi alhaalta lukien kolmannelle riville tulevat vaakasuorien laatat eivit voi jatkua ruudu-
kon reunaan, koska siellé ne joutuisivat kosketuksiin pystysuoran dominon kanssa ilman rajaviivan
suojelua. Kyseisiin reunaruutuihin on néin ollen sijoitettava 1 x 1-laatta, ja tehtdvd on edennyt
kuvan 3 n&koiseksi.

Jo alussa tiedettiin, ettd neljannelld rivilld olevien rajaviivojen ja ruudukon reunojen valilla
on pystysuora domino, mutta silloin ei vield tidetty, jatkuvatko ne ylos- ja alaspéin. Nyt voidaan
paatella, ettd sddntéen mukaan kummankin pystysuoran dominon on oltava alhaalta lukien riveilla
nelja ja viisi. Kuten tehtdvén alussa, ndiden pystysuorien dominojen sijoittaminen paikoilleen luo



Kuva 1: Ruudukko ensimméisten pééttelyiden jélkeen.

Kuva 2: Ruudukkoon on lisédtty 1 x 1-laattoja.

viidennelle rivilla 2 ruutua, jotka ovat sekd pystysuoran ettd vaakasuoran dominon naapureina.
Mainittuihin ruutuihin on siis tultava 1x1-laatta. Samoja periaatteita noudattaen tehtéava ratkeaa,
ja ratkaisu on kuvan 4 mukainen.

4. Luokassa on 5 oppilasta. Oppilaiden tehtdvéni on asettua jonoon pituusjirjestykseen lyhim-
masta pisimpéadn kiyttden vain tietoa, ettd oppilaista Heikki on pidempi kuin Heli ja Maarit pi-
dempi kuin Matti. Muuten jirjestdytyminen tapahtuu téysin satunnaisesti silla oletuksella, ettd
tdysin samanlaista jonoa ei muodosteta kahta kertaa. Kauanko jirjestdytymiseen on varattava ai-
kaa, jotta pituusjirjestys varmasti 16ydetdan, kun uuden jonon muodostamiseen kuluu jokaisella
kerralla aikaa 3 sekuntia?

Ratkaisu. Vastaus: Aikaa on varattava 90 sekuntia.

Lasketaan mahdollisten jonojen lukuméiérd ja sitten, kuinka paljon niiden muodostaminen
kestad. Kaytetddn apuna tietoja, ettd Heli tai Matti ei voi olla viimeisend, eikd Heikki tai Maarit
ensimmaéisené. Muistetaan my0s vaatimukset oppilaiden keskinéisista pituusjirjestyksista.

Tapa 1: Kéaydaan ldapi kaikki tapaukset eli, ettd Heli on ensimmaisend, toisena, kolmantena
tai neljantené.



Kuva 3: Ruudukkoon on lisétty 1 x 1- ja dominolaattoja.

Kuva 4: Tehtévan ratkaisu.

Jos Heli on jonon ensimmadisend, niin Heikki voi olla toisena, kolmantena, neljantend tai vii-
dentend. Jos Heikki on toisena, niin Matti voi olla kolmantena tai neljantend. Ensimmaéisessé
tapauksessa Maaritille on kaksi paikkavaihtoehtoa, toisessa yksi. Téstéa saadaan siis 2 + 1 = 3 eri-
laista jonoa. Jos taas Heikki on kolmantena, voi Matti olla toisena tai neljintenéd. Jos Matti on
toisena, on Maaritille kaksi paikkavaihtoehtoa. Jos Matti on neljanten&, on Maaritille yksi paikka-
vaihtoehto, eli yhteensa 3 jonoa. Jos Heikki on neljantend, on Matti toinen tai kolmas. Maaritille
on ensimmaéisessd tapauksessa kaksi, toisessa yksi paikka. Yhteensd 3 jonoa. Jos Heikki on vii-
dentend, on Matti toinen tai kolmas. Ensimmaéisessé tapauksessa Maaritilla on kaksi mahdollista
paikkaa, toisessa 1. Yhteensd on saatu 12 jonoa, joissa Heli on ensimméisené.

Vastaavasti voidaan kdyda lapi tapaukset, joissa Matti on ensimmaisenéd. Ndin saadaan myos
12 jonoa.

Siirrytddn tapaukseen, jossa kumpikaan, Matti tai Heli ei ole ensimmaéisend. Koska Maarit tai
Heikki ei my6skadn voi olla ensimméisend, on viides lapsi ensimmaéisené. Jos toisena on Heli, voi
Matti olla kolmas tai neljas. Jos Matti on kolmas, voivat Heikki ja Maarit sijoittua viimeisille
kahdelle paikalle miten tahansa. Vaihtoehtoja on kaksi. Jos Matti on neljds, on Maarit viides ja
Heikki kolmas. Téssé on siis vain yksi vaihtoehto. Yhteensd saadaan kolme vaihtoehtoa, kun Heli
on toinen. Vastaavasti kdyddéan tapaus, jossa Matti on toinen. Siitd tulee my6s kolme vaihtoehtoa.



Muita kelvollisia jonoja ei ole. Yhteensa saadaan siis 12 + 12 + 3 + 3+ = 30 vaihtoehtoa ja aikaa
kuluu 30 -3 = 90 sekuntia.

Tapa 2: Asetetaan ensin Heli ja Heikki vierekkdin. Asetetaan tdmén jalkeen Maarit jonoon.
Hénelld on kolme mahdollista paikkaa: Helin ja Heikin vélissd, ennen kumpaakin tai kummankin
jalkeen. Jos Maarit on ensimméisend, voi Matti olla vain hdntd ennen: 1 paikka. Jos Maarit on
Helin ja Heikin vilissd, on Matilla 2 paikkaa (ennen Helié tai Helin jilkeen). Jos Maarit on Heikin
jalkeen, on Matilla 3 paikkaa (ennen Helid, Helin jélkeen tai Heikin jdlkeen). Yhteensi siis 6 jonoa.
Jonossa on nyt 4 lasta. Viides lapsi voi menné mihin tahansa paikkaan jonossa eli hénelle on 5
mahdollista paikkaa.

Yhteensé siis vaihtoehtoja on 65 = 30 eli aikaa kuluu 90 sekuntia.

Tapa 3: Ajatellaan jonoa merkkijonona 12345. Valitaan ensin kaksi lukua, jotka kuvaavat
Heikin ja Helin paikkoja jonossa; pienempi luku vastaa Helin paikkaa ja suurempi Heikin. Koska
luku 1 voi olla pienin valituista kahdesta luvusta neljdssa tapauksessa, luku 2 kolmessa jne. niin
luvuista 1,2, 3,4,5 voidaan valita kaksi 4 +3 + 2+ 1 = 10 eri tavalla.

Nyt jaljelld on kolme paikkaa. Néaisté kaksi kuuluvat Maaritille ja Matille sekd yksi viidennelle
oppilaalle. Kun viidennen oppilaan paikka on valittu, méaraytyvit Maaritin ja Matin paikat au-
tomaattisesti. Kolmesta paikasta voidaan valita yksi kolmella eri tavalla. Siispad Maarit, Matti ja
viimeinen oppilas voivat asettua jéljelle oleville paikoille kolmella eri tavalla.

Yhteensé eri tapoja on siis 10 -3 = 30. Aikaa kuluu siis 3 - 30 = 90 sekuntia.

5. Alla olevassa allekkainlaskussa a, b ja ¢ ovat numeroita O:sta 9:84n. Etsi kaikki mahdolliset
allekkainlaskun toteuttavat lukukolmikot a, b ja c.
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Ratkaisu. Vastaus: On a=7,b=8 jac=".

Vasemmanpuoleisimman sarakkeen mukaan on b+ d = a, missé d on keskimméisen sarakkeen
generoima muistinumero. Numeron d on oltava korkeintaan yksi, silld jotta se olisi vahintdan
kaksi, olisi luvun a + d + f, missd f on luvun ¢+ b+ a generoima muistinumero, oltava vahintaan
20. Koska a+b < 9+9 =18, niin on olisi oltava f = 2. Tamé kuitenkin tarkoittaisi, ettd a=b=9 ja
oikeanpuoleisimman sarakkeen perusteella ¢ = 4. Mutta tdmaé on ristiriita, silld nyt keskimma&isessa
sarakkeessa pitéisi olla samanaikaisesti ¢ = 0 ja ¢ = 4. Siis on oltava d < 1.

Nyt numeron d arvosta riippuen b = a tai b = a + 1. Tutkimalla eri luvun a arvoja saadaan
luvun b arvoiksi alla olevan taulukon mukaiset luvut. Liséksi keskimmaisen sarakkeen mukaan

a0 1
b0 1

2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 6 7 8 9 9

c=b+a+e-10d, missé e on oikeanpuolimmaisen sarakkeen generoima muistinumero. Tutkimalla
eri luvun a arvoja (ja niidstd johdettuja luvun b arvoja) saadaan luvun ¢ arvoiksi alla olevan
taulukon mukaiset luvut.
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Tutkimalla luvun ¢ + b + a viimeistd numeroa havaitaan, ettd se on 2 tdsmaélleen silloin, kun
a=7,b=8jac="T.



