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24.5.2021
RATKAISUITA

1.
1,11
(a) Laske 3 + 5 32

(b) Saat kuukauden kesityostd 700 euroa palkkaa. Siitd menee 1% veroihin ja muihin lakisdéteisiin
maksuihin. Jéljelle jadvista osuudesta laitat valintasi mukaan 50% — 90% sdéstoon. Loput rahat
kulutat joihinkin alla olevista kohteista. (Samaa tuotetta voi ostaa useammankin kappaleen, jos se
sopii budjettiin.)
Miten kdytat rahat? Huomaa, etté ratkaisusta on myds kiytéavé ilmi, miksi rahojen kiytto toteuttaa
halutut ehdot. Riittéd4, ettd 16ydat yhden mahdollisen ratkaisun.

Jadtelo | T-paita | Elokuvalippu | Farkut | Kénnykks | Tabletti | Tietokone | Skootteri
3e 12e 15e 40e 180e 190e 400e 1800e

Ratkaisu.

(a) Vastaus: 0

Laventamalla kaikkien nimittéjiksi kuusi saadaan

(b) Vastaus: Rahat voi kiiyttia esimerkiksi uuden kinnykin tai tabletin ostoon. Tai vaikka
neljin elokuvalipun ja neljan jadtelon ostoon.

Kun palkasta on maksettu 1% veroja yms. maksuja, niin siitd on jiljella
700e — 0,01 - 700e = 700e — 7e = 693e.

Kun osa rahoista on laitettu sddstoon, jaa kulutukseen 10% — 50% eli vahintdén 0,1 - 693e = 69,3e
ja enintdan 0,5 -693e = 346,5e. Siispd mikd tahansa euromddré talta vililtd kdy kunhan vain laittaa
aluksi riittavésti rahaa sadstoon.

Rahat voidaan kiyttdad usealla eri tavalla. Esimerkiksi pelkdn uuden kidnnykéan, tai tabletin osto
toteuttaa halutut ehdot. Kénnykin tapauksessa nimittdin 513 euroa, eli 513¢/693e ~ 74% rahoista,
laitetaan sédstoon ja 180 euroa kiytetdan. Tabletin osalta taas sddstoon laitetaan aluksi 503 euroa
ja kiytetddn 190 euroa. Tai esimerkiksi nelja elokuvalippua ja neljé jaateloa tekevit yhteensa 4-15e +
3-4e = T2e eli on halutulla valilla.

2. Kahdeksalla kaveruksella on kullakin jokin méara tikkareita ja he istuvat rivissé kaiteella. Osa heisti on
matematiikkakerholaisia. Koska osalla kaveruksista on paljon enemmén tikkareita kuin toisilla, he sopivat,
ettd jokainen antaa yhden tikkarin jokaiselle rivissé oikealla puolella olevalle kaverilleen. Kun néin on tehty,
matematiikkakerholaiset huomaavat, ettd heidén tikkareidensa kokonaismé&drd on kasvanut viidellatoista.
Pystytdanko niilld tiedoilla paétteleméddn, kuinka moni kaveruksista on matematiikkakerholaisia?

Ratkaisu. Vastaus: Ei pystyti padatteleméan, kuinka moni kaveruksista on matematiikkaker-
holaisia.

Rivin oikeanpuoleisessa reunassa istuva kaveri sai 7 tikkaria, yhden kaikilta muilta kavereilta. Hanesta
vasemmalla istuva sai 6 tikkaria, hdnen vasemmalla puolellaan oleva 5 ja niin edelleen. Oikealta vasemmalle
kaverukset saisivat siis 7,6, 5,4, 3,2, 1,0 tikkaria. He antoivat pois 0,1, 2, ..., 7 tikkaria. Oikealta vasemmalle
tikkareiden méaérien muutokset olivat siis 7-0=7,6-1=5,5-2=3,4-3=1,3-4=-1,2-5= -3,
1-6=-5ja0-7=-7. Tdssd negatiivinen etumerkki tarkoittaa, ettd tikkareita on annettu jokin ma&ra
pois.

Jos rivin oikean reunan kolme reunimmaista kiyvit matematiikkakerhossa, niin he saivat vaihdossa
kaikkiaan 3 + 5 + 7 = 15 tikkaria liséé. Toisaalta, jos rivin oikeassa reunassa viisi kaveria ovat matematiik-
kakerholaisia, niin he saavat -1+ 1+ 3+ 5+ 7 = 15 tikkaria lisdé. Annettujen tietojen perusteella ei pystyté
kumpaakaan vaihtoehtoa sulkemaan pois, joten padtelmaéa ei voi tehda.



3. Kuinka monta sellaista kolminumeroista kokonaislukua on, jotka saadaan neljén perdkkaisen positiivi-
sen kokonaisluvun summana? Esimerkiksi 206 = 50 + 51 + 52 + 53 on yksi téllainen luku.

Ratkaisu. Vastaus: Kysyttyja lukuja on 225.

Tapa 1: Kysytyt luvut ovat vihintddn sata ja enintddn 999. Huomataan, ettd 100/4 = 25 ja 1000/4 =
250. Néin ollen pienimmassé luvussa summassa esiintyvét luvut ovat kooltaan noin 25 kokoisia ja suurim-
massa luvussa summamuodossa esiintyvét kooltaan noin 250.

Huomataan, etta

23+24+25+26=98<100 ja 24+25+26+27=102.

Siis luku 102 on pienin haluttua muotoa oleva luku. Samoin huomataan, etta
248 +249 + 250 + 251 =998 ja 249 + 250 + 251 + 252 = 1002 > 1000.

Téaten 998 on suurin halutuista luvuista.

Edelleen huomataan, ettd kysytyt luvut esiintyvét neljan vélein. Nimittédin, aina seuraavaksi suurin
luku saadaan, kun neljasta perdkkiisestd luvusta pieninta kasvatetaan yhdella. T&ll6in my6s kaikki muut
kasvavat yhdelld ja ndin ollen summa kasvaa neljélla. Siis kysyttyja lukuja on %4102 +1=225.

Tapa 2: Neljidn perdkkiisen positiivisen kokonaisluvun summa on muotoa

n+(n+1)+(n+2)+(n+3)=4n+6,

missé n on positiivinen kokonaisluku. Tutkitaan ensin, kuinka suuri tai pieni luvun n on oltava, jotta luku
4n + 6 on kolminumeroinen.

Luvun 4n + 6 on oltava vahintdén sata ja enintdan 1000. Ensimmaéisestd ehdosta saadaan 4n + 6 > 100
eli n > 23,5. Koska n on kokonaisluku, niin on padettiva n > 24. Jalkimmaisestd ehdosta taas saadaan
4n + 6 <999 eli n < 248,25. Taas, koska n on kokonaisluku, niin se voi olla korkeintaan 248.

Koska n voi saada 248 — 24 + 1 = 225 eri arvoa, niin kysyttyjd lukuja on 225.

4. Digitaalinen kello néyttda kellonajan minuutin tarkkuudella. Esimerkiksi aika 13:01 tarkoittaa, ettd
kello on minuutin yli yksi iltapéivélla. Kello on kuitenkin rikki ja se ndyttaé aina numeron 2 sijasta numeron
4.

(a) Mité kello on, kun kello néyttad 41:137 Enta 44:417
(b) Kuinka suuren osan vuorokaudesta kello niyttad vidran ajan?
Ratkaisu.

(a) Vastaus: Ensimmaéisessi tapauksessa kello on 21:13 ja toisessa 22:41 tai 22:21.

On muistettava, ettd numero 4 voi numeron 2 lisiksi tarkoittaa myds numeroa 4. Ensimméaisessé
tapauksessa kello on 21:13, silld mikddn vuorokauden kaksinumeroinen tunti ei ala numerolla 4.
Vastaavasti toisessa tapauksessa ensimméinen numero on 2. Samoin toisen numeron on oltava 2,
silld vuorokaudessa on vain 24 tuntia. Kymmenid merkitsevit minuutit voivat kuitenkin olla 4 tai 2.
Siispé jalkimmaisessa tapauksessa kello on 22:41 tai 22:21.

(b) Vastaus: Kello niyttdd viirdn ajan 7/16 osan vuorokaudesta. (Toinen tapa ilmaista
vastaus on esim. 43,75%).

Kello néyttad tdsmélleen silloin vadran ajan, kun siind pitéisi esiintyd numero kaksi. Tuntien paikalla
valilld 0 — 9 yhdessd luvussa on numero kaksi, samoin vililld 10 — 19 ja valillda 20 — 23 neljéssa.
Yhteensd siis kuuden tunnin kohdalla aika on kokonaan vd#rin. Minuuttien kohdalla taas vileilla
0-9,10-19,30 - 39,40 — 49, 50 — 59 kussakin esiintyy kerran numero 2 eli yhteensa viiden minuutin
kohdalla. Lisaksi kymmenen minuutin ajan 20 — 29 aika on kokonaan véérin. Jos siis tunnit eivéit ole
vadrin, niin silti kellonaika on 5 + 10 = 15 minuutin osalta védrin tunnissa.

Koska aika on vadrin, kun tunnit tai minuutit ovat vdarin, niin yhteensa aika on véarin
6-60+(24-6)-15=360+ 1815 =360+ 270 = 630

minuutin ajan vuorokaudessa. Yhteensd vuorokaudessa on 24 - 60 = 1440 minuuttia. Vaarien kello-
naikojen osuus on siis

630 7
2= - = _43,75%.
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5. Kaytossd on seitsemédn kolmiota, joista kaikkien kaikki sivut ovat yhtd pitkiéd ja kaikki kulmat yhta
suuria. Néaistéd seitsemasta kolmiosta muodostetaan kuvio seuraavasti:

e Ensin laitetaan yksi kolmio.

e Sitten lisdtddn loput kolmiot yksitellen niin, etté lisdttavilla kolmiolla on aina ainakin yksi yhteinen
sivu jo kuviossa olevan kolmion kanssa. Mitaén kahta kolmiota ei laiteta kokonaan paillekkain.

e Kuvio on valmis, kun kaikki seitsemén kolmiota ovat kuviossa.

Kuvion ulkoreuna muodostaa monikulmion, jolla on jokin mééaré kirkia. Alla on esimerkkejé eri tilanteista,
yksinkertaisuuden vuoksi tosin neljalla kolmiolla seitsemén sijaan.
Kuinka monta kérked téssé seitsemén kolmion muodostamassa monikulmiossa voi olla?

Esimerkkeja neljdlla pikkukolmiolla seitseman sijasta

N,

Neljan pikkukolmion Neljén pikkukolmion
muodostama monikulmio, muodostama monikulmio,
jossa on kolme karkea. jossa on nelji kdrkeda.

Ei sallittu tilanne,
silld alinta kolmiota
ei ole voitu lisata.

VAVAVANEENRWAVARVAV

Ei sallittu tilanne, silla oikealla Ei sallittu tilanne, silla
olevaa kolmiota ei ole saannén vasen ja oikea kuvio
mukaan voitu lisata. eivat ole kiinni toisissaan.

Ratkaisu. Vastaus: Monikulmiossa voi olla 4,5,6,7,8 tai 9 kirkea.

Huomataan aluksi, ettd koska kolmion kulmien summa on 180° ja pikkukolmioissa kulmat ovat yhté
suuret, niin yksi niiden kulma on 180° = 60°. Erityisesti, kolme kulmaa muodostavat oikokulman. Liséksi
havaitaan, etté koska aina uusi kolmio lisdtdan kuvioon niin, ettd silld on yhteinen sivu jo jonkin kuviossa
olevan kolmion kanssa, niin muodostuva kuvio on yksi yhtenédinen kuvio.

Todetaan nyt, ettd 4,5,6,7,8 ja 9 kirked ovat mahdollisia. Tama ndhdaédn alla olevassa kuvassa, jossa
kolmiot on aseteltu erilaisten monikulmioiden muotoon. Ne on muodostettu niin, ettd ensin on lisdtty
vaakatasossa olevat palat vasemmalta oikealle. Sitten on lisdtty loput palat niin, ettd ensin lisétdéan l[&hinna
vaakatasoa olevat palat vasemmalta oikealle ja sitten niitd seuraavat palat.

Nelja karkea Viisi karkea Kuusi karkea

N Y )
L

Seitseman karkea Kahdeksan karkea Yhdeksin karkea

On viel4 todettava, etteivit muut kirkien méaarat ole mahdollisia.
Huomataan ensin, ettei monikulmiossa voi olla alle kolmea kérked, silld silloin se ei olisi monikulmio.



Todetaan seuraavaksi, ettei seitsemésté pikkukolmioista voi muodostaa suurta kolmen kérjen monikul-
miota. Jos tdma olisi mahdollista, niin kappale olisi kolmio ja sen kolmion kulmien summa on 180°. Koska
pikkukolmioiden kaikki kulmat ovat 60°, niin mink& tahansa muodostuvan monikulmion kulmien on olta-
va jaollisia luvulla 60°. Ainoa mahdollisuus siis on, ettd muodostuvassa suuressa kolmiossa kaikki kulmat
ovat 60° ja se on tasasivuinen. Kérki muodostuu tdsmaélleen yhdesta pikkukolmiosta, seuraavaksi on 3 pik-
kukolmiota, sitten 5 ja niin edelleen. Yhteensé tissé kolmiossa on oltava seitsemén pikkukolmiota. Mutta
on1+3=4<T7jal+3+5=9>7. Eisiis ole mahdollista muodostaa téllaista seitseman pikkukolmion
rakennelmaa, jossa olisi vain kolme karkea.

Liian vdhdn Liian monta
pikkukolmioita pikkukolmiota

On siis endé perusteltava, ettei yli yhdeksén kirked ole mahdollista. Huomataan ensin, ettd monikul-
miossa on yhtd monta sivua kuin kérked. Nimittdin yksi sivu on aina kahden kérjen valissd ja kun kierretdan
monikulmio ympéri, niin aina kérjen jélkeen tulee yksi sivu, jolloin koko kierroksen jélkeen on tullut yh-
td monta sivua kuin kérked. Muodostuvan ison monikulmion sivu voi koostua yhdestéd tai useammasta
pikkukolmion sivusta. Tutkitaan, kuinka monta sivua isolla monikulmiolla voi enintaén olla.

Lasketaan ensin, kuinka monta pikkukolmion sivua voi olla ison monikulmion sivuilla. Nimittain yksi
monikulmion sivu koostuu aina yhdesté tai useammasta pikkukolmion sivusta, joten isolla monikulmiolla
on enintddn niin monta sivua kuin pikkukolmioiden sivuja on monikulmion sivuilla. Alkutilanteessa on
yksi pikkukolmio. Silld on kolme sivua, joista kukin on monikulmion (t&ssé siis vain yksi pikkukolmio)
sivulla. Joka kerta, kun lisdtédan yksi pikkukolmio, niin sill& on ainakin yksi yhteinen sivu jonkin aiemman
pikkukolmion kanssa. Tamén sivun on tdytynyt olla monikulmion sivu tai sivun osa, silla kaikki pikku-
kolmioiden sivut, joita ei reunusta jokin toinen pikkukolmio, ovat ison monikulmion sivuja tai sivun osia.
Tamaé sivu ei enédé ole ison monikulmion sivu tai sivun osa, kun uusi kolmio on lisdtty. Koska pikkukolmio
tuo enintdén kaksi uutta sivua lisdé (ne sivut, jotka eiviit ole minkééin aiemman kolmion kanssa yhteisi),
niin joka askeleessa niiden pikkukolmioiden sivujen lukumééré, jotka ovat monikulmion sivuja tai niiden
osia, kasvaa enintdéan yhdelld. Koska askelia otetaan kuusi ja aluksi oli kolme sivua, niin monikulmion si-
vuilla olevia pikkukolmioiden sivuja on enintdén 3+6 = 9. Néin ollen monikulmiossa on enintdén yhdeksan
sivua ja téten enintdén yhdeksan kérkea.

Punaisella oleva jana
ei ole enda suuren
monikulmion sivu.

Yhden
pikkukolmion lisays

Alkutila

On siis todettu, ettd 4,5,6,7,8 ja 9 kirked ovat mahdollisia, kolme tai alle ei, eikd mydskddn yli yhdek-
san. Tama tuottaakin vastauksen haluttuun kysymykseen.



