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Huom! Tiéstéldhin alamme kiinnittdd huomiota myos vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta my0s siité, jos kirjoitatte vastaukset epéaselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

e Piittelyaskeleet on perusteltava jarkevélla tarkkudella, eiké liian pitkid intuitiohyppyjéd saa tehda.
Sitd, mikéd on "liian pitka intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea maéritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitka:

Nyt x1, . .., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 <4 < j < 40,
joille Ty = Tj-

Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt z1,..., x40 on jono sdannollisen 20-tahokkaan P sdrmié. Koska sdannolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = x;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd nédette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Téhén kan-
nattaa pyrkia. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyviksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkdn ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtéaloité, jos tehtava sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma késialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyvda matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivét ole ymmértaneet
hienoja ideoitasi.

Helpompia tehtavia

1. Olkoon a, b positiivisia reaalilukuja. Osoita, etti

a’® + b > gab.
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tehtivian ratkaisu: Epayhtdlo voidaan muokata yhtédpitdvadn muotoon
2 3 2
a® — —ab+ b > 0.
2
Toisaalta tdmé epédyhtélo on tosi, koska

az_galH—bQ2a2—2ab+52=(a—b)220-

2. Iso kuutio koostuu 3 x 3 x 3 ldpindkyméttoméasta pikkukuutiosta. Isosta kuutiosta poistetaan pikkukuu-
tioita niin, ettéd seuraava pétee jokaiselle ison kuution tahkolle: Kun tahkon keskimmaéista pikkunelioté katso-
taan, siitd ndkyy ison kuution ldpi. Pikkukuutioita poistetaan pienin mahdollinen mééré, jolla edellamainittu
onnistuu.

Kuinka monta pikkukuutiota isoon kuutioon jaa?

tehtivin ratkaisu:

Poistettavia pikkukuutioita ovat tahkojen keskikuutiot ja koko ison kuution keskikuutio. Koska kuutiossa
on 6 tahkoa, poistettavia pikkukuutioita on 7.

Jaljelle siis jad 3 -3 -3 — 7 =27 — 7 = 20 pikkukuutiota.

3. Olkoon x1,...,xg kokonaislukuja, ;1 = 1, x5 = —1, z; = 0 muuten. On kolme sallittua operaatiota
kaikilla kokonaisluvuilla k:

e Lukuun z; lisdtdéan 2k, luvusta xo vihennetédén k ja luvusta xg vdhennetdan k.
e Lukuun xg lisdtddan 2k, luvusta x7 vihennetidéin k£ ja luvusta x; vdhennetéddn k.
e Lukuun z;, 1 < ¢ < §, lisdtddn 2k, luvusta x;_; véhennetdén k ja luvusta x;;; véhennetdén k.

Osoita, ettd milldéin jonolla sallittuja operaatioita ei péaésti tilanteeseen, missd xz; = 0 kaikilla i.

tehtédvin ratkaisu: Olkoon po parillisindeksisten z;:den summa ja p; paritonindeksisten x;:den summa.
Misséén operaatiossa py tai py ei vaihdu parittomasta parilliseksi. Koska ndmaé luvut ovat alussa parittomia
ja halutussa lopputilanteessa parillisia, haluttuun lopputilanteeseen ei pa#sta.

4. Olkoon n € N. Osoita, etté valilla 0,...,n—1 on véhintédén [252| lukua k, joille yht&lslla 22 = k mod n

2
ei ole ratkaisua.
[y] on pienin kokonaisluku, joka on vihintdin y.

tehtdvin ratkaisu: Huomataan, etté valilla 0,...,n—1 on vahintdan % paria {a,n—a}, joille a # n—a.
Nolla ei koskaan paridu, ja jos n on parillinen, n/2 ei paridu. Muut luvut ovat pareissa.) Kyseisille pareille
kuitenkin a? = (—a)? = (n — a)? mod n.
Olkoon f:{0,...,n —1} — {0,...,n — 1}, jolle f(x) = 22 mod n. Koska fm lihtojoukossa on yht#
monta alkiota kuin maalijoukossa, ja vahintddn % parissa lahtojoukon pisteitd saadaan kussakin sama
arvo, myo6s vahintdan "7_2 arvoa jai saamatta.

Koska saamatta jadvien arvojen mééra on kokonaisluku, myos ["7*2} arvoa jéé saamatta.

5. Kuinka monta ratkaisua on yht&lolla

HH

luonnollisten lukujen joukossa? |y| tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on korkeintaan y.

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Yhtalolld on neljd ratkaisua.

Jos § — £ > 1, luku z ei voi olla ratkaisu, Toisaalta aina, kun z > 7%, epéyhtalo

Kokeilemalla x:n paikalle luvut 0, ..., 7 havaitaan, ettéd ratkaisut ovat 0,1, 2, 5.

T

5—%2 1 pétee.

6. Jasminilla on kaksi laatikkoa, laatikko A ja laatikko B. Laatikossa A on 20 simpukankuorta, ja laatikko
B on tyhji. Jasmin pelaa peli&, misséd on kaksi erilaista sallittua askelta.

1. Jasmin voi siirtdéd yhden simpukankuoren laatikosta A laatikkoon B.



2. Jasmin voi poistaa laatikosta A simpukankuoria k kappaletta, misséd k on laatikon B simpukankuorien
lukumé&éré (tai kaikki simpukankuoret laatikosta A, jos siind on alle k simpukankuorta.)

Jasmin yrittdd tyhjentdd laatikon A niin pienelld méaralla sallittuja askeleita kuin mahdollista. Miké on
pienin ma#ra sallittuja askeleita, jolla homma onnistuu?

@. tehtdvan ratkaisu: Vastaus: Pienin askeleiden lukumé&éré on 8.

Jos Jasmin tekee ensin nelji tyypin (1) askelta ja sitten nelji tyypin (2) askelta, hdn saa laatikon A
tyhjennettya.

Osoitetaan sitten, ettéd tyhjentéminen ei onnistu seitsemélld askeleella. Olkoon J jono sallittuja askeleita,
jossa on jossain vaiheessa tyypin (1) askel heti tyypin (2) askeleen peréssi. Vaihtamalla niiden askeleiden
jarjestyksen keskeniin laatikosta A poistettujen simpukankuorien mé#drd ei ainakaan viéhene. N&in ollen
riittdd tutkia sellaiset 7 mittaiset jonot, joissa ensin tehdddn n tyypin (1) askelta ja sitten 7 — n tyypin (2)
askelta.

Jos n < 2, poistettujen kuorien méédrd on korkeintaan 2 + 2 -7 < 20.

Jos n = 3, poistettujen kuorien méérd on 3 4 3 -4 < 20.

Jos n = 4, poistettujen kuorien méérd on 4 44 -3 < 20.

Jos n = 5, poistettujen kuorien méadrda on 5+ 5 -2 < 20.

Jos n > 6, poistettujen kuorien mééréa on korkeintaan 7+ 7-1 < 20.

7. Jarno on tekeméssd terveystiedon monivalintakoetta. Kokeessa on 100 kohtaa, ja jokaisessa kohdassa on
kaksi vaihtoehtoa, A ja B, joista jompikumpi on oikea vastaus.

Jarnon opettaja on lepsu, ja niinpd hin on kertonut, ettd jokaisessa perdkkéisessé viidessd kohdassa
on tdsmélleen kolme kohtaa, joihin A on oikea vastaus. Ennen kokeen alkua opettaja vield paljastaa, etté
ensimmaéiseen ja viimeiseen kohtaan B on oikea vastaus.

Jarnolta on jadnyt terveystiedon opiskelu vidhemmaélle, mutta hén on ahkerasti treenannut matematiik-
kaolympialaisiin, ja hén tajuaa, ettd kokeen pystyy tekeméén téysin oikein pelkéstaén opettajan paljastusten
avulla. Ma#ritd kokeen oikeat vastaukset.

[7} tehtivin ratkaisu: Vastaus: Oikeissa vastauksissa blokki BAAAB toistuu 20 kertaa.

Olkoon X neljd periikkéisen oikean vastauksen blokki, joka ei sisdlla ensimmaéisté tai viimeisté vastausta.
Olkoon X, blokki, johon on otettu X:#4 edeltivéd vastaus X:n lisdksi, ja X blokki,johon on otettu X:&a
seuraava vastaus X:n lisiiksi. Koska X.:ssi ja Xs:ss8 on yhtd monta A-vastausta, X:44 edeltivid vastaus
on sama kuin X:#4 seuraava. Tamé tarkoittaa sitd, ettd oikeassa rivissid viiden kirjaimen blokki toistuu 20
kertaa.

Toistuvan blokin ensimméinen ja viimeinen kirjain on opettajan viimeisen paljastuksen nojalla B. Koska
blokissa on kolme A-kirjainta, sen on pakko olla BAAAB.

8. 1000 x 1000 ruudun ruudukon jokaisessa ruudussa on robotti. Kun kayttdja painaa start-nappulaa, jokai-
sella robotilla on kaksi mahdollisuutta:

o Pysyé samassa ruudussa.
e Siirtyé viereiseen ruutuun (kaksi ruutua ovat vierekkiisii, jos niilld on yhteinen sivu.)

Samassa ruudussa saa siirtymén jélkeen olla useampi robotti. Robotit on ohjelmoitu niin, etta start-nappulan
painamisen jidlkeen ne jattavat mahdollisimman monta ruudukon ruutua tyhjiksi, ja ne koordinoivat tdméan
yhdessé.

Olkoo n niiden ruutujen lukumééré, joissa on robotti siirtymén jilkeen. Osoita, ettd 200000 < n < 203000.

tehtiavian ratkaisu: Jos on viisi ruutua kuten kuvassa



néistd viidestd ruudusta robotit voivat siirtyd keskimméiseen ruutuun. Toisaalta téllaisista viisikoista
voidaan tehdd d#dreton nauha kuten kuvassa

ja téllaisilla nauhoilla voidaan peittda taso, niin, ettéd jokaista ruutua peittda tdsmélleen yksi nauha.

Tutkitaan sitten 1000 x 1000 -ruudukkoa. Kahta reunimmaista ruutukerrosta lukuunottamatta ruudukko
voidaan siis peittdéd ylldolevan kaltaisilla viisikoilla (osa viisikoista voi menné kahden reunimmaisen ruutu-
kerroksen piille). Kahdessa reunimmaisessa ruutukerroksessa on alle 8000 ruutua. Ndméi alle 8000 ruutua
voidaan 16 kulmaruutua lukuunottamatta peittaé sellaisilla nelikoilla, jotka ovat kuten viisikko ylld, mutta
yksi reunaruuduista puuttuu (osa nelikoista voi menné 16 kulmaruudun péille, eikd myo6skéiéin haittaa, jos
joku viisikolla peitetty ruutu tulee uudelleen peitetyksi nelikoilla). Néin ollen robotit voidaan ohjelmoida
siirtymé&én niin, etté siirtymén jédlkeen niitd on alle % + % + 16 < 203000 ruudussa.

Toisaalta, koska jokaisella ruudulla on vain nelji naapuria, yhdessi ruudussa voi siirtymén jélkeen olla
korkeintaan 5 robottia. Néin ollen robotillisia ruutuja on vahintdén % = 200000.

9. Olkoon ABCD nelikulmio, jossa kaikki kulmat ovat alle 180 astetta. Olkoon J janan BA jatke A:sta
eteenpiin ja J' janan CD jatke D:std eteenpdin. Oletetaan, ettéd J ja J' leikkaavat, olkoon E leikkauspiste.
Olkoon K janan C'B jatke B:sté eteenpéin ja K’ janan DA jatke A:sta eteenpéiin. Oletetaan, ettd K ja K’
leikkaavat, olkoon F' leikkauspiste.

Oletetaan, ettd kolmioilla BDF ja BDE on sama ala. Osoita, ettéd janat BD ja EF ovat yhdensuuntaiset.

Ol tehtivin ratkaisu:

Jatketaan BD suoraksi. Ajatellaan BD kolmioiden BDF' ja BDFE kannaksi. Koska kolmion ala on kanta
kertaa korkeus, ja kolmioilla BDF' ja BDFE on sama ala, pisteet E ja F' ovat yhtd kaukana suorasta BD, ja
ne ovat sen samalla puolella.

Siis janat BD ja E'F ovat yhdensuuntaisia.

10. Olkoon a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

4a

* a+b

>

ale

SO



tehtivin ratkaisu:

a C a2 c

T Tty

ja soveltamalla aritmeettis-geometristd epayhtilod saadaan
a’> ¢ S 2ay/c  2a

ac b~ Vach Vab’

Soveltamalla alakertaan aritmeettis-geometrista epéyhtilod saadaan

2a 4da
> .
T a+b

8

Vaikeampia tehtiavia

11. 5-kulmion jokaiseen sivuun ja kérkeen merkitdén positiivinen kokonaisluku niin, ettd kéytetdan 10 eri
lukua. Lisdksi tdméa tehdéddn niin, ettd kun lasketaan yhteen sivun luku ja sen viereisten kérkien luvut,
saadaan vakioarvo, joka ei riipu sivun valinnasta.

Miké on yll& pienin mahdollinen sivun ja sen viereisten kéarkien lukujen summa?

tehtdvan ratkaisu: Vastaus: Pienin summa on 14.

Olkoon K kirkien summa ja S sivujen summa. Nyt tehtdvéssi kysytty luku on , joka luonnollisesti
minimoituu, kun kérjet on numeroitu 1-5 ja sivut 6-10. Talloin tehtdvassé kysytty luku on 2- 1—42'5 + L;"a = 14.

Viela pitédé osoittaa, ettd numerointi voidaan tehdi niin, ettd arvo 14 saavutetaan. Kun numerointia
ldhdetédédn etsimédn kokeilemalla havaitaan, ettd sivun 10 viereisten kérkien taytyy olla 1 ja 3, ja liséksi
kérjet 4 ja 5 eivét voi olla vierekk&isid. Nailld rajoitteilla kokeiltavat vaihtoehdot saadaan hyvin véhiin, ja
l6ytyy seuraava numerointi: Kérjet ovat vastapéivéin lueteltuna 1, 3,5, 2,4, ja sivut vastapéivain lueteltuna
10,6,7,8,9. Lisdksi sivu 10 on kérkien 1 ja 3 vélissé.

2K+S

12. Olkoo ABC kolmio. Sivulta AC valitaan piste F ja sivulta AB piste F. Olkoon janojen BE ja C'F
leikkauspiste P. Tiedetdén seuraavat:

e Kolmion PEC ala on 7.
e Kolmion PF B ala on 4.
e Kolmion PBC ala on 8.
Maiéaritd nelikulmion AEPF ala.

tehtidvin ratkaisu: Vastaus: |[AEPF| =21 Ajatellaan kolmiota APF niin, ettd PF on kanta, ja
ajatellaan kolmiota PC'A niin, ettd PC' on kanta. Nailld kolmioilla on sama korkeus. Ajatellaan samoin
kolmiota PF B niin, ettd sen kanta on PF ja kolmiota PBC niin, etti sen kanta on PC. Nyt niillikin
kahdella kolmiolla on kesken&#in sama korkeus. Siis

|APF|  |APF| |PF| |PFB] _ 4
|APE+7| |APC| |PC| |PBC| 8
.. |APF
Siis W = %
Symmetriselld paéttelylla saadaan % = %.

Ratkaisemalla kahden edellisen yhtilén muodostama yhtiloryhmé saadaan |[APF| = 2—; ja |APE| = %,
mistd saadaan |[AEPF| = 21.

13. Osoita, etti kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n > 1 pétee (n — 1)2n"~1 — 1.



tehtivin ratkaisu: Tapaus n = 2 on helppo verifioida erikseen. Alla oletetaan n > 3.

n”71—1:(n—l)(n"72+n"73+-~~+1).

Riitt#i siis osoittaa, ettd n — 1 jakaa luvun n™ =2 4+ n"3 ... + 1.
Selvésti n =1 mod n — 1, mistéd seuraa kaikilla luonnollisilla luvuilla k, ettd n* =1 mod n — 1.
Siisn"24+n"34+...41=n—-1=0 modn—1, jan—1 jakaa luvun n” 2 4+ n" 3 4 ... + 1.

14. Olkoon S joukko, joka sisdltda n positiivista reaalilukua, n > 3. Osoita, ettd korkeintaan n — 2 eri
kolmosen potenssia voidaan kirjoittaa summana kolmesta eri S:n alkiosta.

tehtédvin ratkaisu: Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 3, viite itsestdénselvasti
péatee.

Oletetaan sitten, ettd viiite pitee luvulle n. Olkoon S’ joukko, joka siséltéd n + 1 positiivista reaalilukua.
Olkoon 3* suurin kolmosen potenssi, joka voidaan kirjoittaa summana kolmesta eri S’ alkiosta, olkoon
n#mi a,b,c. Jos a,b,c < 3*71, on mahdotonta, etti a + b + ¢ = 3*. Siis symmetrian perusteella voidaan
olettaa, ettdi a > 31, Mutta nyt a ei voi esiinty# yhdesséikiin toisessa summassa, joka on kolmosen potenssi.

Olkoon S = 5\ a. Nyt induktio-oletuksen nojalla on korkeintaan n —2 kolmosen potenssia, jotka voidaan
kirjoittaa summina kolmesta S:n alkiosta. Nyt ndmé kolmosen potenssit seki 3% ovat ainoat, jotka voidaan
kirjoittaa summina kolmesta S”:n alkiosta. Niitd kolmosen potensseja on siis korkeintaan n—2+1 = (n+1)—2,

15. Olkoon a, b positiivisia reaalilukuja. Osoita, ettd

a? + b2
2

+Vab < a+b.

tehtévin ratkaisu: Koska 22 + y? > 2y, pitee 2(2% +32) > (z +y)?, eli /2(22 +y2) >z +y.
Valitsemalla z =/ # ja y = Vab saadaan

2 2 2 2 2
¢ ;rb +x/%<\/2(“ ;b +ab)=\/2(a+b):a+b.

16. Olkoon a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja.
Osoita, etté,

a? b> 2

6-c2 T la-of @02

tehtivin ratkaisu: Oletetaan symmetrian perusteella, ettd a < b, c. Merkitdin b=a+0' jac=a+c.
Nyt saadaan

(b—c)? + (a—c)? * (a—b)2 (b —c)2 + c? 2 -

b/2 c/2 b/4 + C/4
2t p2 T 22

CL2 b2 02 a2 (a+b/)2 N (CL+C’)2 <

joka on aritmeettis-geometrisen epéyhtdlon nojalla vahintadn 2.

17. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, ja S = {0,1,2,...,n}. Olkoon T' C S epétyhji. Sanomme, ettd T on
tasapainoinen, jos T':n alkioiden mediaani on sama kuin 7":n alkioiden keskiarvo. Osoita, ettéd tasapainoisten
S:n osajoukkojen m#dra on pariton.

Joukon T alkiotden mediaani on t € T, jos joukossa T on yhtd monta t:td suurempaa lukua kuin t:td
pienempid lukuja. Jos taas joukossa T on luvut ty < t1, joille to:n ja t1:m vdlissd ei ole T:n lukuja, ja on
yhtd monta ty:aa pienempdd T :n lukua kuin t1:td suurempia T :n lukuja, T:n alkioiden mediaani on lukujen
to ja t1 keskiarvo.



tehtdvin ratkaisu: Olkoon T C S. Mééritellddn f(T) = {s € S | n — s € T'}. Nyt huomataan kolme
asiaa: (1) Kaikilla T péatee T = f(f(T)). (2) f(T):n keskiarvo on n — k, missi k on T':n keskiarvo, ja f(T):n
mediaani on n — m, missi m on T:n mediaani. Jos siis T on tasapainoinen, myds f(7') on tasapainoinen. (3)
Jos T = f(T) ja T on epityhji, sekid T :n mediaani ettd keskiarvo on n/2, ja siis 7' on tasapainoinen.

Jos T on tasapainoinen, mutta f(7) # T, T:ta ja f(T):td voidaan ajatella parina. On siis parillinen
méira tasapainoisia joukkoja, joille T # f(T).

Siis riittdéd osoittaa, ettd epityhjid joukkoja, joille T = f(T) on pariton méérd. Kutsutaan joukkoja,
joille T = f(T') supertasapainoisiksi (myos tyhji joukko lasketaan supertasapainoiseksi). Supertasapainoisia
joukkoja siis luonnehtii se, ettd k € T jos ja vain jos n —k € T'.

Jos T on supertasapainoinen, S \ 7' on myds supertasapainoinen, ja T:td ja S \ T:td voidaan ajatella
parina. On siis parillinen mé#ré supertasapainoisia joukkoja. Yksi néistd on kuitenkin tyhjd joukko, joten
epatyhjid supertasapainoisia joukkoja on pariton méaara.

18. Olkoon z1,...,x, reaalilukuja, joille

n—1
Z min(zg, Tr11) = min(x, ).
k=1
Osoita, ettéd ZZ;QI x> 0.
Huom! min(a, b) on pienempi luvuista a,b.
tehtéivin ratkaisu: Huomataan, ettd min(a,b) = <% — @. Merkitagn S = ZZ;; Tk
Nyt

n—1 n—1 Tha1 + Tp n-l |.’Ek 1 — l’k|
min(z1,z,) = Z min(xy, Tpi1) = Z = 9 - Z - 2 -
k=1 k=1 k=1

n—1
T+ |Zgt1 — Tk
s+ 2tmn Sl oal

2
k=1

josta saadaan

n—1

T+ T, |z, — x| 1+ x, |Thy1 — k]
— -9 _ ILk+1 7 LRI
2 2 Tt Z 2

k=1

Tésté saadaan 25 = ( 2;11 |Tgp+1 — xk]) — |€n — 1] > 0.

Viimeinen epiyhtils saadaan kiyttamilld toistuvasti kaavaa |a — b| + [b — ¢| > |a — ¢|.

19. 2-ulotteisessa koordinatistossa on annettu monikulmio M, jonka pinta-ala on suurempi kuin 1. Osoita,
ettd M:ssd on 2 eri pistettd (z,y) ja (2',y’), joille z — 2’ ja y — ¢’ ovat kokonaislukuja. (N&mé pisteet voivat
sijaita joko M:n sisilld tai reunalla.)

tehtivéin ratkaisu: Mééritellddn kuvaus f: M — [0, 1[%, missé piste (x,y) kuvautuu arvoksi (zy,yy),
missé x¢ ja yr ovat lukujen x ja y desimaaliosat.

Olkoon g, yo kokonaislukuja, ja olkoon P = {(z¢ + @, %0 + ¥¢) | T,y € [0,1[}. Nyt joukoilla P N M
ja f(PN M) on sama pinta-ala. Lisiiksi M voidaan esittédé dérellisensi yhdisteend joukoista tyyppia M N P,
missé P on kuten ylli. Jos siis f on injektio, joukoilla M ja fM on sama pinta-ala.

Oletetaan, ettd f ei ole injektio. Nyt on olemassa pisteet (z,y) € M ja (a',y') € M, joille f(z,y) =
f(@,y'). Mutta nyt (z,y) ja (2',y") ovat tehtéviissi vaaditut luvut, ja tehtéivi on ratkaistu. Jatkossa voidaan
siis olettaa, ettd f on injektio.

Koska joukoilla M ja fM on sama pinta-ala ja fM C [0,1[, fM:n pinta-ala on korkeintaan 1, ja siis
M:n pinta-ala on korkeintaan 1. Ristiriita oletuksen kanssa.

20. 12 ritaria istuu (tasavilein) pyorein pdydén #édreen. Kun he ovat istuneet, he huomaavat, ettd poydéssi
on paikoilla nimilaput, jotka luonnollisesti eivit vastaa ritarien nykyisid istumapaikkoja.

Osoita, ettd vahintddn kaksi ritaria istuu omilla paikoillaan, tai sitten poytda on mahdollista pyorayttéaa
niin, ettd vdhintdan kaksi ritaria istuu nimilappuja vastaavilla paikoilla pyoraytyksen jélkeen.



tehtédvin ratkaisu: Tehdddn vastaoletus. Siitéd seuraa, ettéd jokaisella m = 0,...,11 on tdsmilleen yksi
ritari niin, ettd kun pOytaéd pyoriytetdin n askelta vastapaivaédn, tdmé ritari istuu omalla paikallaan.

Muodostetaan funktio f ritarien joukolta ritarien joukolle niin, ettd jokainen ritari x kuvautuu sille
ritarille f(x), jonka nimilappu on ritarin « paikalla. Liitetdén jokaiseen ritariin  luku ¢(z) niin, ettd ¢(x) on
se, kuinka monta askelta vastapdivain f(x) istuu z:sté.

Olkoon x joku ritareista, ja muodostetaan jono J =(z, f(x), f(f(z),..., f(... f((x))) = y) niin, ettd y
on ensimméinen ritari jonossa, joka esiintyy jonossa aiemminkin. Nyt on pakko olla y = x, koska jos néin ei
ole, my6s y:td jonossa edeltéivi ritari esiintyy jonossa aiemmin. Muodostetaan summa s, = £(z) + £(f(z)) +
<4 L(f(... f((x)))), missi lasketaan yhteen kaikkien jonon J jdsenten ¢-luvut paitsi viimeisen (eli z:n lukua
ei lasketa kahteen kertaan). Nyt s, on jaollinen luvulla 12, koska jono z, f(x),..., f(... f(z)) = y kiertdd
poyddn ympiéri tasakierroksia, kun kaikilla jonon jisenilld z siirtymén z — f(z) ajatellaan tapahtuvan
vastapaivaan.

Jos J ei sisilld kaikkia ritareita, valitaan ritari z’, joka ei ole jonossa, ja muodostetaan samaan tapaan
jono J'. Nyt J' ja J eiviit voi siséltdéd yhtiin yhteisté jisentii, koska jos jonon J' jisen y” kuuluu mys jonoon
J, my6s y":a edeltivd J':n jésen sisdltyy jonoon J, ja paiittelyd toistamalla x’ siséltyy jonoon J, miké on
vastoin oletusta.

Valitaan samaan tapaan z”/, ”” jne, kunnes jokainen ritari on yhdessi ja vain yhdessé jonossa J, J', J", . ...
Nyt s = s; + Sz + Sz + ... on jaollinen luvulla 12. Toisaalta s = > f(x) = >_,_, ;1% ei ole jaollinen
luvulla 12, ristiriita.



