Joulun valmennustehtévésarja

Helpommatkin tehtéavit ovat vaikeampia kuin koulutehtavit, eikéd ole oletettavaa ettd niitd pystyisi ratko-
maan ilman vaivannikod. Sinnikds yrittdminen kannattaa. Vaikka tehtdvia ei saisi valmiiksi asti tehtyd, sita
pitkéddn miettinyt oppii malliratkaisuista enemmén. Helpommissakin tehtévissé olennaista on kirjoittaa pe-
rustelut eiké vain laskea lopputulosta esim. laskimella. Tehtdvét eivét ole valttdméatta vaikeusjérjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi 16ytéa; https://
aops.com ja https://math.stackexchange.com lienevit tunnetuimpia. Ndiden kédyttdminen ei ole haitaksi
ja niisté voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittdmésn ensin itse. Myos tehtdvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siihen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtédviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Ratkaisuja toivotaan viimeistddn 15.1.2023 mennessé siahkopostitse.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi

Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/|

Huom! Téstédldhin alamme kiinnittdd huomiota myos vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta my0s siité, jos kirjoitatte vastaukset epéselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

e Piiittelyaskeleet on perusteltava jarkevalld tarkkudella, eikd liian pitkid intuitiohyppyja saa tehda.
Sitd, mikd on "liian pitkd intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea mééritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitké:

Nyt x1, ..., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 <4 < j < 40,
joille Ty = Tj-

Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt z1,..., x40 on jono sdannollisen 20-tahokkaan P sdrmié. Koska sddnnolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = x;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd néette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Téhén kan-
nattaa pyrkid. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyvéiksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkdn ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtloité, jos tehtava sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma késialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyv&a matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivéit ole ymmaértéaneet
hienoja ideoitasi.

Helpompia tehtavia

1. Olkoon z > 0. Olkoon yg sellaisen ympyrén kehén pituus, jonka halkaisija on .

Olkoon A joukko ympyrdité niin, ettéd niiden halkaisijoiden summa on z. Olkoon y; kyseisten ympyréiden
kehien pituuksien summa.

Maarita yo — y1-
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tehtivian ratkaisu: Vastaus: yo — y1 = 0.

Nyt yg = mx.

Olkoon joukon A ympyroiden halkaisijat 21, . .., z,. Nyt kyseisten ympyroiden kehien pituuksien summa
on

y1 =721+ w2, =m(z1+ 0+ 2n).
Koska z1 + - -+ + 2z, = x, saadaan y; = 7z = ¥o.

2. Poydalla on lappuja, joissa kussakin on jokin numero 1-100, tdsmélleen kaksi lappua kutakin numeroa.

Kaksi pelaajaa pelaa pelié, jossakin kumpikin pelaaja ottaa vuorollaan lapun poydéalté.

Kun kumpikin on pelannut 20 vuoroa, peli loppuu. Kumpikin pelaaja saa pisteen jokaisesta ottamastaan
lappuparista, joissa on sama numero. Se pelaaja voittaa, jolla on enemmén pisteitd. Jos kummallakin on
sama méaéri pisteité, peli on tasapeli.

Osoita, ettd peli pddttyy optimaalisella pelilld tasapeliin, eli ettd kumpikin voi estdé toista voittamasta.

tehtdvin ratkaisu: Osoitetaan ensin, etté toisena pelaava voi estdi ensimmaéisené pelaavaa voittamasta,
pelasipa ensimméisené pelaava kuinka tahansa.

Toisena pelaava voi pelata strategialla, jossa hédn ottaa aina saman numeron kuin ensimmaéisené pelaava.
T&lloin ensimméisend pelaava ei saa yhtdén pistettéd eikéd hian néin ollen voita.

Osoitetaan sitten, ettd ensimméisend pelaava voi estdd toisena pelaavaa voittamasta, pelasipa toisena
pelaava kuinka tahansa.

Ensimmaisené pelaava voi pelata seuraavalla strategialla: Han ottaa ensimméisend siirtona minké tahansa
lapun. Jos toisena pelaava ottaa mydhemmill4 siirroilla lapun, jossa on numero ¢, ja poytién jaé lappu, jossa
on my0s numero £, ensimméisend pelaava ottaa tdméan lapun. Muussa tapauksessa ensimméisené pelaava voi
tehdd minké tahansa siirron. Jos ensimméisené pelaava pelaa néin, toisena pelaava ei saa yhtddn pistetta
eikd voi voittaa.

Koska kummallakin pelaajalla on strategia, jolla voi estéé toista voittamasta, peli paédttyy optimaalisella
pelilld tasapeliin.

3. Sama tehtdvi kuin Tehtédva [2] paitsi, ettd jokaista numeroa on alussa nelja kappaletta. Pisteenlaskussa
on vield lisdtarkennus, ettd kukin lappu voidaan laskea korkeintaan yhteen pisteitd antavaan pariin.

tehtédvin ratkaisu: Koska kumpikin pelaaja ottaa 20 lappua, maksimipisteméaérd on 10. Osoitetaan,
ettd kumpikin pelaaja voi saavuttaa maksimipistemédrin vastustajan pelistrategiasta riippumatta.

Jos kaikki pelaajan aiemmin ottamat laput ovat pareissa, pelaaja ottaa lapun, jonka numeroisia on
véhintddn kolme jiljelld. Koska numeroita on 100 ja vuoroja 40, téllainen numero on valttaméatta jaljella.
Huomaa, etté titd numeroa on vield jiljelld pelaajan seuraavalla vuorolla, vaikka vastustaja ottaisikin seu-
raavalla vuorollaan tétd numeroa.

Jos taas pelaajalla on pariton lappu, hédn ottaa sille parin. Pelaajan on aina mahdollista toimia néin,
koska hén ottaa parittomia lappuja vain numerosta, jota on vihintdéan kolme jaljella.

Néin pelaaja saa kaikki lappunsa pareihin ja maksimipisteméédrdan 10. Talla strategialla pelaaja ei voi
koskaan hévitd; tulos on viistdamétta voitto tai tasapeli. Koska tdmé koskee kumpaakin pelaajaa, peli on
optimaalisella pelilld tasapeli.

4. Pelataan samaa pelié kuin Tehtéviissi 2] paitsi, ettd peli loppuu vasta kun kaikki laput on otettu.
Osoita, ettéd peli on nyt tasapeli riippumatta pelaajien pelistrategioista.

tehtdvin ratkaisu: Lopussa kummallakin on 100 lappua. Olkoon p; ensimméisenéd pelaavan pareissa
olevien lappujen lukumééri, ja s; niiden hinen lappujensa lukumééré, joiden parit on vastustajalla. Olkoon
P2 ja so vastaavat luvut toisena pelaavalle.

Nyt p1 + s1 = p2 + so = 100. Liséksi 51 = so, koska tdmé luku on niiden numeroiden lukumé&éra, joista
toinen lappu on ensimmésené pelaavalla ja toinen toisena pelaavalla.

Siis p1 = pa, ja kummallakin on lopussa & pistetta.

5. Riikka ajaa kotoa mummolaan mopoautolla. Matkaa koostuu kolmesta erilaisesta tieosuudesta. Jokaisella
néistd kolmesta tieosuudesta Riikka ajaa vakionopeudella (joka voi olla eri nopeus eri tieosuuksilla).

Kun Riikka on ajanut 30% matkasta, hin on kiyttinyt alle 30% matkan kokonaisajasta. Kun Riikka on
ajanut 50% matkasta, hin on kiiyttinyt yli 50% matkan kokonaisajasta.



Onko mahdollista, ettd kun Riikka on ajanut 70% matkasta, hin on kiyttinyt alle 70% matkan kokonai-
sajasta?

tehtédvin ratkaisu: Vastaus: Ei ole mahdollista.

Sanomme, ettd tie on nopea, jos 1 prosentissa ajasta pystyy ajamaan yli 1% matkasta ja hidas, jos 1
prosentissa ajasta pystyy ajamaan alle 1% matkasta.

Sanomme, ettd hetkelld k% matkasta ollaan edelld aikataulusta, jos on kulunut alle k% matkan kokonai-
sajasta ja sanomme, ettéd ollaan jdljessd aikataulusta, jos on kulunut yli £% matkan kokonaisajasta.

Vililla 0% — 30% matkasta paistain edelle aikataulusta.Niin ollen kyseiselld vililli tdytyy ainakin jossain
kohti olla nopeaa tieté.

Kohdassa 30% ollaan edelld aikataulusta ja kohdassa 50% on jééty siité jilkeen. Vlilla 30% —50% téytyy
siis jossain kohdin olla hidasta tieté.

Kohdassa 50% ollaan jiljessé aikataulusta, mutta kun on ajettu 100% matkasta, aikaa on luonnollisesti
kulunut 100%. Témé tarkoittaa sité, ettd vililld 50% — 100% matkasta tiytyy olla jossain kohdin nopeaa
tieté.

Niin ollen ainoa mahdollinen tieosuuksien jérjestys on nopea-hidas-nopea. Lisdksi ensimméinen vaihtu-
minen nopeasta tiestd hitaaksi on ennen kohtaa 50% matkasta.

Jos kohdalla 70% matkasta on hidasta tieté, sitd on ollut koko véli 50% — 70%, ja on vain jéity lisda
jélkeen aikataulusta verrattuna 50% tilanteeseen.

Jos kohdalla 70% matkasta on nopeaa tietd, siti on koko vili 70% — 100% matkasta. Koska lopussa
ollaan tdsmaélleen aikataulussa, ei ole muuta vaihtoehtoa kuin se, ettd télla valilla kurotaan jalkeenjaamista
umpeen. Niin ollen kohdassa 70% ollaan jiljessé aikataulusta.

6. Olkoon S sdannollinen 2000-kulmio. Osoita, ettéd jos S:std valitaan 1501 kérked ja piirretédédn monikulmio,
jonka karkid ndmé ovat, vaistdméitta syntyvéissd 1501-kulmiossa on kaksi yhdensuuntaista sivua.

@. tehtdvin ratkaisu: Olkoon S:n kéirjet S1,-.-5,52000- Tutkitaan nelikkoja {521‘4_1, S82i+2, 5241001, 52i+1002}7
0 < i < 499. Nelikkoja on 500,ja jokainen S:n kéirki kuuluu johonkin nelikkoon. Jos jokaisesta nelikosta
valitaan korkeintaan 3 pistetté, pisteitd valitaan korkeintaan 1500.

Jos siis S:stéd valitaan 1501 kérked, jollain ¢ nelikko {s2;41, S2i+2, S2i+1001, S2i+1002} valitaan kokonaan.
Mutta nyt sivut s9;4+152i42 ja S2i4+100152i+1002 Ovat yhdensuuntaisia.

7. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, jolla on seuraava ominaisuus: Kaikilla ¢, 1012 <14 < 2022 16ytyy n:n
tekijia n; (jonka ei ole pakko olla alkutekiji), jolle n; =i mod 2023.
Osoita, ettd vastaava n; 1oytyy kaikilla 1 <1 < 2022.

m. tehtdvian ratkaisu: Téssd tehtdvien laatija (=Tuomas) oli mokannut, ja tehtévi on ratkaisukelvoton.
Syvét pahoitteluni. Erdénlaisen pseudoratkaisun saa aikaiseksi laskemalla luvun n tekijoiksi myG6s negatiiviset
luvut k, joilla k|n. Téllsin voidaan valita n; = —ngg23—; = 2023 — ngga3—; mod 2023

8. 101 viisasta miesté seisoo ringissi. Kullakin miehelld on toinen kahdesta mahdollisesta mielipiteesté: Joko
ettd kuu on Emmentaalia, tai ettd kuu on Edamia.

Kaikki sanovat mielipiteenséd dédneen. Tamén jédlkeen kukin viisas mies vaihtaa mielipidettdén, jos hén
seisoo kahden sellaisen miehen vélissé, jotka ovat eri mieltd kuin hén.

Edellisessé kappaleessa kuvattua operaatiota toistetaan. Osoita, ettd lopulta paédstddn tilanteeseen, jossa
kukaan ei endd muuta mieltdéan.

tehtivin ratkaisu: Kutsutaan seuraavia miesjoukkoja blokeiksi:
1. Maksimaalinen (ja vihintédin kahden alkion) joukko perikkiisid miehié, jotka ovat samaa mielta.

2. Maksimaalinen joukko perikkéisid miehid niin ettd jokaisen joukkoon kuuluvan miehen vierustoverit
ovat eri mieltd kuin hén itse.

Huomataan, etta kullakin hetkelld jokainen mies kuuluu yhteen ja vain yhteen blokkiin. Liséksi jokaisen
tyypin 2 blokin kumminkin puolin on tyypin 1 blokit.

Lis#ksi, koska miehid on alussa pariton mééaréd, sellainen alkutilanne on mahdoton, ettd kaikki miehet
kuuluisivat samaan tyypin 2 blokiin. Siis alkutilanteessa on véhintédén yksi tyypin 1 blokki.



Kun miehet ilmaisevat mielipiteenséd ja tapahtuu mielenmuutos, tyypin 1 blokkeihin kuuluvat miehet
eiviat muuta mieltaén. Kaikki tyypin 2 blokkeihin kuuluvat miehet muuttavat mieltéén, ja jokaisen tyypin 2
blokin reunimmaiset miehet siirtyvét viereisiin tyypin 1 blokkeihin.

Niin jokaisella askeleella tyypin 2 blokit pienenevit, kunnes ne hupenevat olemattomiin ja kaikki miehet
kuuluvat tyypin 1 blokkeihin.

9. Ympyrén kehélld on 99 lukua. Jos a ja b ovat kaksi vierekk&istd lukua, yksi seuraavista pétee
e la—b =1
o |la—b =2
o & =2tai 2 =2

Osoita, ettd ympyran kehélld on luku, joka on kolmella jaollinen.

[9} tehtévén ratkaisu: Nihd#dn, ettd mitkédin kaksi vierekkéistd lukua eiviit ole kongruentteja mod 3. Jos
siis yksikéén luvuista ei ole kolmella jaollinen, joka toinen luku on 1 mod 3 ja joka toinen 2 mod 3. Tdma
on kuitenkin mahdotonta, koska lukuja on yhteensi pariton maara.

Vaikeampia tehtavia

10. Olkoon ZBAC kulma, ja w kulman sisdén piirretty ympyré, joka tangeeraa kulman kylkié pisteissad B ja
C. Olkoon ¢ suora, joka leikkaa suoria AB ja AC pisteissid K ja L, sekid ympyriéd w pisteissid P ja Q. Pisteet
S ja T ovat suoralla BC siten, ettd K.S ja AC ovat yhdensuuntaisia ja T'L ja AB ovat yhdensuuntaisia.
Olkoon R suorien PQ ja BC' leikkauspiste.
Osoita, ettéd pisteet P, Q, S, T sijaitsevat saman ympyran kehall4.

0, tehtdvian ratkaisu: Koska kolmiot KBS ja LTC ovat homoteettisia homotetiakeskusena R, gg = RC.
T dstéd seuraa RB-RC = RS-RT. Toisaalta, koska B, C, P, () ovat saman ympyrén kehélld, RP-RQ = RB- RC’.

Siis RS - RT = RP - RQ, ja siis S, T, P, Q ovat saman ympyrin keh#lla.

11. Terdvakulmaisen kolmion ABC ympéri piirretdan ympyra Q. Piirretdan ympyrille € tangentit pisteisiin
B ja C. Olkoon P niiden leikkauspiste. Pisteet D ja E ovat suorilla AB ja AC niin, ettd PD ja PE ovat
kohtisuorassa suoria AB ja AC vastaan.

Osoita, ettd kolmion ADFE korkeusjanojen leikkauspiste on sivun BC keskipiste.

tehtavin ratkaisu: Olkoon M sivun BC' keskipiste.

Koska ZADP on suora kulma, kulma ZADM =90 — ZMDP.

Koska Z/BDP ja ZBMP ovat suoria kulmia, BDPM on jannenelikulmio, ja siis kulma ZMDP =
/M BP. Toisaalta kulma /M BP = /CBP = /BAC.

Kun kaikki ndmé yhtalot laitetaan yhteen, saadaan kulma ZADM = 90 — ZBAC. Siis jana DM on
kohtisuorassa suoraa AC vastaan. Jos siis kolmiolle ADFE piirretdéin korkeusjana pisteeseen D, se jatkaa
janaa DM.

Vastaavasti voidaan osoittaa, etté jos kolmiolle ADFE piirretééin korkeusjana pisteeseen E, se jatkaa janaa
EM.

Siis M on kolmion ADFE korkeusjanojen leikkauspiste.

12. Olkoon wy ja wo ympyrdité, keskipisteindén Op ja Os. Oletetaan, etti wy ja wo leikkaavat pisteissi A ja
B. Piirretdéin ympyroille wo ja w; tangentit pisteeseen A. Nam# leikkaavat suorat O1 B ja Oy B pisteissi K
ja L.

Osoita, ettéd suorat KL ja 0105 ovat yhdensuuntaisia.

tehtivin ratkaisu: Koska kulmat /LAB ja ZAO10O- ovat yhtéisuuria, kulma /LAB = %LAOlB =
90 — ZABO; = 90 — ZABK . Vastaavalla paittelylld saadaan /K AB =90 — ZABL.

Tastd saadaan /LAK + /LBK = Z/LAB+ /BAK + Z/LBA+ +/ABK = 180. Koska nelikulmio, jossa
vastakkaisten kulmien summa on 180 on jédnnenelikulmio, LAK B on jannenelikulmio.



Jéannenelikulmiossa sivun ja diagonaalin vélinen kulma on sama kuin vastakkaisen sivun ja toisen dia-
gonaalin vilinen kulma. N&in ollen kulmat /BKL ja ZLAB ovat yhtd suuria. Edelld nidytetyn nojalla
/BKL=/LAB =90—- ZABK.

Siis KL ja AB ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Koska AB ja 0105 ovat myos kohtisuorassa toisiaan
vastaan, KL ja 0102 ovat yhdensuuntaisia.

13. Olkoon ay,...,a1; luonnollisia lukuja, ja jotka ovat vdhintédn 2, ja joiden summa on 407. Olkoon n
luonnollinen luku. Lasketaan yhteen jakojainnokset, kun n jaetaan luvuilla aq,...,a11,4a1,...,4a11.
Onko mahdollista, ettd kyseinen jakojdénnosten summa on 20127

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Ei ole mahdollista.
Tehdéén vastaoletus, kyseinen jakojdannosten summa on 2012.
Kun n jaetaan luvulla z;, suurin mahdollinen jakoja#nnés on x; — 1. Nyt

(1'1—1)+...,($11—1)+(4$1—1)+...,(4$11—1):2013.

Téamé tarkoittaa sitéd, ettd kaikki paitsi yksi seuraavista kongruenssiyhtéloista péatee: n = —1 mod x5,
n = —1 mod 4x;. Lisdksi se yksi poikkeuskongruenssi on -2.
Siis on olemassa i, jolle n = —1 mod x;, n = —2 mod 4x; tai n = —2 mod x;, n = —1 mod 4z;.

Tamé on kuitenkin mahdotonta, koska kongruenssit mod z; ja mod 4x; eroavat z;:n monikerralla.

14. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Kutsutaan n:n péaitekijoiksi kahta suurinta luvun n tekijié, jotka
eroavat luvusta n.
Olkoon nyt a ja b positiivisia kokonaislukuja, joilla on samat p#édtekijit. Osoita, ettd a = b.

tehtédvin ratkaisu: Olkoon p, ¢ luvun n padtekijit, p > q. Merkitdén p’ = % jaq = % Nyt p’ on luvun
n pienin alkutekiji, ja ¢’ on joko luvun n toiseksi pienin alkutekiji, tai sitten ¢’ = p'>.
Olkoon nyt p, g lukujen a, b yhteiset padtekijit, p > ¢. Olkoon p),, ¢,,, p}, q;, kuten edella.

Nyt p= 4% = i jaq= % =t Tistd saadaan apj = bp, ja aq), = bq,, misti saadaan p,q, = plq,. Jos

Pl ql, q;
nyt ¢, tai g, on alkuluku, ¢, = g} ja pl, = p}, ja tehtdvd on ratkaistu.
Jatkossa siis voidaan olettaa ¢, = pf jagq, = pgz.

Mutta nyt p}(p,)? = p,(p},)?, mistd saadaan p,, = p} ja ¢/, = g}, eli todistus valmis.
15. Olkoon a, b, ¢, d positiivisia reaalilukuja, joille
2(a+b+c+d) > abed.

Osoita, etté
a?® + b% + 2+ d? > abed.

tehtivin ratkaisu: Oletetaan ensin, ettd abed > 16.
Sovelletaan Cauchy-Schwarzia jonoihin (a, b, ¢, d) ja (%, i, i, %) Saadaan

a2—|—b2—|—c2+d224(

a+b+c+d,,
4 )

Toisaalta tehtédvinannon oletuksen nojalla

a+b+c+d,, abed
Oikea puoli on oletuksen abcd > 16 nojalla suurempi kuin abed, ja tapaus valmis.
Oletetaan sitten, ettd abed < 16.

Soveltamalla aritmeettis-geometristi epdyhtlod jonoon (a?,b?, c2, d?) saadaan

A(

a?® + b% + 2+ d? > 4V abed.

Oikea puoli on oletuksen abcd < 16 nojalla vahintédén abed. Todistus valmis.

16. Olkoon a, b, ¢, d positiivisia kokonaislukuja, joille ¢ > b. Oletetaan lisdksi a + b+ ¢+ d = ab — cd. Osoita,
ettd a + c ei ole alkuluku.



tehtéviin ratkaisu: Koska a + b+ c+d > 0, myds ab — cd > 0. Tésté seuraa 4 > ¢ > 1, eli a > d.
Lasketaan seuravaksi mod a + c:

b+d=a+b+c+d=ab—cd=ab+ad—ad—cd = ab+ ad — (a + ¢)d = ab + ad.

Siis a + clab+ad —b—d = (a — 1)(b+ d).
Nyt a + c ei jaa lukua a — 1,koska a + ¢ > a — 1. Jos siis a + ¢ on alkuluku, a + ¢|b+ d. Mutta tésti seuraa
b+ d > a+ c, mutta tdmé on ristiriita, koska a > d ja ¢ > b.

17. Olkoon P(x) ja Q(z) astetta 10 olevia polynomeja niin, etti kummankin kymmenennen asteen kerroin
on 1. Lisiiksi oletetaan, ettd yhtilolla P(x) = Q(x) el ole reaalisia ratkaisuja.
Osoita, ettd yhtalolld P(x — 1) = Q(x + 1) on reaalinen ratkaisu.

tehtivin ratkaisu: Olkoon R(z) paritonasteinen polynomi. Télloin lim,_, o, R(x) on plus tai miinus
déiretén, samoin lim,_, ., R(x) on plus tai miinus ddreton. Liséksi lim, oo R(z) = —lim,, o, R(x). Téstd
seuraa, ettdi R(x):114 on nollakohta, koska sen kuvaaja ei voi hypéti nollan yli.

Koska tiedetédén, ettd P(z) — Q(x):114 ei ole nollakohtia, sen tdytyy olla parillisasteinen polynomi. Koska
P:n ja @Q:n kummankin korkeimman asteen kerroin on 1, P(x) — Q(z) on korkeintaan kahdeksanasteinen.

Siis P(z):n ja Q(x):n yhdeksinnen asteen kerroin on sama, olkoon se r.

Kirjoittamalla polynomi P(x—1) auki nihdééin, ettd sen kymmenenen asteen kerroin on 1 ja yhdekséinnen
asteen kerroin on r—10. Kirjoittamalla polynomi Q(z+1) auki nihd&én, etti se kymmenennen asteen kerroin
on 1 ja yhdeksénnen asteen kerroin on r + 10.

Siis P(z — 1) — Q(z + 1):n kymmenennen asteen kerroin on 0 ja yhdeksénnen asteen kerroin on -20. Siis
kyseinen polynomi on astetta 9, ja silla on nollakohta.

18. Olkoon S konveksi n-kulmio, n pariton.

S:a#n piirretddn kirkid yhdistdvid janoja, kuitenkin niin, ettd mikééin jana ei yhdistd kahta vierekkéista
kérked.

Sanomme, ettd jana on hyvé, jos se leikkaa tdsmaélleen yhté toista janaa S:n sisillé.

Miké on suurin méérd hyvid janoja, joka monikulmiossa voi olla?

tehtédvin ratkaisu: Vastaus: Suurin mahdollinen mé#ra janoja on n — 3.

n — 3 janaan pa#dstddn seuraavasti. Olkoon k monikulmion kérki. Piirretdéin jana, joka yhdistdd k:n
viereiset kérjet, seké janat, jotka yhdistdavét k:n kaikkiin muihin kérkiin paitsi viereisiin.

Osoitetaan sitten, ettd n — 3 hyvééd janaa ei voida ylittda. Osoitetaan samaan syssyyn, ettd jos m on
parillinen, n — 2 janaa ei voida ylittaa.

Osoitetaan ensin induktiolla, ettd jos n on pariton, voidaan piirtdd korkeintaan n — 3 janaa, jotka eivit
leikkaa toisiaan. Kolmioon ei voida piirtdd yhtdédn janaa, joten induktio ldhtee kdyntiin.

Oletetaan sitten, ettd m-kulmiossa, m pariton, on yli m — 3 janaa, jotka eivit leikkaa toisiaan. Olkoon J
sellainen jana, ettd kaikki muut janat ovat J:n samalla puolen (sanotaan vasemmalla). Téllsin J:n oikealla
puolen olevat pisteet voidaan pyyhkid pois, jolloin J:stéd tulee monikulmion reunaviiva.

Jos pyyhimme pois parillisen mééran pisteitéd, saamme pienemmén monikulmion, jossa on, sanokaamme
m’ kirked (m’ < m), ja yli m’ — 3 toisiaan leikkaamatonta janaa. Ristiriita.

Jos taas pyyhimme pois parittoman mé#ran pisteitd, oletamme, ettd J:n péditepisteet ovat a ja b. Nyt
joko a tai b on sellainen, ettéd se ei ole muun janan kuin J:n p#étepiste. Oletetaan symmetrian perusteella,
ettd b on téllainen. Voimme pyyhkié pois J:n ja b:n. Saamme samaan tapaan pienemmén monikulmion, joka
johtaa ristiriitaan.

Samaan tapaan voidaan osoittaa, ettd m- kulmiossa, m parillinen, on korkeintaan m — 2 janaa, jotka
eivit leikkaa toisiaan.

Nyt siis tieddmme, etti jos hyvit janat eivit leikkaa toisiaan, viite pétee.

Todistetaan induktiolla, ettd jos n on parillinen, voidaan piirtdd korkeintaan n — 2 hyvié janaa, ja jos n
on pariton, voidaan piirtdd korkeintaan n — 3 hyvéa janaa.

Olkoon n nyt parillinen tai pariton. Jos on kaksi toisensa leikkaavaa hyvai janaa AB ja C'D, mitkd&n
muut janat eivit voi leikata AB:téd ja C'D:té. Niinpé vileilldi AC, CB, BD, DA olevat kiirjet (p#étepisteet
mukaanluettuna) muodostavat monikulmiot, ja jokainen alkuperiiseen monikulmioon piirrety jana (paitsi
AB ja CD) sisiiltyy johonkin n#istd pienemmistd monikulmioista janana, joka ei yhdistd kahta periikkiisté
kéarked. Jos nimittéin jokin janoista AB, BC,C A, AD on piirretty, se ei voi leikata mitdan muuta janaa, ja se
voidaan jattad huomiotta. Olkoon kirkien méarat valeilld xz ac, zoB, TBp, Tpa paitepisteet mukaanluettuna.



Nyt xac +xcp +2pp +2pa =n +4.

Jos n on parillinen, hyvien janojen mééri on korkeintaan 2+ (zac—2)+(zcp—2)+(zpp—2)+(xpa—2) =
n — 2. Jos taas n on pariton, jokin luvuista x; on vdhintddn 3, ja hyvien janojen méi#rd on korkeintaan
24 (xac—2)+ (rep—2)+ (xpp —2)+ (pa —2) —1=n—-3.



