Keséan 2024 valmennustehtavasarja

Helpommatkin tehtédvit ovat vaikeampia kuin koulutehtévét, eiké ole oletettavaa etté niitd pystyisi ratkomaan
ilman vaivanndkod. Sinnikds yrittaminen kannattaa. Myos osittaiset ratkaisut tai vain yritykset muutamaan
tehtédvadn kannattaa palauttaa. Vaikka tehtdvaa ei saisi valmiiksi asti tehtyé, sitd pitkddn miettinyt oppii
malliratkaisuista enemmaén. Helpommissakin tehtédvissa olennaista on kirjoittaa perustelut eiké vain laskea
lopputulosta esim. laskimella. Tehtévit eivét ole vélttaméatta vaikeusjarjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi loytéaé; https:
//aops.comjahttps://math.stackexchange.com lienevit tunnetuimpia. Naiden kdyttdminen ei ole haitaksi
ja niistd voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittiméén ensin itse. My6s tehtédvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siithen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtéviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Ratkaisuja toivotaan viimeistddn 1.9.2024 mennessa sihkopostitse Veera Nurmelalle:
beepa.art@gmail.com

Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/|

Huom! Koska niin ratkaisuiden ymmaérrettdvyyden kuin kilpailuissa saatavien pisteiden kannalta on
oleellista, ettd ratkaisut on kirjoitettu selkeélld ja riittdvén tarkalla tavalla, kiinnitetédén ratkaisuista saatavassa
palautteessa huomiota myos ratkaisuiden kirjoitusasuun.

Huomiota kiinnitetddn mm. seuraaviin asioihin:

e Onko pédttelyaskeleet perusteltu jarkevilld tarkkudella, eiké liian pitkid intuitiohyppyjé ole tehty. Sité,
miké on "liian pitkéd intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea mééritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy on liian
pitké:

Nyt z1,..., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 < i < j < 40,
joille T, = Ty.
Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt z1, ..., x40 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sédrmid. Koska sdénnolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = x;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virk-
keitd. Téllaisesta tyylistd nédette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Tahén
kannattaa pyrkia.

Hyvdd matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteitd siksi, ettd tuomarit eivét ole ymmaéartaneet
hienoja ideoitasi.


https://aops.com
https://aops.com
https://math.stackexchange.com
https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/

Helpompia tehtavia

Joissain néissé tehtédvisséd saattaa olla apua pisteen potenssista ja sen kdénteisestéd versiosta sekéd polynomien
tulomuodosta. Pisteen potenssista voi lukea oppaan |”Kilpamatematiikan peruskurssi” luvusta 24.2 (linkkz).
Pisteen potenssin kdinteinen versio sanoo seuraavaa: Olkoot P, A, B, C, D pisteiti tasossa seké pisteet P, A, B
ja P,C, D samalla suoralla. Liséksi oletetaan, ettd kaikki pisteet A, B, C, D eivit ole samalla suoralla ja, ettd
piste P on joko seké pisteiden A ja B ettd pisteiden C ja D vilissd tai ettd se ei ole kummassakaan edellisista
véleistd. Jos pétee

PA-PB=PC-PD,

niin pisteet A, B, C ja D ovat samalla ympyriilli. Polynomien tulomuodosta (eli polynomien esittdmisesté
sen nollakohtien avulla) taas 16ytad tietoa |”Kilpamatematiikan peruskurssin” luvusta 8 (linkki).

1. Suorakulmaisen kolmion kahden sivun pituudet ovat 3 ja 4. Kuinka pitkéd kolmas sivu on?

2. Rosa rakentaa 16 x 24-kokoista pelilautaa. Han haluaa kidyttad samankokoisia neliGnmuotoisia laattoja
pelilaudan rakentamiseen. Mika on suurin mahdollinen laatan koko, mitd hén voi kayttaa?

3. Olkoona+1=b+2=c+3=d+4=a+b+c+d+5. Laskea+b+c+d.

4. Poydalla on 16 palloa, joiden painot ovat 13,14,15,...,28 grammaa. Etsi 13, 14, 27 ja 28 grammaa
painavat pallot orsivaa’an avulla tekemélld yhteenséd korkeintaan 26 punnitusta.

5. Kuinka moni luvun 3 positiivisista, parillisista monikerroista on neliluku ja pienempi kuin luku 20247

6. Kaksi ympyraé leikkaavat toisensa pisteissi E ja F. Erés suora leikkaa ndmé& ympyrit pisteissia A, B,
C ja D, tassa jirjestyksessd. Jos kulma ZAFD = o, niin kuinka suuri on kulma ZCEB (kulman « avulla
ilmaistuna)?

7. Laatikossa on keltaisia, sinisié ja punaisia palloja, kymmenen kutakin vériad. Kuinka monella eri tavalla
pallot voidaan jakaa kymmenen ja 20 pallon ryhmiin niin, ettd kumpikin ryhmé sisdltdé ainakin yhden pallon
kutakin varia?

8. Erddssd positiivisten kokonaislukujen jonossa uusi termi saadaan lisdamaélld edelliseen termiin sen suurin
numero. Miké on suurin mahdollinen mééara perikkaisid parittomia lukuja, joita jonossa voi olla?

9. Miéritelldan
P(x) = (x —1%)(x — 2%) - - (x — 100?).

Kuinka monella kokonaisluvulla n pitee P(n) < 07

10. Olkoon f(z) toisen asteen reaalilukukertoiminen polynomi. Osoita, ettd on olemassa toisen asteen
polynomit h(z) ja g(z), joilla pitee f(z)f(z+ 1) = h(g(x)).

11. Olkoon ABC terdvikulmainen kolmio. Liséiksi oletetaan, etté pisteen B kautta kulkeva suora, joka
on kohtisuorassa sivua AC vasten, leikkaa ympyréan, jonka halkaisija on AC, pisteissd P ja (). Vastaavasti
oletetaan, ettd pisteen C' kautta kulkeva suora, joka on kohtisuorassa janaa AB vasten, leikkaa ympyrin,
jonka halkaisija on AB, pisteissid R ja S.

Osoita, etté pisteet P, @, R ja S ovat samalla ympyralla.

12. Aliisa pelaa kolikoilla seuraavaa pelié laatikoita A ja B kayttden: Aluksi laatikossa A on n kolikkoa ja
laatikko B on tyhjd. Yhdelld askeleella Aliisa voi siirtdd yhden kolikon laatikosta A laatikkoon B tai poistaa
laatikosta A k kolikkoa, missé k on laatikossa B olevien kolikoiden lukuméira. Aliisa voittaa pelin, kun
laatikko A on tyhja.

(a) Osoita, ettd jos laatikossa A on aluksi 6 kolikkoa, niin Aliisa pystyy voittamaan neljilléd askeleella.

(b) Aluksi laatikossa A on 2018 kolikkoa. Miké on pienin mééré askelia, joka tarvitaan, jotta Aliisa voittaa
pelin?


https://kurssi.matematiikkakilpailut.fi/24_pisteen_potenssi.html
https://kurssi.matematiikkakilpailut.fi/08_polynomit_I.html

Vaikeampia tehtiavia

Joissain seuraavista tehtédvistd saattaa olla hyotyd ddrettomén laskeutumisen periaatteesta tai ”Lifting the
exponent” lemmasta.

Asrettomin laskeutumisen periaatteesta voi lukea esimerkiksi teoksen
” Lukuteorian tormdayskurssi” esimerkisti 5 (linkki).

Lifting the exponent lemmaan taas voi tutustua esimerkiksi Matematiikkakilpailijat blogin (linkki) avulla.

13. Tarkastellaan sdénnollistd 12-kulmiota. Kuinka monella eri tavalla voidaan muodostaa tasoon nelio, jonka
kaksi kérked ovat 12-kulmion kérkien joukossa?

14. Kaksi ympyrdd w; ja wo leikkaavat pisteissi A ja B. Mielivaltainen pisteen B kautta piirretty suora
leikkaa ympyrit w ja wq pisteissid C' ja D (samassa jérjestyksessd). Pisteet F ja F' valitaan ympyroiltéd wq
ja wo (samassa jirjestyksessi) siten, etti CE = CB ja BD = DF. Oletetaan, ettd BF leikkaa ympyrin w;
pisteessd P ja BFE leikkaa ympyrédn wo pisteessd Q.

Osoita, ettd A, P ja @) ovat samalla suoralla.

15. Muodostetaan kirjaimista A, B ja C' kuuden kirjaimen sana. Kirjain A valitaan todennikoisyydelld z,
kirjain B todenniikdisyydelld y ja kirjain C todennékoisyydelld z, missd x+y+2z = 1. Mill4 todennékéisyyksilla
x, y ja z sanan BACBAB todennékéisyys on maksimaalinen?

16. Tarkastellaan bin#éristd sanaa W = aqas ... a,. Yhdelld siirrolla voidaan poistaa tai lisdtéd tyyppia AAA
oleva sana, missd A on bindirisana. Voidaanko néilld siirroilla muodostaa sana 10 sanasta 017

17. Positiiviset kokonaisluvut xi,zs,..., 27 toteuttavat ehdot ¢ = 144 ja @y 13 = Tpi2(Tpy1 + 2,), kun
n=1,2,3,4. Etsi luvun z7 kolme viimeistd numeroa.

18. Etsi kaikki polynomit p(z), joille ap(z — 1) = (z — 26)p(x) kaikilla reaaliluvuilla x.

19. Olkoot aj,as,...,as,+1 sellaisia kokonaislukuja, ettéd jos mikd tahansa luvuista poistetaan, niin loput
luvuista voidaan jakaa kahteen n luvun joukkoon, joiden summat ovat samat. Osoita, ettd on oltava a; =
a2 = ... = Q2p+41-

k

20. Etsi kaikki alkuluvut p, joilla 117 4+ 107 on jonkin kokonaisluvun potenssi n”, missd k£ > 1.

21. Etsi kaikki funktiot f : Z* — ZT (missii ZT tarkoittaa positiivisten kokonaislukujen joukkoa), joille
pitee f(n!) = f(n)! kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n ja joille luku m — n jakaa luvun f(m) — f(n)
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla m, n.

22. Kolmion ABC sisdén piirretty ympyré, jonka keskipiste on I, sivuaa sivua BC pisteessd D. Suora DI
leikkaa AC':n pisteessi X . Pisteestd X piirretty tangentti (eri kuin AC) kolmion siséén piirretylle ympyrille
leikkaa AB:n pisteessd Y. YT ja BC leikkaavat toisensa pisteessi Z. Osoita, etti AB = BZ.

23. Olkoon M jokin piste kolmion AABC sisilld seké pisteet Ay, By ja Cy pisteen M kohtisuorat projektiot
sivuille BC, C' A ja AB vastaavasti. Osoita, etté

MA-MB-MC > (MAy + MB;)(MB, + MCy)(MCy + MA;).


http://matematiikkakilpailut.fi/kirjallisuus/tormayskurssi.pdf
https://blog.matematiikkakilpailut.fi/2018/07/19/Vp.html

24. Olkoot ay,as,...,a, keskenéddn eri suuria positiivisia kokonaislukuja ja olkoon M joukko, jonka alkiot
ovat n — 1 positiivista kokonaislukua, joista miké#in ei ole s = a7 4+ a2 + ... + a,. Heinésirkka hyppelee
reaaliakselilla. Se lahtee origosta ja tekee n hyppyé oikealle. Hyppyjen pituudet ovat aq,as, ..., a, jossain
jirjestyksessé.

Osoita, ettéd heindisirkka voi jirjestdd hyppynsé niin, ettei se milloinkaan osu pisteeseen, jonka koordinaatti
on joukossa M.

|Paina tisti, jos haluat tehtdvin 24 vihjeet ndkyviin. (Huom! Nippdin ei toimi internetselaimessa vaan
| tiedosto pitid ladata ja avata pdf-tiedostona sellaisella lukijalla, joka tukee useita pdf-tasoja. )|




