Uppgiftsseriepaket september

Aven de enklaste uppgifterna #r svarare in skoluppgifter, och man bér inte anta att de ska ga att 16sa utan
anstringning. Det lonar sig att kimpa pd ndir man arbetar med uppgifterna. Aven om man inte skulle fa hela
uppgiften 16st, sa lir man sig mera av modellssningarna om man forst funderat linge pa uppgiften. Aven i
de enklare uppgifterna &r det bra att skriva ut motiveringar och inte bara berdkna slutresultatet med t.ex.
en riknare. Uppgifterna &ér inte nodvéndigtvis ordnade enligt svarighetsgrad.

Vi dr mycket medvetna om att det pa nétet finns manga platser dir man kan hitta loésningar; https:
//aops.com och https://math.stackexchange.com dr troligen de mest kinda. Anvindande av dessa &r
inte till skada, och man kan &ven lidra sig mycket av dem, men vi rekommenderar att man forst forséker
16sa uppgifterna sjalv. Man kan &ven lidra sig mycket av att fundera pa uppgifterna tillsammans med andra
personer som arbetar med uppgifterna, ifall att mojlighet till det erbjuds.

Ibland slinker det med fel i uppgifterna. Upptéickta fel kan meddelas pa handledarnas sida

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Losningar 6nskas senast den 26.2.2023 per epost.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi
Uppmérksamma meddelandet om dataskyddet:

https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/|

OBS! Fran och med nu bérjar vi d&ven uppmérksamma hur den l6sningen dr skriven, och till er ges
negativ feedback dven for det att svaren &r otydligt skrivna.
Vi observerar bland annat foljande saker:

e Varje steg i resonemang méaste motiveras med en férnuftig noggrannhet, man far inte gora alltfor langa
intuitionshopp. Det som dock &r ”for langa intuitionshopp”ir svart att definiera. Féljande exempel har
ett intuitionshopp som &r for langt:

Nu ar z1,...,x40 en 6ljd av kanter i en regelbunden 20-sidig polyeder P. Alltsa existerar
det 1 <7 < j <40, for vilka x; = x;.

Det skulle vara béttre att skriva:

Nu ar x1,...,x40 en f6ljd av kanter i en regelbunden 20-sidig polyeder P. Eftersom en
regelbunden 20-sidig kropp enbart har 30 kanter, existerar det 1 < i < j < 40, for vilka
xXr; = ZCj.

e Korrekt matematisk text bestar av hela meningar, och dven formler &r en del av meningarna. Du hittar
exempel av denna stil exempelvis i den senaste tidens exempelsvar. Det 16nar sig att efterstrdva den
hér stilen. Eftersom ni inte &nnu dr universitets-studerande, godkénner jag dven svar av er dér t.ex.
en rad ekvationer kopplats samman enabrt med ekvivalenspilar, om uppgiften mojliggor denna sorts
l6sningar.

e Om du &r osiiker 6ver ldsbarheten i din skrivstil, skriv da svaren med dator.

Bra matematisk text lar man sig tillverka enbart genom att 6va. Néar du i tdvlingssituationer skriver dina
svar tydligt, kan du vara sidker pa att du i alla fall inte forlorar poing pa grund av att domarna inte forstatt
dina fina idéer.
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Enklare uppgifter

1. Viskriver zoy = 2z 4+ y+ 1. Visa att det existerar ett reellt tal a, for vilken a oy = y for alla reella tal y.
2. Visa att medeltalet av kvadraterna av tre heltal i f6ljd inte kan vara ett heltal.

3. Lat a,b > 1 vara reella tal.
Visa att ab+1 > a +b.

4. Leta efter oéndligt manga funktioner f: Z; — Zy (Z4 #r de positiva heltalen), som uppfyller kravet
fin+1)= f(n)+2" ! for allan > 1.

5. Lat ny,...,ns vara fem udda tal i foljd, pa sa sétt att ns dr delbar med talet 3. Visa att talen n;,nj,
1 # 4,1 <i,5 <5, inte har gemensamma faktorer.

6. Lat A vara en regelbunden n-horning, med sidlingden 1. Visa att arean av en cirkel som ritas runt A och
arean som begrinsas av cirkelringar som ritas in i A inte beror av variablen n.

7. Lat N vara en konvex fyrhoérning. Vi binder ihop N nérliggande sidors medelpunkter med stréckor. Vi
gor det hér for alla par av nérliggande sidors medelpunkter. Visa att arean av den fyrhorning som skapas
pa det hér séttet &r till sin storlek hélften av N:s area.

8. Vi betecknar ett slutet interval [0, 1] och ett ppet intervall ]0, 1[. Leta efter bijektionen b : [0,1] —]0, 1].

9. Lat o vara en 2-platsrikneoperation i mingden av naturliga tal, alltsd om x,y &r naturliga tal, sa géller
x oy = z for nagot naturligt tal z.

Vi antar att det existerar ett b € N, for vilken x o b = z for varje x € N.

Vi antar dessutom att det existerar a,a’ € N, for vilka a oz = x och @’ o x = x for varje z € N.

Visa att a = d'.

Svarare uppgifter

10. Lat S vara en cirkel och S’ en cirkel som ér ritad innuti cirkeln S, och som tangerar cirkeln S i punkten
P'. Lat S” vara en cirkel utanfér cirkeln S, som tangerar cirkeln S i punkten P”.

Lat C' vara cirkeln S”:s medelpunkt, och C” cirkeln S”:s medelpunkt. Lat P vara strickorna C’'C” och
P'P":s skirningspunkt.

Visa att PC’ : PC” #r samma som férhallandet mellan cirklarna S’ och S”:s radier.

11. Lat f, g vara tva andra gradens polynom, vars koefficienter &r ettor. Vi antar att polynomen f,g och
f =+ g alla var for sig har tva nollstéallen.

Vi antar att avstanden (positiva) mellan polynomen f, g:s nollstéllen &r samma, lat detta avstand vara
d. Visa att avstandet mellan polynomet f + g:s nollstéllen (positiva) ér hogst d.

12. Vi antar att vi har ett ord S, som bestar av 125 A-bokstéver och 125 B-bokstéver. Dessa kan forekomma
i vilken ordning som helst.

Till ordet kan man gora foljande operation: Ta ett delord S” ur ordet S som bestar av bokstéiver i f6ljd
och som har lika manga A- och B-bokstéver. Delordet svinger man bakochfram, och varje A i ordet ersétts
med ett B och varje B erséitts med ett A.

Existerar det ett sddant ord S och en f6ljd operationer sa att efter att man utfort féljden av operationer
sa har S blivit S baklanges?

13. En kortlek har 101 kort, numrerade 0-100. 100 barn gor alla foljande operation: Blandar korten. Sedan
svéinger hen upp ett kort i taget fran kortleken, hundra ganger, och efter varje uppsvingt kort skriver hen
medeltalet av virdena pa de korten som hen hittills dragit pa tavlan.

Pa det hér séttet skrivs det 100 x 100 tal pa tavlan. Visa att det bland med dessa tal finns samma tal
tva ganger.



14. Lat a,b, c vara positiva reella tal for vilka a + b+ ¢ = 1. Visa att

.1b 2
a\3/7+b§/2+c§'/3§ab+bc+ca+.
a b c 3

15. Pa tavlan finns det 100 positiva heltal. Carita spelar ett spel diar hen véljer talet ¢ fran tavlan, sa att
¢ = a+ b och sa att talen a, b ocksa finns pa tavlan. Carita ersitter talet ¢ med nagot storre heltal.

Spelet tar slut om Carita inte mera kan gora ett drag. Carita forsoker spela spelet sa att det aldrig tar
slut. Visa att det dr omojligt.

16. Vi undersoker alla hundrasiffriga tal som &r delbara med talet 19. Visa att det existerar lika manga
sadana tal som inte innehaller siffrorna 4,5,6 som det finns tal som inte innehaller siffrorna 1,4,7.

17. Undersoker ekvationen
abbc _ Ca7

dar a, b, ¢ 4r positiva heltal.
Lat p vara ett primtal, sa att pla. Visa att pl|b.

18. Lat (a;) och (b;) vara tva odndliga f6ljder som bestar av positiva heltal, dir aq, as, by, be dr parvis utan
gemensamma faktorer och mindre &n 1000. Vidare &r a; = a;—1 + a;—2 och b; = b;_1 + b;_o for alla ¢ > 3.
Antar att a;, &r delbar med talet b;,. Visa att ig < 50.



