Uppgiftsseriepaket for oktober

Aven de enklaste uppgifterna #r svarare in skoluppgifter, och man bér inte anta att de ska ga att 16sa utan
anstringning. Det lonar sig att kimpa pd ndir man arbetar med uppgifterna. Aven om man inte skulle fa hela
uppgiften 16st, sa lir man sig mera av modellssningarna om man forst funderat linge pa uppgiften. Aven i
de enklare uppgifterna &r det bra att skriva ut motiveringar och inte bara berdkna slutresultatet med t.ex.
en riknare. Uppgifterna &ér inte nodvéndigtvis ordnade enligt svarighetsgrad.

Vi dr mycket medvetna om att det pa nétet finns manga platser dir man kan hitta loésningar; https:
//aops.com och https://math.stackexchange.com dr troligen de mest kinda. Anvindande av dessa &r
inte till skada, och man kan &ven lidra sig mycket av dem, men vi rekommenderar att man forst forséker
16sa uppgifterna sjalv. Man kan &ven lidra sig mycket av att fundera pa uppgifterna tillsammans med andra
personer som arbetar med uppgifterna, ifall att mojlighet till det erbjuds.

Ibland slinker det med fel i uppgifterna. Upptéickta fel kan meddelas pa handledarnas sida

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Losningar 6nskas senast den 26.11.2023 per epost.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi

Uppmérksamma meddelandet om dataskyddet:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/|

OBS! Fran och med nu bérjar vi d&ven uppmérksamma hur den lésningen dr skriven, och till er ges
negativ feedback dven for det att svaren &r otydligt skrivna.
Vi observerar bland annat foljande saker:

e Varje steg i resonemang maste motiveras med en férnuftig noggrannhet, man far inte gora alltfor langa
intuitionshopp. Det som dock &r ”for langa intuitionshopp” ar svart att definiera. Féljande exempel har
ett intuitionshopp som é&r for langt:

Nu ar z1,...,x40 en 6ljd av kanter i en regelbunden 20-sidig polyeder P. Alltsa existerar
det 1 <7 < j <40, for vilka z; = x;.

Det skulle vara béttre att skriva:

Nu &r x1,...,x40 en foljd av kanter i en regelbunden 20-sidig polyeder P. Eftersom en
regelbunden 20-sidig kropp enbart har 30 kanter, existerar det 1 < i < j < 40, for vilka
Ti = Tj.

e Korrekt matematisk text bestar av hela meningar, och &ven formler dr en del av meningarna. Du hittar
exempel av denna stil exempelvis i den senaste tidens exempelsvar. Det lonar sig att efterstriva den
hér stilen. Eftersom ni inte &nnu &r universitets-studerande, godkéinner jag dven svar av er dér t.ex.
en rad ekvationer kopplats samman enabrt med ekvivalenspilar, om uppgiften mojliggoér denna sorts
16sningar.

e Om du &r osiiker 6ver ldsbarheten i din skrivstil, skriv da svaren med dator.

Bra matematisk text lar man sig tillverka enbart genom att 6va. Nér du i tdvlingssituationer skriver dina
svar tydligt, kan du vara sidker pa att du i alla fall inte forlorar poing pa grund av att domarna inte forstatt
dina fina idéer.
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Enklare uppgifter

1. Rulltrapporna ror sig uppat ett steg pa tva sekunder. Janne star i mitten av rulltrappan. Janne ror sig
ett steg i sekunden. Forst ett steg uppat, sedan tva nerat, sedan ett uppat, sedan tva nerat osv.
Ror sig Janne uppat eller nerat?

2. Lat A vara méngden av de punkter i planet vars bada koordinater &r heltal. I den hér uppgiften underséker
vi planets uppdelning i fyrhorningar som uppfyller féljande villkor

e Alla fyrhorningars alla horn &r punkter i mangden A, och varje punkt i méngden A &r horn till
atminstone en fyrhérning.

e Varje punkt i planet dr antingen exakt en fyrhérnings inre punkt, exakt tva fyrhérningars gemensamma
randpunkt, eller flera fyrhorningars hoérn.

En indelning av planet i kvadratiska rutor pa samma sitt som rutpapper, dir rutans sidlingd ar 1, ar
tydligt en uppdelning av planet i fyrhorningar som uppfyller kraven ovan. Ge ett exempel pa en annan
uppdelning av planet i fyrhérningar som uppfyller kraven ovan.

3. Vi har en vanlig kubformad térning, vars sidor #r numrerade 1-6, varje tal anvénds en gang. Vi kallar dessa
tal for 6gontal. Sidorna 1 och 6 &r motstaende till varandra, pa samma sétt ar sidorna 2 och 5 motstaende
och sidorna 3 och 4 &r motstaende.

Fran térningen véljer man sidan ¢, och réknar ihop 6gontalen fran alla de sidor som har en gemensam
kant med sidan ¢, dock ridknas inte sidan ¢:s egna 6gontal med i den hér summan. Vilka alla méjliga virden
kan den beskrivna summan anta?

4. Los foljande ekvationssystem i méngden for de reella talen.

22 +y? =10(z +y)
o? —y? =2z —y)

5. Lat n > 1 vara ett positivt heltal. Visa att
1 1 1
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6. Lat en triangel ha sidorna a, b, ¢, vi anvinder samma bokstéiver dven for sidornas lingder. Medianerna
som ritas for sidorna a och b star vinkelritt emot varandra.
Visa att a® + b? = 5c2.

7. Lat xq,...,x101 vara sinsemellan olika stora reella tal. Vi bildar summorna x1 + 2, s + 3, 3+ x4, ...,
101 + T1.
Vad dr den minsta mdojliga méngden olika tal som kan forekomma bland med dessa summor?

8. Tre ballerina figurer snurrar pa sina piedestaler. Den forsta gor tre varv pa 30 sekunder, den andra pa 50
sekunder och den tredje pa 70 sekunder. Vid stunden 0 vetter allas ansikten norrut.
Vad &r det forsta tillfdllet nér alla deras ansikten vetter séderut?

9. Hitta alla l6sningar till foljande ekvationer nér a, b, ¢ dr positiva heltal.

1 1 1
a+b+c=—-—+—-+-=3.
a b ¢



Svarare uppgifter

10. Bestiam alla polynom P med reella koefficienter som uppfyller ekvationen

P(z + P(x)) = 2*P(z)
for alla reella tal x.

11. Rymdfarkostens beséttning bestar av n astronauter. Astronauterna anklagar varandra for att vara
cyloner, dock pa sa sitt att foljande géller:

e Alla gor olika manga anklagelser.

e Alla far olika manga anklagelser riktade mot sig.

e Ingen anklagar sig sjélv.

Visa att det inte finns tva astronauter som anklagar varandra.

12. Lat a,b vara positiva heltal for vilka § > V2.
Visa att % — %@b > /2.

13. Los foljande ekvationssystem i méngden for heltal.

2?2 =yz+1
y?=zx+1
Z2=ay+1

14. Lat a,b vara rationella tal, for vilka a + b och a? + b? &r heltal. Visa att a, b dr heltal.

15. I klassen finns det 37 elever. Lararen ger 36 firgkritor till varje elev pa sa sétt att foljande villkor
uppfylls:

e Ingen far tva fargkritor med samma férg.
e Om A och B ir tva helt valfria elever, sa har A och B exakt en krita var som dr samma firg.

Vad ér den minsta méngden olika farger som ldraren behdver ha till sitt forfogande?

16. Lat n vara ett naturligt tal. Spelbradet bestar av 40 numrerade punkter som dr jimnt utplacerade pa
randen av en cirkel. Anne och Bertta spelar foljande spel. Till férst placerar Anne en spelpjids pa nagon av
spelplanens punkter.

Bertta ser inte spelplanen, men under sin tur meddelar Bertta fyra av spelplanens punkter, och om
spelpjdsen dr pa nagon av dessa sa vinner Bertta.

Under sin tur antingen flyttar Anne spelpjisen ett steg i valfri riktning eller later pjésen sta pa stille.

Anne vinner om inte Bertta vinner pa n rundor.

Bestdm det minsta n for vilken Bertta har en vinststrategi.

17. Lat g5 och % vara positiva braktal i sin forenklade form.

Om talet 55 + Wbo skrivs i sin forkortade form, vad &r det minsta mdjliga talet i ndmnaren?

18. 128 ménniskor sitter i rad lings med ett langt bord. Typen ldngst till vénster har 128 papper i en hog.
Klockan ringer med en minuts mellanrum. Nar klockan ringer kan varje ménniska, om hen vill, géra en av
foljande operationer

e Dela sin egen pappershog i tva lika stora hogar.
e Flytta en av sina egna hogar till nadgon av sina grannar.

Ménniskorna forsoker dela pa pappren sa att alla i slutet har ett papper. Minst hur ldnge tar det hér?



