Syyskuun valmennustehtavéasarja

Helpommatkin tehtdvit ovat vaikeampia kuin koulutehtavit, eikéd ole oletettavaa ettd niitd pystyisi ratko-
maan ilman vaivannidkod. Sinnikds yrittdminen kannattaa. Vaikka tehtdvad ei saisi valmiiksi asti tehtyé, sita
pitkdan miettinyt oppii malliratkaisuista enemmén. Helpommissakin tehtévissd olennaista on kirjoittaa pe-
rustelut eiké vain laskea lopputulosta esim. laskimella. Tehtdvét eivét ole valttdmétta vaikeusjérjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi 16ytéé; https://
aops.com ja https://math.stackexchange. com lienevit tunnetuimpia. Ndiden kédyttdminen ei ole haitaksi
ja niisté voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittdméin ensin itse. Myos tehtdvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siithen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtéviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Ratkaisuja toivotaan viimeistdédn 15.10.2023 mennessé sdhkopostitse.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi

Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/|

Huom! Tiéstédldhin alamme kiinnittdd huomiota myos vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta my0s siité, jos kirjoitatte vastaukset epéselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

o Piiittelyaskeleet on perusteltava jarkevalld tarkkudella, eikd liian pitkid intuitiohyppyja saa tehda.
Sitd, mikd on ”liian pitk# intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea mééritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitké:

Nyt x1, ..., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 <4 < j < 40,
joille Ty = Tj-

Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt x1, ..., x40 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sdrmid. Koska sadnnolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = ;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd nédette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Téhén kan-
nattaa pyrkia. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyviksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkdn ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtéaloité, jos tehtava sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma késialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyvida matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivédt ole ymmaértaneet
hienoja ideoitasi.
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Helpompia tehtavia

. Merkitdéan x oy = 2x + y + 1. Osoita, ettd on olemassa reaaliluku a, jolle a o y = y kaikilla reaaliluvuilla

. Osoita, ettd kolmen perikkiisen kokonaisluvun nelididen keskiarvo ei voi olla kokonaisluku.

SO =R

. Olkoon a,b > 1 reaalilukuja.
Osoita, ettd ab+ 1 > a + b.

4. Etsi dérettéoméin monta funktiota f: Z, — Zy (Z4 on positiiviset kokonaisluvut), jotka toteuttavat ehdon
f(n+1) = f(n) +2"! kaikilla n > 1.

5. Olkoon nq,...,ns5 viisi periikkdistd paritonta lukua niin, ettd ng on jaollinen luvulla 3. Osoita, ettei
luvuilla n,nj, @ # j,1 < 4,5 <5, ole yhteisié tekijoita.

6. Olkoon A sddnnollinen n-kulmio, jonka sivun pituus on 1. Osoita, ettd A:n ympéri ja sisdén piirrettyjen
ympyréarenkaiden rajoittama ala ei riipu muuttujasta n.

7. Olkoon N konveksi nelikulmio. Yhdistetddn V:n vierekkiisten sivujen keskipisteet janoilla. Tehdééin timéa
kaikille vierekkéisten sivujen keskipistepareille. Osoita, ettd nédin saatu nelikulmio on alaltaan puolet N:n
pinta-alasta.

8. Merkitdén suljettua yksikkovélid [0, 1] ja avointa yksikkovélid 10, 1[. Etsi bijektio b: [0,1] —]0, 1.

9. Olkoon o 2-paikkainen laskutoimitus luonnollisten lukujen joukossa, eli jos x,y ovat luonnllisia lukuja,
niin z o y = z jollain luonnollisella luvulla z.

Oletetaan, ettd on olemassa b € N, jolle x o b = z kaikilla z € N.

Oletetaan vield, ettd on olemassa a,a’ € N, joille a oz = x ja a’ o x = z kaikilla z € N.

Osoita, ettd a = a’.

Vaikeampia tehtiavia

10. Olkoon S ympyri, ja S’ ympyrin S sisién piirretty ympyri, joka sivuaa ympyrai S pisteessi P’. Olkoon
S” ympyran S ulkopuolella oleva ympyri, joka sivuaa ympyriéd S pisteessd P”.

Olkoon C’ ympyrin S’ keskipiste ja C” ympyridn S” keskipiste. Olkoon P janojen C'C” ja P'P" leik-
kauspiste.

Osoita, ettd PC’: PC” on sama kuin ympyrodiden S’ ja S” siteiden suhde.

11. Olkoon f,g kaksi toisen asteen polynomia, joiden johtokertoimet ovat ykkosid. Oletetaan, ettd polyno-
meilla f, g ja f + ¢g on kullakin kaksi nollakohtaa.

Oletetaan, ettd polynomien f, g nollakohtien (positiiviset) erotukset ovat samat, olkoon tdmé erotus d.
Osoita, ettd polynomin f + g nollakohtien (positiivinen) erotus on korkeintaan d.

12. Oletetaan, ettd meilld on sana S, joka koostuu 125 A-kirjaimesta ja 125 B-kirjaimesta. Namé& voivat olla
missé jarjestyksesséd tahansa.

Sanalle voidaan tehdi seuraava operaatio: Otetaan S:sti osasana S’, joka koostuu periikkiisistd kirjai-
mista, ja jossa on yhtd monta A- ja B-kirjainta. Osasana kadnnetddn takaperin, ja jokainen A siind korvataan
B:1l4 ja jokainen B korvataan A:lla.

Onko olemassa sellaista sanaa S ja jonoa operaatioita niin, ettd operaatiojonon jilkeen S on muuttunut
S':ksi takaperin?

13. Korttipakassa on 101 korttia, numeroitu 0-100. Kukin 100 lapsesta tekee seuraavan operaation: Héin
sekoittaa kortit. Sitten hin kdantda pakasta yksi kerrallaan sata korttia ja jokaisen kd#nnon jélkeen kirjoittaa
taululle hénelle siithen asti tulleiden korttien keskiarvon.

Niin taululle tulee kirjoitetuksi 100 x 100 lukua. Osoita, ettd nédiden lukujen joukossa on kaksi samaa
lukua.



14. Olkoon a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja, joille a + b + ¢ = 1. Osoita, ettd

.1b 2
a\3/7+b§/2+c§'/3§ab+bc+ca+.
a b c 3

15. Taululla on 100 positiivista kokonaislukua. Carita pelaa pelid, jossa hén valitsee taululta luvun ¢, jol-
le ¢ = a + b joillain sellaisilla a,b, jotka ovat myos taululla. Carita korvaa luvun c jollain suuremmalla
kokonaisluvulla.

Peli loppuu, jos Carita ei pysty tekeméén siirtoa. Carita yrittdd jatkaa pelid ddrettomiin. Osoita, etté se
on mahdotonta.

16. Tarkastellaan kaikkia satanumeroisia lukuja, jotka ovat jaollisia luvulla 19. Osoita, ettd on yhtd monta
sellaista lukua, jotka eivét sisdlld numeroita 4,5,6 kuin sellaisia, jotka eivit sisélla numeroita 1,4,7.

17. Tutkitaan yht&loa
Cbbbc _ ca’
missé a, b, ¢ ovat positiivisia kokonaislukuja.

Olkoon p alkuluku, jolle p|a. Osoita, etti plb.

18. Olkoon (a;) ja (b;) kaksi déiretontd jonoa positiivisia kokonaislukuja, joille ay, as, by, by ovat pareittain
yhteistekijattomii ja pienempia kuin 1000. Liséksi a; = a;_1 + a;_2 ja b; = b;_1 + b;_o kaikilla ¢ > 3.
Oletetaan, ettéd a;, on jaollinen luvulla b;,. Osoita, ettd ig < 50.



