Lokakuun valmennustehtavéasarja

Helpommatkin tehtdvit ovat vaikeampia kuin koulutehtavit, eikéd ole oletettavaa ettd niitd pystyisi ratko-
maan ilman vaivannidkod. Sinnikds yrittdminen kannattaa. Vaikka tehtdvad ei saisi valmiiksi asti tehtyé, sita
pitkdan miettinyt oppii malliratkaisuista enemmén. Helpommissakin tehtévissd olennaista on kirjoittaa pe-
rustelut eiké vain laskea lopputulosta esim. laskimella. Tehtdvét eivét ole valttdmétta vaikeusjérjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi 16ytéé; https://
aops.com ja https://math.stackexchange. com lienevit tunnetuimpia. Ndiden kédyttdminen ei ole haitaksi
ja niisté voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittdméin ensin itse. Myos tehtdvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siithen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtéviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Ratkaisuja toivotaan viimeistdédn 26.11.2023 mennessé sdhkopostitse.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi

Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/|

Huom! Tiéstédldhin alamme kiinnittdd huomiota myos vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta my0s siité, jos kirjoitatte vastaukset epéselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

o Piiittelyaskeleet on perusteltava jarkevalld tarkkudella, eikd liian pitkid intuitiohyppyja saa tehda.
Sitd, mikd on ”liian pitk# intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea mééritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitké:

Nyt x1, ..., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 <4 < j < 40,
joille Ty = Tj-

Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt x1, ..., x40 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sdrmid. Koska sadnnolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = ;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd nédette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Téhén kan-
nattaa pyrkia. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyviksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkdn ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtéaloité, jos tehtava sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma késialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyvida matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivédt ole ymmaértaneet
hienoja ideoitasi.
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Helpompia tehtavia

1. Liukuportaat kulkevat ylospédin yhden askelman kahdessa sekuntissa. Janne on keskelld liukuportaita.
Hén kévelee askelman sekuntissa. Ensin yhden ylos, sitten kaksi alas, sitten yhden ylos, sitten kaksi alas jne.
Kulkeeko Janne kokonaisuutena ylos- vai alaspéin?

2. Olkoon A niiden tason pisteiden joukko, joiden kummatkin koordinaatit ovat kokonaislukuja. Tarkaste-
lemme téssé tehtdvissid tason jakoa nelikulmioihin, jotka toteuttavat seuraavat ehdot

e Kaikkien nelikulmioiden kaikki kérjet ovat joukon A pisteité, ja jokainen joukon A piste on vihintdian
yhden nelikulmion kérki.

e Jokainen tason piste on joko tdsmélleen yhden nelikulmion sisépiste, tdsmélleen kahden nelikulmion
yhteinen reunapiste, tai useamman nelikulmion karki.

Tason jako nelibnmuotoisiin ruutuihin kuten ruutupaperilla, ja ruudun sivunpituus on 1, on selvésti
ylldolevat ehdot toteuttava jako nelikulmioihin. Anna esimerkki jostain muusta ylléolevat ehdot toteuttavasta
tason jaosta nelikulmioihin.

3. Meilld on tavallinen kuutionmuotoinen noppa, jonka tahkot on numeroitu 1-6, jokainen luku kaytetédén
kerran. Kutsutaan néitd lukuja silméluvuiksi. Tahkot 1 ja 6 ovat vastakkaisia, samoin tahkot 2 ja 5 ovat
vastakkaisia ja tahkot 3 ja 4 ovat vastakkaisia.

Nopasta valitaan tahko t, ja lasketaan yhteen kaikkien niiden tahkojen silmé&luvut, joilla on yhteinen
sarmé tahkon t kanssa, paitsi tahkon ¢ itsensi silmélukua ei lasketa mukaan tdhdn summaan. Mitéd kaikkia
arvoja kyseinen summa voi saada?

4. Ratkaise seuraava yhtéaloryhmaé reaalilukujen joukossa.
22 + 9% =10(z +v)
2? —y? =2(z —y)

5. Olkoon n > 1 positiivinen kokonaisluku. Osoita, etta

1 1
< ot <1

1
2 n+1l n+2 ' n+n

6. Olkoon kolmiossa sivut a, b, ¢, kiytetidin samoja kirjaimia my6s sivujen pituuksina. Sivuille a ja b piirretyt
mediaanit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Osoita, ettd a? + b = 5c2.

7. Olkoon x1,...,%101 keskendén erisuuria reaalilukuja. Muodostetaan summat x1 + x2, T2 + x3, T3 + T4,

... 101 +x1.
Mikéa on pienin mahdollinen maé#ra eri lukuja, joka néisséd summissa voi esiintya?

8. Kolme ballerinafiguuria pyorii jalustoillaan. Ensimméinen tekee tdyden kierroksen 30 sekuntissa, toinen
50 sekuntissa ja kolmas 70 sekuntissa. Hetkelld 0 kaikkien kasvot osoittavat pohjoiseen.
Mik& on ensimmaéinen hetki, kuin kaikkien kasvot osoittavat etelddn?

9. Etsi kaikki seuraavat yhtéalon ratkaisut, kun a, b, ¢ ovat positiivisia reaalilukuja.

1

1
- =3.
b+c

1
atb+c=—+
a



Vaikeampia tehtiavia

10. Masrita kaikki reaalikertoimiset polynomit P, jotka toteuttavat yhtalon

P(z + P(x)) = 2*P(z)
kaikilla reaaliluvuilla z.

11. Avaruusaluksen miehisté koostuu n avaruusmiehesti. Avaruusmiehet syyttelevit toisiaan cyloneiksi,
kuitenkin niin, ettd seuraavat pétevit:

e Jokainen tekee eri mééréan syytoksia.
e Jokainen saa niskaansa eri méirin syytoksii.
e Kukaan ei syytd itsedén.
Osoita, ettd ei ole kahta avaruusmiesta niin, ettd he syyttéisivat toisiaan.
12. Olkoon a, b positiivisia kokonaislukuja, joille ¢ > V2. Osoita, etti - ﬁ > /2.

13. Ratkaise seuraava yhtaloryhmé kokonaislukujen joukossa.

2 =yz+1
2 =zr+1
22 =xy+1

14. Olkoon a, b rationaalilukuja, joille a + b ja a? 4+ b? ovat kokonaislukuja. Osoita, etts a,b ovat kokonais-
lukuja.

15. Luokassa on 37 oppilasta. Opettaja antaa kullekin oppilaalle 36 vériliitua niin, ettd seuraavat ehdot
patevat:

e Kukaan ei saa kahta samanvérista variliitua.
e Jos A ja B ovat ketkd tahansa kaksi oppilasta, A:lla ja B:ll4 on tdsmilleen yhdet samanvériset liidut.
Miké on pienin mééaré eri varejd, joka opettajalla pitdd olla kiytossdan?

16. Olkoon n luonnollinen luku. Pelilauta koostuu 40 ympyrdn kehélld tasavilein olevasta numeroidusta
pisteesti. Anne ja Bertta pelaavat seuraavaa pelid. Alussa Anne asettaa pelinappulan johonkin pelilaudan
pisteeseen.

Bertta ei nde pelilautaa, mutta vuorollaan Bertta ilmoittaa nelja pelilaudan pistetté, ja jos nappula on
jossain niisté, Bertta voittaa.

Vuorollaan Anne siirtda nappulaa yhden askeleen jompaan kumpaan suuntaan tai antaa nappulan olla
paikallaan.

Anne voittaa, jos Bertta ei voita n vuorossa.

Maéarita pienin n, jolle Bertalla on voittostrategia.

a . b . . . e e e . .
17. Olkoon &5 ja @ sievennetyssd muodossa olevia positiivisia murtolukuja.

Jos luku 455 + =55 kirjoitetaan sievennetyssi muodossa, miké on pienin mahdollinen arvo nimittéjéssi?

18. 128 ihmisté istuu rivissa pitkén poydén dérelld. Vasemmanpuolimmaisella tyypilla on 128 paperia pin-
kassa. Kello soi minuutin vélein. Aina kun kello soi, jokainen ihminen voi halutessaan tehdi yhden seuraavista
operaatioista

e Jakaa itsellddn olevan paperipinkan kahdeksi yhtd suureksi pinkaksi.
e Siirtdd yhden itsellddn olevan pinkan jommallekummalle naapurilleen.

Thmiset yrittavit jakaa paperit niin, etta lopussa jokaisella on yksi paperi. Kuinka kauan tdhéan vahimmillaan
kuluu?



