Helmikuun valmennustehtavésarja

Helpommatkin tehtéavit ovat vaikeampia kuin koulutehtavit, eikéd ole oletettavaa ettd niitd pystyisi ratko-
maan ilman vaivannikod. Sinnikds yrittdminen kannattaa. Vaikka tehtdvia ei saisi valmiiksi asti tehtyd, sita
pitkéddn miettinyt oppii malliratkaisuista enemmén. Helpommissakin tehtévissé olennaista on kirjoittaa pe-
rustelut eiké vain laskea lopputulosta esim. laskimella. Tehtdvét eivét ole valttdméatta vaikeusjérjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi 16ytéa; https://
aops.com ja https://math.stackexchange.com lienevit tunnetuimpia. Ndiden kédyttdminen ei ole haitaksi
ja niisté voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittdmésn ensin itse. Myos tehtdvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siihen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtédviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Ratkaisuja toivotaan viimeistdén 9.4.2023 mennessé sihkopostitse.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi

Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/,

Huom! Téstéaldhin alamme kiinnittdd huomiota my0ds vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta myos siité, jos kirjoitatte vastaukset epéselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

e Piiittelyaskeleet on perusteltava jarkevalld tarkkudella, eikd liian pitkid intuitiohyppyja saa tehda.
Sitd, mikd on "liian pitka intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea mééritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitka:

Nyt x1, . .., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 <4 < j < 40,
joille Ty = Tj-

Parempi olisi kirjoittaa:
Nyt x1, ..., x40 on jono sddnnillisen 20-tahokkaan P sdrmiid. Koska sadnnolliselld 20-tahokkaalla

on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = ;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd nédette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Téahén kan-
nattaa pyrkia. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyviksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkdn ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtéaloité, jos tehtdva sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma kisialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyvida matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivét ole ymmaértaneet
hienoja ideoitasi.

Helpompia tehtavia

1. Madritelliin f: N — N, jolle £(0) = 2 ja induktiivisesti f(n + 1) = 2/("),
Maéritd pienin n, jolle luvun f(n) kymmenjirjestelméesityksessd on yli 10000 numeroa.
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tehtivian ratkaisu: Vastaus: Vastaus on n = 4. Lasketaan:

£(0) = 2.
F(1) = 4.
£(2) = 16.

£(3) = 65536.

F(4) = 263336 5 (24)10000 - 110000,
Nyt n = 4 kelpaa ratkaisuksi, koska luvun 101%°9 kymmenjirjestelmiesityksesséd on 10001 numeroa.
2. Olkoon r irrationaaliluku ja ¢, g2 rationaalilukuja, missé g2 # 0. Osoita, ettd g1 + qor ja q1 + QQ% ovat

my0s irrationaalilukuja.

tehtavin ratkaisu: Olkoon 7, ¢1, g2 kuten tehtdvinannossa.
Kirjoitetaan ¢; + gor = x, mistéd voidaan ratkaista r = 2. Jos x voitaisiin kirjoittaa kahden kokonais-
luvun osaméirénd = = ¢, myds r voitaisiin kirjoittaa

miké on rationaalilukujen peruslaskutoimitusten tuloksena rationaaliluku.

Jos % olisi rationaaliluku, se voitaisiin kirjoittaa kahden kokonaisluvun osamééréné ¢, mutta téllsin r = g
olisi my0s rationaaliluku.

Siis % on irrationaaliluku, ja tehtdvén loppuosa saadaan soveltamalla tehtdvan alkuosaa lukuihin %, q1, Q2.

3. Er#dssd maassa on joukko K kaupunkeja. Kaupunkien vélilld kulkee yksisuuntaisia lentoja (Jos a:sta b:hen
kulkee lento, b:std a:han voi kulkea lento tai olla kulkematta). Sanomme, ettd kaupunki b on saavutettavissa
kaupungista a, jos a:sta b:hen voi lentéii mahdollisesti vaihtaen lentoa useaankin kertaan. (Médritellidin myos,
ettd jokainen kaupunki on saavutettavissa itsestdén kisin.)

Jos a ja b ovat mité tahansa kaupunkeja, on olemassa kaupunki c, jolle seké a ettéd b ovat saavutettavissa
c:sta.

Osoita, ettd on olemassa kaupunki ¢y, jolle kaikki kaupungit ovat saavutettavissa cg:sta.

tehtdvin ratkaisu: Olkoon ¢y kaupunki, josta pystyy saavuttamaan suurimman méirdn kaupunkeja.
Viitamme, ettd co on tehtavassa kysytty kaupunki.

Tehdédn vastaoletus: On olemassa kaupunki a, jota ei voi saavuttaa cg:sta. Mutta nyt on olemassa
kaupunki b, josta voi saavuttaa sekd a:n ettéd co:n. Koska saavutettavuus on transitiivinen relaatio, b:sté voi
saavuttaa kaikki ne kaupungit, jotka voi saavuttaa cg:sta. Siis b:stéd voi saavuttaa enemmén kaupunkeja kuin
co:sta. Ristiriita.

4. Ympyrit S ja T leikkaavat toisensa pisteissd P ja Q). Pisteen P kautta piirretdéan suorat sy ja so. Suora
s1 leikkaa ympyran S pisteessid A ja ympyrdn T pisteessd Bj. Liséksi suoralla s; piste P on pisteiden A;
ja By vilissd. Suora so leikkaa ympyréin S pisteessid As ja ympyran T pisteessd Bo. Lisiksi suoralla so piste
P on pisteiden Ay ja By vilissé.

Osoita, ettd kolmiot A1 B1Q ja A2 Bs(@ ovat yhdenmuotoisia.

tehtdvin ratkaisu: Kehiikulmalauseen nojalla kulmat PA;Q ja PA>Q ovat keskeniifin yhtdsuuria, sa-
moin PB1Q ja PBs@Q. Mutta nyt kolmioilla A1 B1Q ja A2 Bs@ on kaksi paria kesken&dn yhtédsuuria kulmia,
joten ne ovat yhdenmuotoisia.

5. Todista, etté lavistajat jakavat suunnikkaan neljaén pinta-alaltaan yhtdsuureen osaan.

tehtdvin ratkaisu: Olkoon ABC D suunnikas, ja P sen lavistédjien leikkauspiste. 180 asteen kierto P:n
ympdri vie suunnikkaan itselleen, joten osat ABP ja C D P ovat keskenéén yhtédsuuria. Samoin osat BCP ja
DAP. Lisdksi P jakaa kummankin lavistdjan kahteen yhtd pitkdan osaan.

Siis riittdéd todistaa, ettd ABP ja BCP ovat keskend#in yhtéd suuria. Piirretdin pisteestd B janalle AC
normaali, olkoon d tdmén pituus. Nyt ABP:m ala on 3|AP|h, ja BCPm ala 3|PC|h. Koska AP ja PC ovat
kumpikin puolet lavistajista AC, em. pinta-alat ovat yhtd suuret.

6. Olkoon ABC tasakylkinen kolmio, jossa AB on kanta. Janalta AB valitaan piste P, ja P:sté piirretdan
normaalit N4 ja Np sivuille AC ja BC.
Osoita, ettéd pituus |[PNy4| + |PNg| ei riipu pisteen P valinnasta. | - | merkitsee janan pituutta.



tehtévén ratkaisu: Kolmion ABC ala voidaan kirjoittaa |AC||PN4|+ 3|BC||PNpg| = 3|AC|(|PNa|+
PNpgl). Koska kolmion ABC' ala ei luonnollisesti riipu pisteen P valinnasta eikd myoskéiin %|AC | riipu siit4,
myoskéin (|[PNa| + [PNp|) ei riipu pisteen P valinnasta.

7. (a) Onko mahdollista valita tasosta 10 punaista, 10 sinisti ja 10 keltaista pistettid niin, ettd seuraavat
patevat:

e Kyseisten 30 pisteen joukosta ei voida valita kahta pisteparia niin, ettéd kyseisten pisteparien keskindiset
etéisyydet olisivat samat.

e Jokaisen punaisen pisteen lihin naapuripiste (kyseisten 30 pisteen joukosta) on sininen.
e Jokaisen sinisen pisteen ldhin naapuripiste (kyseisten 30 pisteen joukosta) on keltainen.
e Jokaisen keltaisen pisteen ldhin naapuripiste (kyseisten 30 pisteen joukosta) on punainen.

(b) Enté jos edellisestd ensimmiéinen ehto jitetddn pois, ja kolmessa muussa ehdossa ei vaadita yk-
sikésitteisen ldhimmén pisteen vériéd, vaan jos pisteelld on useita yhtéd ldheisid 1ahimpid naapuripisteita,
riittad, ettd yksi niistd on vaadittua varié.

tehtivin ratkaisu: Vastaus: (a) Ei ole mahdollista.

Tehd&én vastaoletus, tuollainen véritys on olemassa. Olkoon a, b pisteet, joiden keskindinen etiisyys on
pienin kaikista 30 pisteen pareista. Symmetrian perusteella voidaan olettaa, ettd a on punainen. Mutta nyt
b on sininen. Kuitenkin b:n ldhin naapuripiste on punainen eiké keltainen. Ristiriita.

Vastaus: (b) On mahdollista. Sijoitetaan pisteet tasavilein ympyrén kehille niin, ettd niiden viirit vaih-
televat ... punainen, sininen, keltainen, punainen, sininen, keltainen ...

8. Osoita, ettéd jokainen kaksinumeroinen luku, joka on jaollinen numeroidensa summalla on my6s jaollinen
luvulla 10 tai luvulla 3.

tehtdvin ratkaisu: Olkoon a + 10b jaollinen luvulla a + b, muttei jaollinen luvulla 3.
Koska a + bla 4 10b, pétee a + b|9b. Koska a + b ei ole jaollinen luvulla 3, a 4 b|b. Mutta téstd seuraa
a =0, eli a + 10b on jaollinen luvulla 10.

9. Taululla on n positiivista kokonaislukua, n > 2, joista jokainen on pienempi kuin (n—1)!. Paula muodostaa
jokaiselle parille (a,b) ko. lukuja osaméérén a/b, missd isompi on jaettu pienemmaéllé ja pyoristetty alaspéin
lahimpéaéan kokonaislukuun.

Osoita, ettd osamédrien joukossa on kaksi, jotka ovat keskendéin yhtédsuuria.

[9} tehtévin ratkaisu: Olkoon alkuperdiset luvut z1, . .., z, pienimmésté suurimpaan. Tehddén vastaoletus,
ettd kaikki osamédrat ovat keskenddn erisuuria. Nyt

Tn Tit+1
—:||—>1><2><3><-~->< —1=(n-1).
X xT; - n (n )

Mutta téstd seuraa x, > (n — 1)!, ristiriita.

Vaikeampia tehtavia

10. 20 ystavystéd osuu yhtaikaa ruokakaupan kassalle. Heilld on eri méarat ostoksia, joten heilld kestdd eri
aika asioida kassalla. (Oletamme, ettéd tuo aika riippuu pelkéstéiin ostosten miiristi.)

Ystavykset padttiavit mennd kassalle sellaisessa jarjestyksessd, ettd kaikkien henkildiden odotusaikojen
summa on pienin mahdollinen. Osoita, ettd pienin summa saavutetaan, kun ensin kassalle menee se, jolla on
vihiten ostoksia, sitten se, jolla on toiseksi vihiten, sitten se, jolla on kolmanneksi véhiten jne.



tehtivian ratkaisu: Koska eri jarjestyksid, joissa ystdvykset voivat menné kassalle on dérellinen méaéaré,
on olemassa jérjestys, jossa odotusaikojen summa on pienin mahdollinen.

Tehdéén vastaoletus: Pienin odotusaikojen summa saavutetaan jollain muulla jarjestykselld J.

Olkoon hi ja ho kaksi henkil64, joille hp:n asioimisaika a; on suurempi kuin ho:n asioimisaika ao, mutta
jarjestyksessd J henkilé h; menee kassalle ennen henkilod hs.

Muodostetaan jérjestys J’', joka on mutten sama kuin .J, mutta henkiléiden h; ja hs paikat on vaihdettu
keskenédn. Olkoon s henkiléiden h; ja hs odotusaikojen summa jérjestyksessd J. Nyt kyseinen summa
jérjestyksessd J' on s — aj + ag, eli pienempi kuin s. Niiden osalta, jotka ovat jirjestyksessi J ennen hi:té
tai ho:m jilkeen odotusaika ei muutu siirryttéessé jirjestykseen J’. Niiden osalta, jotka ovat jérjestyksessé J
henkildiden h; ja ho vilissé, odotusaika vihenee a; — ag:n verran.

Siis jérjestyksessd J' odotusaikojen summa on pienempi kuin jérjestyksessi J, ja vastaoletus on vAira.

11. Olkoon ABC suorakulmainen kolmio, jossa kulma ABC on suora. Piirretdan ympyré S,joka kulkee ko.
kolmion sivujen keskipisteiden kautta. Osoita, ettd my6s piste B ja hypotenuusaa vasten piirretyn korkeus-
janan kantapiste D ovat ympyrélld S.

tehtdvin ratkaisu: Olkoon E hypotenuusan keskipiste, I’ kateetin AB keskipiste ja G kateetin BC
keskipiste. Nyt BF EG on suorakulmio, joten pisteiden F, E, G kautta piirretty ympyra kulkee myos pisteen
B kautta.

Jos BA ja BC ovat yhté pitkiéd, E on hypotenuusaa vastaan piirretyn korkeusjanan kantapiste ja tehtdva
valmis.

Muussa tapauksessa voidaan symmetrian perusteella olettaa, ettd BC on pidempi kuin BA. Nyt kulmat
BDE ja EGB ovat suoria kulmia, joten BGED on jdnnenelikulmio, ja S kulkee myos pisteen D kautta.

12. Osoita, ettd on olemassa irrationaaliluku 7, joka toteuttaa seuraavat ehdot:
e 7" on irrationaalinen kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n.

e On olemassa positiiviset kokonaisluvut n, m, joilla 7™ + ™ on rationaaliluku.

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Luvuksi 7 kelpaa /2 — %

Kun 7" puretaan auki, on kahdenlaisia termeji: Niitii, joissa v/2:n eksponentti on parillinen, ja jotka
siis ovat rationaalilukuja. Ja sitten on niit#, joissa v/2:n eksponentti on pariton, ja jotka siis ovat muotoa
¢V/2, missé ¢ on rationaalinen. Lisiiksi nimé ovat joko kaikki positiivisia tai kaikki negatiivisia, koska —%:n
eksponentti on kaikissa sama mod 2.

Siis ™ = q1 +q21/2, missi q; ja g2 ovat ratinaalilukuja, ja g2 on nollasta eroava. Siis 7 on irrationaaliluku.

Kun valitaan n = 1, m = 2, saadaan r™ + 1™ = V2 — % +2-2+ % =2+ % eli rationaaliluku.

13. 2n + 1 x 2n + 1-ruudukosta osa ruuduista viritetdan punaiseksi ja loput siniseksi. Sanomme, etté
ruudukossa rivi on punainen, jos silld on enemmién punaisia kuin sinisid ruutuja. Sanomme, ettid sarake on
sininen, jos siind on enemmaén sinisid kuin punaisia ruutuja.

Olkoon P punaisten rivien méaéra ja S sinisten sarakkeiden mééari. Mikd on summan S+ P maksimiarvo?

tehtidvin ratkaisu: Vastaus: Maksimiarvo on 4n. Osoitetaan ensin, ettd S + P = 4n saavutetaan.
Viritetddn n x n -nelié ruudukon vasemmasta yldkulmasta punaiseksi. Varitetdan n x n -neilé ruudukon
oikeasta alakulmasta punaiseksi. Vastaavat nelict ruudukon oikeasta ylakulmasta ja vasemmasta alakulmasta
véaritetddn sinisiksi. Keskiruutua lukuunottamatta keskisarake viritetdén punaiseksi ja keskirivi siniseksi.
Keskiruutu voidaan véirittdd kummalla tahansa vérillda. Keskirivid lukuunottamatta kaikki rivit ovat punaisia
ja keskisaraketta lukuunottamatta kaikki sarakkeet sinisia. Siis P + S = 4n.

Osoitetaan sitten, ettd P+.S = 4n on maksimi. Tehd#én vastaoletus, etté jollain vérityksellda P+S = 4n+
1. Joko kaikki rivit ovat punaisia tai kaikki sarakkeet sinisié. Symmetrian perusteella oletetaan ensimméinen,
ja lisdksi kaikki paitsi yksi sarake on sinisié. Koska punaisella rivilla on vidhintd&n n + 1 punaista ruutua,
punaisia ruutuja on yhteensi vihintiin (2n + 1)(n + 1). Vastaavasti sinisiéi ruutuja on yhteensé vihintédéin
(2n)(n + 1). Mutta nyt ruutuja on yhteensd vihintdin 2n? + 3n + 1 + 2n? + 2n = 4n? + 5n + 1. Tamé luku
on kuitenkin suurempi kuin ruutujen yhteisméira (2n1)% = 4n? + 4n + 1.

14. Olkoon P, (Q polynomeja, joiden kertoimet ovat luonnollisia lukuja (nolla on luonnollinen luku), ja on
olemassa positiiviset kokonaisluvut a # b, joille P(a) = Q(a) ja P(b) = Q(b). Oletetaan, ettd kaikki P:n
kertoimet ovat pienempié kuin b. Osoita, ettd P = Q.



tehtévin ratkaisu: Kirjoitetaan P(x) = Y. p;a’ ja Q(z) = Y ¢z, Merkitidin P(z) — Q(x) = (v —
b)R(z),ja R(x) = > riz;.

Oletetaan, ettd r; < 0 jollain ¢. Nyt péatee r;—1 — br; = p, — q» < p, < b. Siis on péadettava r;_; < 0.
Toistamalla argumentti r;_;:lle jne. saadaan lopulta rg < 0. Mutta nyt edellinen epdyhtilé saa muodon
—brg < b, miké on ristiriita. Siis kaikki kertoimet r; ovat ei-negatiivisia.

Mutta nyt 0 = P(a)—Q(a) = (a—b)R(a), joten R(a) = 0. Koska kaikki R:n kertoimet ovat ei-negatiivisia,
seuraa tdstd R = 0, ja siis P = Q.

15. Olkoon ng positiivinen kokonaisluku. Maéritelldin jono déretdn jono ng,ni,ns, ... seuraavasti: Jos n;
on jaollinen viidelld, n;41 = % (a-askel). Muutoin n; 11 = [#v/5] (b-askel).
Osoita, ettd jonossa on vain déarellinen ma#ra a-askelia-

tehtivin ratkaisu: Nahdadn valittomaésti,etta kaikki n;:t ovat positiivisia kokonaislukuja, joten ndiden
joukossa on pienin. Olkoon tdmé indeksilld ig. Tét4 seuraa b-askel. Jos téta b-askelta seuraa a-askel, n;, o2 <
n;,, ristiriita. Siis ip:aa seuraa kaksi b-askelta.

Todistamme, ettd kaikki askeleet 7g:n jilkeen ovat b-askelia. Tamén osoittamiseksi riittdd osoittaa, etté
kahta perikkéista b-askelta seuraa aina kolmas b-askel.

Olkoon siis ¢ sellainen indeksi, etté sitd seuraa kaksi b-askelta.

Nyt

\/gni —1< g(nz) < \/Sni,

mistéa seuraa

V5(V5n; —1) — 1 < g(g(ni) < V5(V/5ny).

Muokkaamalla reunimmaisia lausekkeita saadaan
5n; —4<5n; —V5—1< g(g(n;) < bn,.
Siis g(g(n;)) ei ole viidelld jaollinen.

16. Olkoon ny, ..., napee jono kokonaislukuja niin, ettéd jokainen —1000 < n; < 1000, ja > n; = 1.
Osoita, ettd on olemassa epétyhja I C {0,1,...,2000}, jolle » ., n; = 0.
tehtdvin ratkaisu: Jos jokin n; = 0 voidaan valita I = {i}. Jatkossa siis voidaan olettaa, ettd n; # 0
kaikilla 7.
Jarjestetddn luvut nq,...,n9000 uudestaan jonoksi ai,...,as000 seuraavasti: Merkitdan kaikilla i etté
S =aiy+---+a;.
Valitaan a; > 0. Myohemmilld askeleilla valitaan a;+1 > 0, jos s; < 0 ja a;41 < 0, jos s; > 0. Koska
> n; = 1, nédin voidaan tehda.

Jos nyt s; = 0 jollain ¢, joukoksi I voidaan valita lukujen aq,...,a; indeksit n-jonosta.

Muutoin jokainen s; toteuttaa ehdot —999 < s; < 1000, s; # 0. Siis s;:lle on vain 1999 mahdollista eri
arvoa, ja voidaan valita ig < i1, joille s;, = s;,. Mutta nyt I:ksi voidaan valita lukujen a;,+1, ..., a;, indeksit
n-jonosta.

17. Osoita, ettd yhtéloryhmélla
cty+z=2"+y° +2°

x2+y2+22 =Yz
ei ole ratkaisuja positiivisten reaalilukujen joukossa.
tehtivin ratkaisu: Oletetaan, ettdi ¢ > b > ¢ > 0. Todistetaan ensin, etti a3 + b3 + ¢ > 3abe.
Suuruusjirjestysep#yhtilon perusteella a® 4 b3 +¢3 > a?b+b%c+c?a. Koska ab > ac > be ja ¢ < b < a, samoin
suuruusjirjestysepiyhtilon perusteella 3abe = (ab)c+ (ac)b+ (bc)a < (ab)a + (ac)c+ (be)b = a®b+b%c + c2a.
Siis a® + b3 + ¢3 > 3abe.
Tehd&én vastaoletus, ettd z,y, z on ratkaisu. Nyt

r+y+z=a+yP + 22 >30yz =322 + 2 +2%) > (z+y+2)>

Viimeinen askel on Tsebysevin epéayht&lo.



Jakamalla edellinen puolittain (x + y + z):1la saadaan 1 > = + y + z, mistd seuraa z,y, z < 1. Mutta nyt
x® <z, Y3 <y, 23 < 2, eikid yhtalslla

r+y+z=a"+y*+2°
ole ratkaisua.

18. Olkoon z1,x9,...,x100 ei-negatiivisia reaalilukuja, joille z; > 9 > -+ > 100.
Seuraavat patevét:

o 11+ X9 < 100.

® 23+ -+ 190 < 100.

Médiritd suurin arvo summalle 22 + - - - + 23,.
tehtivin ratkaisu: Vastaus: Maksimiarvo on 100%.

Maksimiarvo saavutetaan, kun z; = 100, x; = 0 muutoin.
Osoitetaan, ettd tdméa on maksimi.

23422, < (100 — 29)? + 23 + -+ 4+ 230
=100? — 200z + 223 + 23 + - - - + 23
<1002 — (21 4 ..., 2100)T2 +2x§—|—x§ +--~+x%00
=100% + 223 — 23 — z129 + (23 — 2329) + (25 — 2422) + -+ - + (239 — T10072)
= 100% + (29 — 1)2o + (23 — T2)23 + (T4 — 2o)2g + - + (2100 — x3)2100.

Viimeisessé kaavassa kaikki termit ensimmaéistd lukuunottamatta ovat ei-positiisisia. Siis

o3+t < 1002



