Huhtikuun valmennustehtavésarja

Helpommatkin tehtéavit ovat vaikeampia kuin koulutehtavit, eikéd ole oletettavaa ettd niitd pystyisi ratko-
maan ilman vaivannikod. Sinnikds yrittdminen kannattaa. Vaikka tehtdvia ei saisi valmiiksi asti tehtyd, sita
pitkéddn miettinyt oppii malliratkaisuista enemmén. Helpommissakin tehtévissé olennaista on kirjoittaa pe-
rustelut eiké vain laskea lopputulosta esim. laskimella. Tehtdvét eivét ole valttdméatta vaikeusjérjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi 16ytéa; https://
aops.com ja https://math.stackexchange.com lienevit tunnetuimpia. Ndiden kédyttdminen ei ole haitaksi
ja niisté voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittdmésn ensin itse. Myos tehtdvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siihen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtédviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.
Ratkaisuja toivotaan viimeistddn 28.5.2023 mennessé sidhkopostitse.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi
Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/|

Huom! Tiéstéldhin alamme kiinnittdd huomiota myos vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta my0s siité, jos kirjoitatte vastaukset epéaselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

e Piiittelyaskeleet on perusteltava jarkevalld tarkkudella, eikd liian pitkid intuitiohyppyja saa tehda.
Sitd, mikd on ”liian pitké intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea mééritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitké:

Nyt x1, . .., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 <4 < j < 40,
joille Ty = Tj-
Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt x1,..., x40 on jono sdannollisen 20-tahokkaan P sdrmié. Koska sdannolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = x;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd nédette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Téahén kan-
nattaa pyrkid. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyvéiksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkin ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtaloité, jos tehtédvi sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma késialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyvad matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivéit ole ymmaértaneet
hienoja ideoitasi.

Helpompia tehtavia
1. Kaksinumeroisen luvun n numeroiden summa on 13. Kun luvusta viahennetéén 27, siinéd on samat numerot,

mutta painvastaisessa jirjestyksessé.
Méaéarité n.
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tehtivin ratkaisu: Vastaus: Vastaus on n = 85.

Ehdosta, ettd numeroiden summa on 13 saadaan mahdollisuudet ovat 49, 58, 67, 76, 85, 94. Koska ”ennen”-
luku on suurempi kuin ”jéalkeen”-luku, ”ennen”-luvussa n on suurempi numero ensin.

Mahdollisuudet ovat siis 94, 85, 76. Kaymalld vaihtoehdot ldpi 16ydetadn vastaus n = 85.

2. Kun taso jaetaan ruutuihin kuten ruutupaperilla, sanotaan, ettd se on peitetty nelivilld. Samaan tapaan
taso voidaan peittdd myds tasasivuisilla kolmioilla tai sédénnollisilld kuusikulmioilla. (Ts. jokainen tason
piste on tdsmaélleen yhden monikulmion sisépiste, tdsmélleen kahden monikulmion sivulla tai useamman
monikulmion kulmassa.)

Osoita, etti tasoa ei voida peittdid samaan tapaan muilla sdénnollisilld monikulmioilla kuin edellimainituilla.

tehtavin ratkaisu: Oletetaan, ettd taso on peitetty monikulmioilla kuten tehtdvénannossa on sanottu.

Jokaiseen tason pisteeseen, johon tulee jonkun monikulmion kulma, tulee n monikulmion kulmaa, n > 3.

Niin ollen monikulmion sivujen vélinen kulma on %. Viisikulmion sivujen vélinen kulma ei ole tétd muotoa.
360

My®ds jokaisen k-kulmion, k& > 6, sivujen viilinen kulma on suurempi kuin “3=, joten se ei ole em. muotoa.

3. Positiiviset reaaliluvut a, b, ¢, d toteuttavat a + b + ¢ + d < 40. Maérita tulon abed suurin mahdollinen
arvo.

tehtivin ratkaisu: Aritmeettis-geometrisen epayhtilon nojalla vabed < 10, ja yhtdsuuruus toteutuu,
kun a =b=c=d = 10.

Selvisti abed saa maksiminsa, kun v/abed saa maksiminsa 10.

Siis lausekkeen abcd maksimiarvo on 10 = 10000.

4. Olkoon S ympyrd, O sen keskipiste ja P piste ympyréin ulkopuolella. Piirretdéan pisteestd P ympyrille
S tangentit ja ja pisteestd O tangenttien suuntaiset suorat. Olkoon A ja B tangenttien ja em. suorien
leikkauspisteet.

Osoita, ettéd nelikulmio OAPB on neljakas.

tehtavin ratkaisu: Sivut AO ja PB ovat yhdensuuntaisia, samoin sivut BO ja PA.

Kulmat OPA ja POB ovat yhtdsuuria, samoin POA ja OPB. Koska kulmat OPA ja OPB ovat
yhtédsuuria, myos kulmat OPB ja POB ovat yhtdsuuria, ja kolmio OPB on tasakylkinen kantanaan OP.
Siis janat OB ja PB ovat yhté pitkid. Symmetriselli argumentilla janat OA ja PA ovat yhta pitkii.

Koska kuvio on symmetrinen suoran OP suhteen, myos sivut OA ja OB ovat yhté pitkié, ja OAPB on
neljakés.

5. Joukon S = {—1,-2,...,—-2023} jokaiselle epityhjille osajoukolle A muodostetaan A:n alkioiden tulo

T] A

Miké on kaikkien tulojen [[ A summa?

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Tulojen summa on —1.

Olkoon A joukon S epityhji osajoukko, joka ei sisilla lukua —1, ja olkoon By = AU{—1}. Nyt [[A+
[I1Ba=0.

Kysytty summa saadaan siis summana

[T +> A+ ][ Ba) =1

, kun summassa lapikaydddn epéatyhjiat joukot A, jotka eivit sisdlld lukua —1.

6. Olkoon a ja b viitosen potensseja, a # b. Niiden kymmenjirjestelméesitykset kirjoitetaan perdkkiin ja
saadaan luku c.
Osoita, ettéd c ei ole viitosen potenssi.

@. tehtéivin ratkaisu: Nyt voidaan kirjoittaa ¢ = a + 10™b. Valitsemalla Y = 5"b voidaan kirjoittaa
c=a+ 2"V, missi a ja b’ ovat viitosen potensseja.

Jos a < b saadaan ¢ = a(1 + 2"%/), missé suluissa oleva tekiji on summa luvusta, joka ei ole viidelld
jaollinen ja viidelld jaollisesta luvusta. Siis suluissa oleva tekijé ei ole jaollinen viidell4, eli ¢ ei ole viitosen
potenssi..

Jos b’ < a saadaan ¢ = b'(§ 4 2"), eli c ei ole viitosen potenssi samasta syystd kuin edella.



Vield on jiljelld tapaus a = b'. Kirjoitetaan a = b = 5. Nyt 5% > 10771, eli 2"~! < 5, eli n < 3. Toisaalta
a < 10", mistd seuraa x < 4. Mahdolliset a, b-parit ovat sisa =5, b=1jaa=25,b=1jaa=125b=1
ja a=625,b=>5.

N&hdadn, ettéd vain valinnalla a = 25, b = 1, ¢ = 125 saadaan c:ksi viitosen potenssi, eli tehtdvinannossa
on virhe.

7. Puolisuunnikaassa ABCD sivut AB ja C'D ovat yhdensuuntaisia. Olkoon O lidvistédjien leikkauspiste.
Osoita, ettd kolmioilla ADO ja BC'O on sama pinta-ala.

tehtdvin ratkaisu: Puolisuunnikkaassa % = % eli |[AO||DO| = |BO||CO|.

Toisaalta kulmat AOD ja BOC ovat yhté suuret.
Siis kolmioiden alat |AO||DO|sin AOD ja |BO||CO||sin BOC ovat samat.

8. Luonnolliset luvut kirjoitetaan darettéoméksi kolmioksi kuten alla
1
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Mikéa on m:nnen rivin lukujen summa?

n(n?+1)
—

tehtédvin ratkaisu: Vastaus: n:nnen rivin lukujen summa on

Nyt n:nnelld rivilld ja sitd ennen on yhteensé Z?Zl 1= % lukua.
n(n+1)

Merkitdan f(n):114 ndiden summaa f(n) =, 7 deli

R (0D 4 1) (n(n+ 1) (n(n + 1) +2)

fln) = ; - :

Kysytty summa on siis

fn)—f(n—1) = (n(n+1))(n(n+1) +2) ; (n(n—=1))(n(n—1) +2) _ n(n 2+ 1)

9. Olkoon f,g: R — R funktiota, jotka toteuttavat f(z + g(y)) = 2z + y kaikilla z,y € R.
Madrita g(x + f(y)).

tehtévén ratkaisu: Vastaus: g(z + f(y) = 32 +y.

Sijoituksella y = 0 saadaan f(x + g(0)) = 2z, ja sijoittamalla 2’ = z + ¢(0) saadaan f(z') = 22’ — 2¢(0).
Kun z kiy ldpi reaaliluvut, myos =’ kiy lapi reaaliluvut. Siis f(z') = 22’ — 2¢(0) pétee kaikilla a’.

Sijoittamalla alkuperiiseen kaavaan x = 0 saadaan f(g(y)) = vy, ja sijoittamalla edelld saatu f:n kaava

saadaan 2g(y) — 29(0) = y, eli g(y) = 3y + 9(0).

Nyt g(z + f(y)) = g(z + 2y — 29(0)) = 3 (z + 2y — 29(0)) + g(0) = 3 +y.

10. Kolmiossa on kaksi kesken&én yhté pitkdd mediaania. Osoita, ettd kolmio on tasakylkinen.

tehtdvin ratkaisu: Olkoon kolmio ABC, ja kirkien A, B ja C vastaisten sivujen keskipisteet D, E ja
F. Olkoon O mediaanien leikkauspiste.

Oletetaan, ettd mediaanit AD ja BE ovat yhtd pitkat. Koska O jakaa kaikki mediaanit suhteessa 2 : 1,
my6s AO ja BO ovat yhté pitkat. Mutta nyt kolmio ABO on tasakylkinen, ja siis kulmat ABO ja BAO
ovat yhtésuuret.

Mutta nyt kolmiot ABFE ja BAD ovat yhtenevét, joten janat BD ja AFE ovat yhti pitkéit. Koska BD ja
AE ovat puolet sivuista BC' ja AC, nim# sivut ovat yhté pitkét.



Vaikeampia tehtiavia

11. Olkoon z,y, z positiivisia reaalilukuja, joille xy + yz + zx = 27
Osoita, etté

T+ y+z>4/3zyz.
tehtivin ratkaisu: Purkamalla

(x+y+2)° > 3(zy +yz + 22)

auki ja kiyttamaélla jarjestysepdyhtilod ndhdddn, ettd ym. epayhtilo pétee. Siis  +y + 2z > 9.
Aritmeettis-geometrisestd epéayhtilostd saadaan

Ty +yz+xz > 3(avyz)%7

eli 273 > 27(xyz)?2. Siis zyz < 27, eli /3zyz < 9.

12. Olkoon p luonnollinen luku. Oletetaan, ettd luvut p,3p + 2, 7p + 6,9p + 8, 11p 4+ 10 ovat alkulukuja.
Osoita, ettd 6p + 11 pn yhdistetty luku.

tehtdvin ratkaisu: Koska 3p + 2 on alkuluku, se ei ole viidelld jaollinen, ja siis p Z1 mod 5.
Koska 7p + 6 on alkuluku, se ei ole viidella jaollinen,ja siis p # 2 mod 5.
Koska 9p + 8 on alkuluku, se ei ole viidelld jaollinen, ja siis p # 3 mod 5.
Jos p on viidelld jaollinen, p = 5, jolloin 11p + 10 = 65 ei ole alkuluku.
Siis p =4 mod 5. T&lloin 6p + 11 =0 mod 5, eli se on yhdistetty luku.

13. Ympyrin kehille on kirjoitettu n reaalilukua, jokainen vélilld [0, 1]. Lis#iksi jokainen luku on kahden sité
myotéapaiviisessa kiertosuunnassa edeltdvin luvun erotuksen itseisarvo.

Olkoon n annettu. Maardd ympyréin kehélld olevien lukujen summan maksimiarvo.
tehtédvin ratkaisu: Vastaus: Vastaus on 2?”

Olkoon a, b kaksi perikkiistd lukua ympyran kehilld, b myotidpaiviin seuraava a:sta.

Viitdmme, ettd jokainen luku ¢ ympyrin kehélld on pienempi kuin max(a, b). Oletetaan induktio-oletuksena,
ettd tdmi pitee (mydtipiiviiseen kiertosuuntaan) kaikille b:n ja c:n vilisséd oleville luvuille.

Olkoon ¢, ¢” lukua ¢ edeltivit luvut. Nyt ¢ = |¢/ — ¢”’| < max(c/,¢”) < max(a, b). Induktio valmis.

Tasté seuraa, ettd misté tahansa kahdesta toisiaan seuraavasta luvusta toinen on koko ympyrdn maksi-
miarvo. Oletetaan ettd ympyrian kehilld on luku m/, joka ei ole koko ympyrin maksimiarvo m eikd nolla.
Tallsin m':a seuraava luku on muotoa |z — m/|, missd = € [0, m]. Siis kyseinen seuraava luku ei ole maksi-
miarvo m.Tamé& on kuitenkin ristiriita sen kanssa, ettd mistéd tahansa kahdesta perdkkéisestd luvusta toinen
on maksimiarvo.

Niin ollen jokainen luku ympyrén kehélld on siis maksimiarvo tai nolla.

Mahdolliset jonot ovat siis muotoa ...,m,m,0,m,m,0,.... Jos n ei ole kolmella jaollinen, valttamé&tta
m = 0, ja siis tehtdvdnannossa kysytty summa on 0.

Jos taas n on kolmella jaollinen, tehtédvanannossa kysytty maksimisumma %” saavutetaan jonolla

..,1,1,0,1,1,0,. ..

14. Osoita, ettd on olemassa ddrettomén monta luonnollista lukua n, joille n ja n + (n + 1) eivit ole
nelislukuja, mutta n + (n + 1) + (n + 2) on nelidluku.

tehtivin ratkaisu: Olkoon n = 3k? — 1, missi k on positiivinen kokonaisluku. Nelisluvut ovat 0 tai 1
mod 3, joten n ei voi olla nelisluku. Nyt n + (n + 1) = 6k? — 1, joka ei ole nelisluku samasta syysti.
Mutta n + (n + 1) + (n + 2) = 9%? on nelisluku.
15. Tutkitaan murtolukua
O+0+---+0
O+0+---+0+00°




missd yliakerrassa on 1010 tyhjdd paikkaa ja alakerrassa 1011. Kaksi pelaajaa, A ja B pelaavat pelii,
jossa kumpikin vuorollaan sijoittaa jonkun luvuista 1,2, ...,2021 johonkin tyhjidéan paikkaan. Kunkin luvun
ja paikan saa kayttdsd vain kerran.

A aloittaa. A voittaa pelin, jos lopussa saatu murtoluku eroaa ykkosesté korkeintaan 1076 verran. B
voittaa muutoin.

Kummalla pelaajalla on voittostrategia?

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Voittostrategia on A:lla.

A pelaa seuraavasti: Ensin héin asettaa ykkosen alakertaan. Jos B mychemmin pelaa luvun n, A pelaa
luvun 2023 — n samaan kerrokseen kuin B pelasi n:n.

Nyt lopussa saatu luku on % =1- m, joka eroaa ykkosestd vihemmaén kuin vaaditun verran.

Siis A:lla on voittostrategia.

16. Aatu ja Bertta pelaavat seuraavaa pelid: Taululla on 17 luonnollista lukua, joista yksikéén ei ole jaollinen
luvulla 17. Aatu aloittaa.
Vuorollaan

e Aatu valitsee taululta jonkun luvun a ja korvaa sen luvulla a?.
e Bertta valitsee taululta jonkun luvun b ja korvaa sen luvulla b3.

Aatu voittaa, jos &érellisen askelm#irin jilkeen lukujen summa on jaollinen luvulla 17. Bertta voittaa,
jos peli jatkuu dérettomiin.
Osoita, ettd Aatulla on voittostrategia.

tehtédvin ratkaisu: Oletetaan, ettd alussa taululla on luku k. Oletetaan, ettd Aatu neliéi sen nelja
kertaa ja Bertta kuutioi sen jonkun méérin kertoja. Téamin jilkeen talulla on luku (k'6)* jollain ¢. Fermat’n
pienen lauseen nojalla k' =1 mod 17, joten taululla oleva luku on lopussa 1 mod 17.

Aatun voittostrategia on siis nelividé jokainen luku nelji kertaa, minké jélkeen jokainen luku taululla on
1 mod 17. Koska lukuja on 17, niiden summa on jaollinen luvulla 17.

17. Sanomme, ettd kolmikko a, b, ¢ positiivisia kokonaislukuja on n-kelvollinen, jos a + b + c|a™ + b™ + ™.
Onko olemassa kolmikkoa a, b, ¢, joka on 2020-kelvollinen ja 2021-kelvollinen, muttei 2023-kelvollinen?

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Ei ole olemassa. Koska

a3y L = (@ b4 ) (@ TP D" 4 T2 abe(a” 0" + ) — (ab4-be+ ca) (a0 p e,

jokainen n- ja m + 1-kelvollinen kolmikko on myos n + 3-kelvollinen. Siis vastaus tehtdvdnannon kysy-
mykseen on ’ei’.

18. Olkoon a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja, joille a + b + ¢ = 1. Osoita, ettd

a L b . c <1
2a+1 3b+1 6¢c+1— 2

a __ 1 1 b 1

se . se TN o 1 1 b 1 : c _ 1 1
tehtidvén ratkaisu: Huomataan, ettd 5% = 3 5@at)’ 3601 = 3~ 365D 42 Gorl = 6 — 66T

Siis riittda osoittaa

1 1 1
22a+1) T3@h+1) | 6(6e+ D)

>

N =

. 1 1 1 1 11 1
Kirjoitetaan 5mi07y = 15,75 + at6 T a6 J2 3@671) — 676 T 8o6-

Aritmeettis-harmonisen epayhtdlon nojalla

n >y

<

Yo oo

mikd voidaan kirjoittaa muodossa



2

1 n

1 1 1 62 1

> = —.
22a+1)  3Bb+1)  6(6c+1) ~ 3(12a+6) + 2(18b+6) + 36 +6 2
19. Etsi kaikki luvut k, /¢ € R, joille

Siis

ka? + b > 2

pétee kaikkien kolmioiden sivujen pituuksilla a, b, c.

tehtédvan ratkaisu: Vastaus: k,¢ > 1ja (k—1)({ —1) > 1.
Kosinilauseen nojalla

2 =a® +b* — 2abcos~,

eli haluttu yht&lé saa muodon

(k —1)a® + (£ — 1)b* > —2abcos .

Koska cosy voi saada mielivaltaisen ldhelld, —1:t& olevia arvoja, haluttu yhtdlo saa muodon

(k —1)a® + (£ — 1)b* > 2ab.

Jos k <1, yhtélo ei voi pated hyvin suurella a. Siis k£ > 1. Vastaavalla argumentilla ¢ > 1.

Aritmeettis-geometrisen epayhtilon nojalla

(k —1)a® + (¢ — 1)b? > 2ab/(k — 1)(£ — 1),

eli haluttu yht&lo pétee ainakun (k — 1)(¢£ — 1) > 1. Osoitetaan, ettd tdmé on myds vilttdmitoén ehto
halutun yhtélon patemiselle.

Tarkastellaan epayhtaloa

(k—1)a® — 2ab+ (£ — 1)b* > 0

muuttujan a toisen asteen polynomiepédyhtdloné.

Diskriminantti on 4b*(1 — (k — 1)(¢ — 1)), eli jos (k — 1)(¢ — 1) < 1, se on positiivinen, ja polynomilla
on kaksi nollakohtaa. Nollakohtien keskiarvo on ,f—_bl,eli positiivinen, joten epéyhtéld ei pade kaikilla a:n
positiivisilla arvoilla. Ristiriita.

Siis haluttu yhtéls pétee jos ja vain jos k,£ > 1 ja (k—1)(¢ — 1) > 1. Viimeinen ehto voidaan kirjoittaa
my6s muodossa k + ¢ < k£.



