Kesdn hauska valmennustehtavisarja

Helpommatkin tehtéavit ovat vaikeampia kuin koulutehtavit, eikéd ole oletettavaa ettd niitd pystyisi ratko-
maan ilman vaivannikod. Sinnikds yrittdminen kannattaa. Vaikka tehtdvia ei saisi valmiiksi asti tehtyd, sita
pitkéddn miettinyt oppii malliratkaisuista enemmén. Helpommissakin tehtévissé olennaista on kirjoittaa pe-
rustelut eiké vain laskea lopputulosta esim. laskimella. Tehtdvét eivét ole valttdméatta vaikeusjérjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi 16ytéa; https://
aops.com ja https://math.stackexchange.com lienevit tunnetuimpia. Ndiden kédyttdminen ei ole haitaksi
ja niisté voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittdmésn ensin itse. Myos tehtdvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siihen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtédviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Ratkaisuja toivotaan viimeistdéan 31.8.2023 mennessé sdhkdpostitse.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi

Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/.

Huom! Tiéstéldhin alamme kiinnittdd huomiota myos vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta my0s siité, jos kirjoitatte vastaukset epéselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

o Paiittelyaskeleet on perusteltava jarkevalld tarkkudella, eikd liian pitkid intuitiohyppyja saa tehda.
Sitd, mikd on "liian pitkd intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea méaéritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitké:

Nyt x1, ..., x40 on jono sdannollisen 20-tahokkaan P sdrmié. Siis on olemassa 1 < i < j < 40,
joille T, = Tj.

Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt 21, ..., x40 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sarmid. Koska sadnnolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = ;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd néette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Tahén kan-
nattaa pyrkia. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyviksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkdn ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtéloité, jos tehtdva sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma késialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyvida matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivéit ole ymmaértaneet
hienoja ideoitasi.

Helpompia tehtavia
1. Pelilauta koostuu 15 periikkiisesti ruudusta. 2 pelaajaa pelaa, ja kummallakin on oma pelinappula. Aluksi

pelinappulat ovat pelilaudan ensimmaéisessd ruudussa, ja voittaja on se, joka saa ensimméisend siirrettya
nappulansa laudan viimeiseen ruutuun.
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Vuorollaan pelaaja siirtda nappulaansa yhden nappulan eteenpéin laudalla.

Kummallakin pelaajalla on kaksi bonusta. Bonuksella nappulaa siirretdéin vuorolla kaksi askelta eteenpéin
yvhden sijaan, mutta kunkin bonuksen saa kéyttda vain kerran pelin aikana.

Kummalakin pelaajalla on vield superbonus, jolla nappulaa saa siirtdd vuorolla kolme askelta eteenpéin
yvhden sijaan, mutta superbonuksen saa kéayttda vain kerran pelin aikana.

Osoita, ettd pelin aloittajalla on voittostrategia.

tehtédvin ratkaisu: Pelaaja pddsee bonuksilla korkeintaan 3 + 2 + 2 = 7 ruutua eteenpéin, ja joutuu
tekemédn vield vahintadn 7 tavallista siirtoa. Kolme bonussiirtoa ja 7 tavallista siirtoa tekee 10 siirtoa, ja jos
pelaaja jattad bonuksia kayttamatta, jokainen kayttaméatta jatetty bonussiirto lisdé tarvittavien tavallisten
siirtojen ma#rad. Siis yhteensd maaliin pdidsemiseen menee vahintéén 10 siirtoa.

Voittoruutuun pédsee 10 siirrossa kdyttdmalla bonukset heti alkuun, ja luonnollisesti pelin aloittaja saa
10 siirtoa tehtyd ennen toista pelaajaa.

2. Taikuri Ananaskdimi antaa Annalle seuraavat ohjeet: ” Ajattele jotain luonnollista lukua. Kerro luku
kahdella ja lis&d siihen kolme. Kerro luku vield kahdella ja lisdé sithen kaksi. Kerro luku vield kahdella ja
véhennd siitd viisi. Jaa luku vield kahdeksalla ja ota jakojdands.”

Anna noudattaa ohjeita, ja tdmén jilkeen Ananaskddmi pystyy kertomaan Annalle, minkd luvun tdmé&
sai jakojadnnokseksi. Kuinka se on mahdollista?

tehtivin ratkaisu: Kertomisten, lisdilyjen ja vihentéimisten jilkeen Annan ajattelema luku on 2(2(2n+
3)+2)—5=2(4n+8) — 5 =8n + 11, josta tulee kahdeksalla jaettaessa jakojdinnokseksi 3.

3. 3 x 3 -taulukon jokainen solu siséltaé aluksi luvun 0. Taulukolle voidaan tehdd seuraavia operaatioita:

e Jokaiseen jonkun rivin soluun lisdtadn luku 1.
e Jokaisesta jonkun sarakkeen solusta vahennetéin luku 1.

e Jokaista jonkun rivin lukua siirretéén yksi ruutu oikealle (ja oikeanpuolimmaisin rivin luku siirretdén
rivin vasemmanpuolimmaiseen soluun.)

e Jokaista jonkun sarakkeen lukua siiretéifin yksi ruutu alaspéin (ja alin sarakkeen luku siirretéiéin sarak-
keen ylimpéin soluun.)

Onko sarjalla téllaisia operaatioita mahdollista paastd taulukkoon, jonka vasemmassa ylidkulmassa ja
oikeassa alakulmassa ovat ykkoset, ja muut solut ovat nollia?

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Fi ole.
Jokaisessa operaatiossa kaikkien solujen lukujen summa séilyy vakiona mod 3. Koska alkutilassa summa
on 0 mod 3 ja halutussa lopputilassa 2 mod 3, haluttuun lopputilaan ei pa#sté.

4. Alla rivit tarkoittavat vaakariveji, sarakkeet pystyriveji.

Taikuri Ananaské#dmi jakaa 27 pelikorttia kuvapuoli ylospéin yhdekséiksi kolmen kortin riviksi, rivit ovat
allekkain muodostaen yhdeksin saraketta. Sitten hin pyytdd Annaa ajattelemaan jotain korttia ja kerto-
maan, missé sarakkeessa se on.

Ananask#ami kerad kortit pakaksi sarake kerrallaan ylhaaltd alas, Annan osoittama sarake keskimméiseksi.

Ananaskddmi jakaa kortit rivi kerrallaan vasemmalta oikealle yhdeksédksi kolmen kortin riviksi.

Ananaskdadmi pyytad taas Annaa osoittamaan, missa sarakkeessa hanen alussa valitsemansa kortti on, ja
hén toistaa korttien kerdémisen ja uudelleenjaon kuten &sken.

Sitten Ananaskddmi pyytai taas Annaa osoittamaan, missé sarakkeessa hidnen alussa valitsemansa kortti
on.

Nyt Ananaskddmi pystyy osoittamaan, mikd Annan alussa valitsema kortti on. Kuinka se on mahdollista?
(Toisin sanoen miksi temppu viistdméttd onnistuu yllikuvatulla tavalla.)



tehtédvin ratkaisu: Ensimmaéisen uudelleenjaon jidlkeen Annan ajattelema kortti on jokin jonkun sarak-
keen kolmesta keskimmaéisesté kortista, ja toisen uudelleenjaon jélkeen se on jonkin sarakkeen keskimmainen
kortti.

Kun Anna tdmén jilkeen osoittaa saraketta, Ananaskdami tietdé, ettd Annan valitsema kortti on tuon
sarakkeen keskimmaéinen kortti.

5. Teen sinulle taikatempun. Ajattele itseési allaolevan ruudukon ruutuun A ja siirré itseéisi 5 askelta. Askel
tarkoittaa siirtymistéa ruutuun, jolla on yhteinen sivu edellisen ruudun kanssa. Voit vaihtaa vapaasti suuntaa,
my0s astua taaksepéin.

A|B|C
D|E|F
G| H|I
Tiedén, ettet ole ruuduissa C, G tai I, joten ne voidaan poistaa. Jarjestellddn ruudut uudelleen
D|A|B|X
X|F|E|H

Jatka nyt samasta kirjaimesta, jossa olit ensimméisessid ruudukossa, ja siirry ylldolevassa ruudukossa 7

askelta. Ali siirry X:114 merkittyihin ruutuihin, koska niisséd on pommi.
Tiedén, ettéd et ole ruuduissa tai D, H, joten ne voidaan poistaa. Nyt ruudukko on

A|B

F |E
Jatka nyt samasta kirjaimrsta jossa olit ja siirry 3 askelta ylldolevassa ruudukossa.
Tiedén, ettet ole ruudussa A, joten se voidaan poistaa. Jirjestellidn ruudut uudelleen
(BE[F]
Jatka nyt samasta kirjaimesta jossa olit ja siirry 1 askel ylldolevassa ruudukossa.
Simsalabim, tiedén, ettéd olet ruudussa E.
Tehtava: Selitd, miksi edellinen temppu viistamétta onnistuu.

tehtdvin ratkaisu: Ajatellaan ensimméinen ruudukko jaetuiksi mustiin ja valkoisiin ruutuihin kuten
shakkilauta, A on valkoinen. Kun siirrytdén pariton mééré askelia, siirrytdén erivériseen ruutuun, eli téssa
tapauksessa mustaan. Tamén jélkeen voi poistaa valkoisia ruutuja, ja uudelleenjirjestelyssa sailytetddn aina
ruutujen véri seké mustien ja valkoisten ruutujen vuorottelu.

Jatkossakin aina tiedetddn, mink# vérisessd ruudussa lukija on, joten toisen vérisid ruutuja voidaan
poistella surutta.

6. Anne ja Bertta pelaavat pelid joukkueena Carlia vastaan. Bertta poistuu huoneesta, ja Carl jakaa 100
esinettéd kahteen kasaan, punaiseen ja siniseen kasaan (jompi kumpi kasaa saa myos jidda tyhjiksi). Pu-
nainen kasa on punaisen huovan p#alld ja sininen kasa sinisen huovan p#allé; kaikki esineet ovat keskendén
samanlaisia.

Sen jdlkeen Anne poistaa yhden esineen jommasta kummasta kasasta. Tamén jédlkeen Carl saa vield
jarjestelld kasoja uudelleen, mutta téssé vaiheessa hén ei saa siirtdé esinettd kasasta toiseen.

Bertta tulee huoneeseen ja yrittda arvata, kummasta kasasta Anne poisti esineen. Anne ja Bertta voit-
tavat, jos Bertta arvasi oikein. Muutoin Carl voittaa.

Osoita, ettd Anne ja Bertta eivit pysty sopimaan systeemié, jolla he voittavat varmasti.

[6l tehtiiviin ratkaisu: Tehddén vastaoletus, ettéi Annella ja Bertalla on téllainen systeemi.

Olkoon k pienin luku siten, ettd jos punaisessa kasassa on k esinettid, Anne poistaa esineen punaisesta
kasasta. Selvastikddn k ei voi olla nolla, koska tyhjéisté kasasta el voi poistaa esinetta.

Mutta nyt Anne poistaa esineen sinisesti kasasta, jos punaisessa kasassa on k — 1 esinetti, ja lopputulos
téssd tapauksessa on sama kuin Annen poistaessa esineen punaisesta kasasta kun siind oli alun perin k
esinettd. Bertta ei pysty erottamaan n#itd kahta tapausta.

7. Anne ja Bertta pelaavat pelid joukkeena Carlia vastaan. Bertta poistuu huoneesta.

Huoneen seinélld on kiekko, jota voi pyorittéiéd. Carl merkitsee kiekon kehéltd 20 pistettd. Témén jilkeen
Anne poistaa merkin yhdestd Carlin merkitsemista pisteistd. Tamén jilkeen Carl saa vield pyorittad kiekkoa.

Bertta tulee huoneeseen ja yrittdéd arvata, minka kahden merkityn pisteen vélistd Anne poisti merkin.
Anne ja Bertta voittavat, jos Bertta arvasi oikein. Muutoin Carl voittaa.

Osoita, ettd Anne ja Bertta voivat sopia systeemin, jolla he voittavat varmasti.



[7l tehtévin ratkaisu: Kun Carl on merkinnyt pisteet, joidenkin kahden perikkiisen merkityn pisteen
véli on pisin. Pisin vili ei ole valttdméatta yksikédsitteinen, mutta se ei haittaa; Anne valitsee vain jonkun
pisimmisté vileistd. Anne poistaa jomman kumman kyseisen vélin paitepisteistd. Nyt se vili, jolta Anne on
poistanut pisteen on yksikésitteinen pisin véli.

Tullessaan huoneeseen Bertta voi veikata pisintd merkittyjen pisteiden vilié, ja tdmé arvaus osuu véistamétta
oikeaan.

8. 20 x 20 -ruudukon sarakkeet on numeroitu vasemmalta oikealle ja rivit ylha#ltd alas. Ruudukosta on
valittu ruutuja. Jos r on valittu ruutu, ei ole toista valittua ruutua, jonka seké rivinumero olisi sama tai
suurempi ettd sarakenumero olisi sama tai suurempi.

Miké on suurin mahdollinen mééré valittuja ruutuja?

tehtdvin ratkaisu: Vastaus: Suurin méiré on 20.
20 valittua ruutua saadaan, kun valitaan diagonaali oikeasta yldkulmasta vasempaan alakulmaan.
Todistetaan, ettei voida valita enempéé kuin 20 ruutua. Oletetaan, ettd samalla rivilld on kaksi valittua
ruutua r ja r’. Symmetrian perusteella voidaan olettaa, etté r:n rivinumero on pienempi. Mutta nyt 7’ rikkoo
tehtédvanannon ehtoa r:lle. Siis yhdell rivilld voi olla vain yksi valittu ruutu, joten suurin mééra valittuja
ruutuja on 20.

9. Oletetaan, ettd meilld on n kuulaa, n > 4. Millddn kahdella kuulalla ei ole samaa painoa, eikd milld&n
kahdella kuulaparilla ole samaa yhteispainoa.

Meilld on kéytossi tasapainovaaka, jossa on kaksi vaakakuppia, ja se kuppi painuu alas, jossa on suurempi
paino. Punnituksella tarkoitamme operaatiota, jossa kumpaankin kuppiin laitetaan tdsmélleen kaksi kuulaa,
ja vaaka kertoo, kummassa kupissa on painavampi lasti.

Osoita, etté riittdvan pitkélld, sopivasti valitulla sarjalla punnituksia pystytdéan loytdméén joko kevein
tai raskain kuula.

[0} tehtivin ratkaisu: Sanomme, ettéd punnituksessa raskaamman kupin kuulat voittavat punnituksen.

Oletetaan ensin, ettd n = 4. Erilaisia punnituksia on yhteensé kuusi, ja tehdédén ne. Jos yksi kuula oli mu-
kana voittamassa kaikki punnitukset, se on raskain, ja tehtdva ratkaistu. Muussa tapauksessa raskain kuula
hévisi punnituksen, jossa sen parina oli kevein kuula. Mutta talloin kevein kuula héavisi kaikki punnitukset,
ja se voidaan tunnistaa tasta.

Oletetaan sitten, ettd n > 4. Tehddan kaikki mahdolliset punnitukset. Koska pari, joka koostuu raskaim-
masta ja toiseksi raskaimmasta kuulasta voittaa kaikki punnitukset joihin se osallistuu, on vihintdan yksi
pari, joka voittaa kaikki punnitukset, joihin se osallistuu.

Jos téllaisia pareja on useampi kuin yksi, niissd on vélttamétta yksi yhteinen kuula. Jos nimittdin parit
(a,b) ja (c, d) voittaisivat kaikki punnitukset joihin ne osallistuvat, a, b, ¢, d erillisié, punnittaessa ndmé kaksi
paria kesken&dn jompi kumpi pari hividisi. Tamé yhteinen kuula on vaistaméatta raskain, ja olemme 16ytaneet
raskaimman kuulan.

Jos pareja, jotka voittavat kaikki punnitukset on vain yksi, se koostuu raskaimmasta ja toiseksi raskaim-
masta kuulasta, ja otamme tdmén parin jatkoon.

Symmetriselld argumentilla 16ydetééin joko kevein kuula tai pari, joka koostuu keveimmiisté ja toiseksi
keveimmastd kuulasta.

Jéljelld on siis tapaus, jossa tieddmme parin, joka koostuu raskaimmasta ja toiseksi raskaimmasta kuulasta
sekd parin, joka koostuu keveimmaisté ja toiseksi keveimmiéstd kuulasta. Nyt néille neljélle kuulalle voidaan
toistaa alun n = 4-péaittely ja 16ytdd joko kevein tai raskain.

Vaikeampia tehtiavia

10. Postimiehelld on 101 pakettia, joiden painot ovat 1,2,...,101. Voiko postimies jakaa ne kolmeen kasaan,
joiden yhteispainot ovat samat?

tehtivian ratkaisu: Vastaus: Kylla voi.

Painot k, k41, ..., k+5 voidaan jakaa kolmeen kasaan vaaditulla tavalla (k, k+5), (k+1, k+4), (k+2, k+3).
Néin ollen mikd tahansa kuudella jaollinen pakettimééaréd, joiden painot ovat perédkkéisia kokonaislukuja,
voidaan jakaa kolmeen kasaan vaaditulla tavalla.

Tehtdvanannon pakettijoukosta saadaan edellisen ehdon toteuttava pakettijoukko lisdédmaélléd sithen vir-
tuaalipaketti, jonka paino on 0.




11. n x n-ruudukko pitda peittdd T-tetrominoilla eli muodoilla, jonka allaolevat X:t muodostavat
X X X
X
Paloja saa pyoritella. Milla n:n arvoilla koko laudan saa peitettya?

11} tehtivin ratkaisu: Vastaus: Onnistuu jos ja vain jos 4|n.

Koska jokanen tetromino peitté neljd ruutua, n:n pitéé olla parillinen. Jos n on parillineen, mutta 4 fn,
tetrominoja menisi pariton ma#ra. Jos ruudukko on véritetty kuten shakkilauta, jokainen tetromino peittéa
kolme yhdenviéristd ja yhden erivérisen ruudun. Néin ollen pariton mééra tetrominoja ei peitd yhtd montaa
mustaa ja valkoista ruutua, vaikka ruudukolla on yhtd monta mustaa ja valkoista ruutua.

4 x 4 -ruudukko voidaan peittii seuraavasti (tetrominot A,B,C ja D),

Kun 4|n, ruudukko voidaan peittédé toistamalla ylliolevaa kuviota.
12. Martta haluaa valmistaa korttipakan, joka tédyttda seuraavat ehdot:

1. Jokaisessa kortissa on yksi luku viidestd mahdollisesta luvusta.
2. Jokainen viidestd mahdollisesta luvusta on vahintd&n yhdessé kortissa

3. Kun Martta ottaa korteista mitkéd tahansa kaksi ja laskee niiden luvut yhteen, pakasta 16ytyy toiset
kaksi korttia, joiden lukujen summa on sama.

Miké on pienin méard kortteja, jolla Martan on mahdollista tehdi téllainen pakka?

tehtivian ratkaisu: Vastaus: Pienin mééréd on 13 korttia.

Olkoon luvut a1 < as < az < aq < as.

Koska Martan on ehdossa (3) mahdollista ottaa kortit a4 ja as, toisen matchaavan summan aikaansaa-
miseksi aq:84 ja as:ttd on oltava kumpiakin vahintdén 2 kappaletta. Siis Martan on mahdollista ottaa kaksi
as:ttd, ja matchaavan summan aikaansaamiseksi as:ttd on oltava toiset kaksi, siis yhteensd vahintaén 4.

Symmetriselld argumentilla a;:td on oltava vahintidéin 4 ja ao:ta vahintddn 2.

Mutta enempéé kortteja ei tarvita, koska pakka

1,1,1,1,2,2,3,4,4,5,5,5,5
tayttad tehtdvinannon ehdot.

13. n pelaajaa, n > 2 osallistuu lautapeliin. Pelin jélkeen voittajalle annetaan péadkirjaan n pistetté, toiseksi
tulleelle n — 1 pistetta jne.

Sama porukka toistaa samaa niin, ettd pelataan yhteensi k pelid. Kun kunkin pelaajan p#ékirjan pisteet
lasketaan yhteen, havaitaan, etté jokaisella on yhteensa 26 pistetta.

Milld (n, k)-pareilla tdmé on mahdollista?

tehtivian ratkaisu: Yhdessa pelissi annetaan % pistetté, joten yhteensd annetaan k@ pistetta.
Toisaalta pisteiden yhteismé&ird on 26n, joten
1
Rt o,
2
mikd saadaan muotoon
k(n+1) = 52.

Kandidaatit ovat siis k = 1,k = 2,k =4,k = 13,k = 26,k = 52. Kandidaatit k = 52,k = 26 tuottavat
alle kaksi pelaajaa, joten ne voidaan sulkea pois.

k =1 on mahdotonta, koska yhdessi pelissa kaikille pelaajille el anneta samaa méaérié pisteité.

k = 2 on mahdollinen. Jos pelaaja sai ensimméisessé pelissd h pistetté, héin saa toisessa n — h pistetta.

k = 4 on mahdollinen samalla tavalla kuin k£ = 2. Nyt vain pelataan kaksi kahden pelin kokonaisuutta,
kumpikin kokonaisuus pisteytetdéan kuten k = 2-kohdassa.

k = 13,n = 3 on mahdollinen, mutta pistetaulukko pitdd tehda késityonéd. Olkoon pelaajat A, B, C.



e 4 ensimmaéisessd pelissd A saa 2 pistettd, B 1 piste, ja C 3 pistetta.
e 3 seuraavassa pelissid A saa 2 pistettd, B 3 pistettd ja C 1 piste.

e Seuraavassa pelissi A saa 1 pisteen, B 3 pistettd ja C 2 pistetté.

e 2 seuraavassa pelissi A 1 piste, B 2 pistettid, C 3 pistetté.

e 3 viimeisessé pelissd A 3 pistettd, B 2 pistettd, C 1 piste.
Mahdolliset parit ovat siis (k = 2,n = 25), (k = 4,n = 12), (k = 13,n = 3).

14. Asrettomilld ruutupaperilla on pelinappuloita 10 x 10-nelién jokaisessa ruudussa, yksi nappula jokaisessa
ruudussa. Kutsumme nappuloita vierekkéisiksi, jos niiden ruuduilla on yhteinen sivu.

Nappulat jarjestellasin uudelleen niin, ettd yhteen ruutuun ei tule enempéd kuin yksi nappula, ja lisidksi
nappulat ovat vierekkéisié siirron jélkeen jos ne olivat vierekkaisid ennen siirtoa. Liséksi siirron jélkeen saatu
muoto on tdytetty muoto, jossa ei ole reikié sisalla.

Osoita, ettd nappulat tdyttavit myos siirron jélkeen 10 x 10 -nelion.

tehtivin ratkaisu: Nappuloiden naapurien méérad ei pienene siirrossa. Kulmanappuloilla on kaksi
naapuria, reunanappuloilla kolme ja sisdnappuloilla 4. Niin ollen kulmanappuloiden mééra ei kasva siirrossa.

Ainoa muoto, jossa on neljd kulmanappulaa on suorakaide, eiké alle neljin kulmanappulan muotoja ole.
Néin ollen kulmanappuloita on nelja my6s siirron jilkeen eiké reunanappuloiden mé#éré kasva siirrossa.

Olkoon a ja b siirron jilkeisen suorakaiteen sivujen pituudet. Koska nappuloita on yhteensid yhtéd paljon
kuin ennen siirtoa sekéd reunanappuloita on korkeintaan yhté paljon kuin ennen siirtoa, pétee

ab = 100.
2(a + b) < 40.

Yhtaloryhméasta

ab = 100.
2(a+b) =40

saadaan yhtalo

a® —20a + 100 = 0
Jonka ainoa ratkaisu on @ = 10, misté saadaan yhtaloryhmén ratkaisu a = b = 10.
Yhtaloryhmésta
ab = 100.
2(a+b)=c

saadaan yhtalo

a® — (¢/2)a + 100 = 0,
jolla ei ole reaalista ratkaisua a:n suhteen, kun ¢ < 40.

15. Aatu ja Beetu pelaavat seuraavaa pelid: Ensin Aatu asettaa 46 pelinappulaa 9 x 9-ruudukon joihinkin
ruutuihin, korkeintaan yksi nappula ruutuunsa.

Sitten Beetu yrittéé etsid ruudukolta 2 x 2 -blokin, jossa on vahintédén kolme pelinappulaa. Beetu voittaa,
jos hén onnistuu. Aatu voittaa muutoin.

Osoita, ettéd voittostrategia on Beetulla.



tehtivin ratkaisu:
Lemma Jos 3 x 3 -ruudukko téytetdéin niin, ettd Aatulla on voittostrategia, nappuloita voi olla korkein-
taan 6, ja jos niitd on tasan 6, kaikki kulmat on téytetty.
Todistus: Numeroidaan ruudut kuten alla
ap a2 as
a4 as ag
ar as ag
Merkitédén a; = 1, jos a;:ssd on nappula, muutoin a; = 0.
Oletetaan, ettd > a; > 6. Siitd, ettd Aatulla on voittostrategia tiedetéén, etté

a1 +as+ag+as <2
as+ a5+ a7 +ag <2
as + a3+ as +ag < 2
as + ag + ag + ag < 2

Laskemalla yhtdlot yhteen saadaan

3a5+a2+a4+a6+a8+2ai§8.

Ehdosta > a; > 6 saadaan

3a5+a2—|—a4+a6+a8§2.

Eli a5 = 0, ja ykkosid on korkeintaan kaksi ruuduista as, a4, ag, as. Siis ehdosta > a; > 6 seuraa, ettd
kulmaruuduissa on nappula ja laudalla on korkeintaan kaksi muuta nappulaa. Lemman todistus valmis.

Lemma Jos (2n + 1) x (2n + 1)-laudalle laitetaan nappuloita niin, ettd Aatulla on voittostrategia, niité
voidaan laittaa korkeintaan (2n + 1)(n + 1).

Todistus: Todistetaan viite induktiolla. Jos n = 0, viite ilmeisesti pétee. Oletetaan, ettd viite pétee
(2n — 1):1le.

Jaetaan (2n + 1) x (2n + 1) -lauta seuraavasti:

1. (2n —1) x (2n — 1)-lautaan.
2. Kahteen (2n — 2) x 2-lautaan.

3. 3 x 3-lautaan, josta puuttuu yksi kulma.

Laudalle (1) voidaan laittaa induktio-oletuksen nojalla (2n — 1)(n) nappulaa, ja laudoille (2) yhteensi
(4n — 4) nappulaa ilman, etti Beetulla on voittostrategia.

Jos siiné (3):n puuttuvassa kulmassa on nappula, (3)-laudalle voidaan laittaa edellisen lemman nojalla
korkeintaan viisi nappulaa, samoin jos puuttuvassa ruudussa ei ole nappulaa.

Yhteensi siis voidaan laittaa nappuloita n(2n — 1) +2(2n —2) +5 =2n2+3n+1 = (2n + 1)(n + 1).
Lemman todistus valmis.

Nyt lemman nojalla 46 nappulalla ja 9 x 9-ruudukolla voittostrategia on Beetulla.

16. 2000 ihmista seisoo rivissd. Kukin ihminen on joko valepukki, joka valehtelee aina tai totuuden torvi,
joka kertoo aina totuuden.

Kaikki ihmiset sanovat yhteen &#neen: ”Vasemmalla puolellani on enemmé&n valepukkeja kuin oikealla
puolellani totuuden torvia.”

Onko ylléolevien tietojen valossa mahdollista méa#rittad, kuinka monta valepukkia ja kuinka monta to-
tuuden torvea jonossa on?



tehtédvan ratkaisu: Vastaus: Kylld on: Kumpiakin on 1000.

Olkoot ihmiset vasemmalta oikealle Py, Py, ..., Pygoo

Lemma Ensimméiset 1000 ihmistd ovat valepukkeja.

Todistetaan lemma induktiolla. P; on ilmeisesti valepukki, koska hénen vasemmalla puolellaan ei ole
yhtadn ihmista.

Oletetaan sitten ettd Pip,..., Py ovat valepukkeja. Tutkitaan henkil6d Pgyq, £ + 1 < 1000. Tehd&dan
vastaoletus, ettd han on totuuden torvi. Hinen vasemmalla puolellaan on k valepukkia, joten héinen oikealla
puolellaan on korkeintaan & — 1 totuuden torvea. Koska hiinen oikealla puolellaan on 2000 — (k + 1) ihmisté,
hénen oikealla puolellaan on vahintadn 2000 — 2k valepukkia. Olkoon Py néisté oikeanpuolimmaisin. Hanen
vasemmalla puolellaan on vahintadn 1999 — k valepukkia ja oikealla puolellaan korkeintaan k — 1 totuuden
torvea. Mutta nyt £ — 1 > 1999 — £, mistd seuraa k > 1000, ristiriita induktio-oletuksen kanssa, lemman
todistus valmis.

Nyt siis tiedetéadn, ettd 1000 ensimméisté ihmistd ovat valepukkeja, joten loppujen 1000 ihmisen ilmoi-
tukset ovat totuudenmukaisia, eli he ovat totuuden torvia.

17. Emilia on Touko Jurkan kuvataidekoulun padsykokeessa. Jurkka antaa Emilialle luonnollisen luvun n ja
seuraavan tehtavén:

Emilian on piirrettdva jana, jonka pituus on 1, sitten jana jonka pituus on 2, sitten jana, jonka pituus
on 3 jne. aina haluamaansa pituuteen saakka. Emilia ei saa nostaa kyn&é, eli k¥ + 1:nnen janan on alettava
siitd, mihin k:s jana loppui. Janat saavat ristetéd, jopa kulkea p#illekkéin.

Emilia hyviksytéadn kouluun, jos hdnen piirtdménsi janat muodostavat tdsmélleen, ilman mitédén ylimééraista,
sellaisen nelion reunat, jonka sivun pituus on vihintdan n.

Onko Emilian mahdollista paéstd kouluun kaikilla n:n arvoilla?

tehtivin ratkaisu: Vastaus: Kylli on.

Emilia kdyttdéd seuraavaa strategiaa: Ensin hédn piirtdéd k janaa ylospéin, jonka jilkeen hén on piirtdnyt
yhden nelién sivun pituudeltaan ¢ = k(kT'H) Sitten hén piirtdéd oikealle niin monta janaa kuin mahtuu
ylittdméatta pituutta £. Sitten hén piirtdd janan vasemmalle, sitten taas oikealle, jne. sahaten edestakaisin
kunnes pituus ¢ tulee tdyteen. Kolmas ja neljas sivu piiretdéan samalla taktiikalla kuin toinen.

Seuraavaksi todistamme, ettd kun k on riittdvén iso, piirretyksi ei tule mitdéan ylimdariista nelion sivujen
lisaksi.

Lemma Olkoon h luonnollinen luku ja J jana, jonka pituus on j, h < j < h%. Kun J:m siséén piir-
retdin vasemmalta oikealle janat pituudeltaan h,h + 1,k + 2, ..., niin monta kuin sisddn mahtuu, J:sté jia
peittaméttd korkeintaan 2h yksikkoa.

Todistus: J:n saa peitettyd h kpl h:n pituisella janalla, joten viimeinen lemmassa piirrettdva jana on
korkeintaan 2h — 1 pituinen (korkeintaan 2h pituinen, jos J peittyy kokonaan). Seuraava, joka peittéisi J:n
olisi korkeintaan 2h pituinen, joten peittdmétta jaa korkeintaan 2h yksikkod. Lemma valmis.

Lemma Olkoon h luonnollinen luku ja J jana, jonka pituus on j, h < j < h%. Kun J peitetddn sa-
malla tekniikalla kuin nelién toinen, kolmas ja neljéds sivu aloittaen pituudesta h, viimeisen janan pituus on
korkeintaan 6h.

Todistus: Edellisen lemman nojalla osassa, jossa peitetddn vasemmalta oikealle kidytetddn korkeintaan
h janaa, ja peittdmétta jad korkeintaan 2h yksikkod. Sahaustekniikalla néiden peittdmiseen menee 4h janaa,
joten kéytetdin korkeintaan 5h janaa. Lemma valmis.

@ < k2, ja ensimmiisen sivun peittéimiseen menee k janaa, joten lemmojen nojalla ensimmaéisen ja
toisen sivun peittdmiseen menee yhteensé korkeintaan 6k janaa.

Riittédvan suurella k:n arvolla 6k 41 < w7 joten lemmoja voi kiyttad kolmannen sivun peittdmiseen,
minké jéilkeen on kiytetty 6(6k + 1) < 50k janaa.

Nelion piirrossa ei piirettd mitddn yliméariisté, jos neljattéa sivua piirrettéessd kaksi ensimmaisti janaa
piirretdén vasemmalle, eli jos 51k + 52k < @ Mutta tdmé toteutuu riittdvan suurella k.

18. Poydalléd on alassuin 405 korttia, joissa on luvut 1,2, ...,405.

Oraakkeli ja jdrjestija pelaavat pelid. Oraakkeli tuntee korttien luvut, jarjestéja ei.

Jarjestdja esittdd kysymyksen seuraavasti: Jarjestédja valitsee kolme korttia, ja oraakkeli kertoo, miké
noista korteista on suurin ja mika pienin.

Onko jarjestdjan mahdollista pastelld kaikkien korttien luvut 2000 kysymyksell&?



tehtivian ratkaisu: Vastaus: Kylld on.

Maééaratadan ensin rekursiokaava riittédville kysymysten maéralle. Meilld on siis 3n korttia, ja induktio-
oletuksena n kortin jérjestys voidaan paitella k kysymykselld.

Jéarjestetdén ensin kortit kolmeen yhtédsuureen pinkkaan, ja jérjestetddn kukin pinkka. Téhdn menee 3k
kysymysta.

Olkoon kortit pinkoittain suuruusjérjestyksessi aq,...,a, ja by,..., b, jaci,...,Cn.

Seuraavaksi kdydéddn pinkat ldpi. Ensin vertaillaan aq, b1, c;. Valitaan néistd pienin ja nostetaan indeksia
pienimmén pinkasta yhdella pykélalld. Jos esim. a; oli pienin, seuraavaksi vertaillaan as, by, ¢;. Valitaan taas
néistd pienin ja nostetaan sen pinkan indeksié yhdelld pykaldlld. Kdydéddn niin kaikki pinkat 1ipi. (Jos joku
pinkka loppuu ennen muita, kiytetidin sen suurinta korttia ja nostetaan vertailussa toiseksi suurinta). Téhén
menee 3n kysymysta.

Osoitetaan, ettd nyt tiedetdin kaikkien korttien jéarjestys. WLOG osoitetaan, ettd tiedetddn, kumpi on
suurempi, a; vai b;. Olkoon v viimeinen vertailu ylldolevassa prosessissa, jossa b; oli mukana. Jos mukana
oli a;, 7' > 14, tiedetéén, ettd jossain alemmassa vertailussa a; oltiin todettu pienemméksi kuin b;/, j/ < j.
Mutta nyt a; < bjs < b;, ja siis jérjestys tunnetaan.

Jos taas v:ssd oli mukana a;, tiedetéén, ettd a; > b;.

Jaljelld on tapaus, jossa v:ssé oli mukana a;, jolle i' < i. Nyt b; < a;r < a;, ja siis jérjestys tunnetaan. ’
Siis prosessissa kaikkien korttien keskinéinen jérjestys selviéé.

Saamme siis rekursiokaavan riittévélle kysymysten méérille f seuraavasti f(3n) = 3f(n) + 3n.

5 korttia voidaan jirjestdd neljalld kysymykselld. (Jirjestd ensin ay < ag < ag, oletetaan etté jirjestys
tuo. Kysy sitten ag, aq,as. Jos jompi kumpi suurempi kuin ag, kortti on jirjestetty. Jos jompi kumpi (a;)
pienempi kuin a3, se voidaan jirjestdd kysymélld aq,as,a;)

Nyt voidaan alkaa laskemaan

f(5) =4
f(15) =12+ 15 =17
£(45) = 51 + 45 = 96
£(135) = 288 + 135 = 423
£(405) = 1269 + 405 = 1674



