Syyskuun valmennustehtavéasarja

Helpommatkin tehtéavit ovat vaikeampia kuin koulutehtavit, eikéd ole oletettavaa ettd niitd pystyisi ratko-
maan ilman vaivannikod. Sinnikds yrittdminen kannattaa. Vaikka tehtdvia ei saisi valmiiksi asti tehtyd, sita
pitkéddn miettinyt oppii malliratkaisuista enemmén. Helpommissakin tehtévissé olennaista on kirjoittaa pe-
rustelut eiké vain laskea lopputulosta esim. laskimella. Tehtdvét eivét ole valttdméatta vaikeusjérjestyksessa.

Olemme hyvin tietoisia siitd, ettd netissd on monenlaisia ldhteité, joista ratkaisuja voi 16ytéa; https://
aops.com ja https://math.stackexchange.com lienevit tunnetuimpia. Ndiden kédyttdminen ei ole haitaksi
ja niisté voi oppia paljonkin, mutta suosittelemme yrittdmésn ensin itse. Myos tehtdvien pohtiminen muiden
valmennettavien kanssa, jos siihen tarjoutuu tilaisuus, lienee opettavaista.

Tehtédviin pujahtaa joskus virheitd. Havaituista virheistd kerrotaan valmennuksen sivulla

https://matematiikkakilpailut.fi/valmennus/.

Ratkaisuja toivotaan viimeistddn 15.10.2023 mennessé sihkopostitse.
Tuomas Korppi, punnort@hotmail.fi

Huomioi tietosuojalauseke:
https://matematiikkakilpailut.fi/tietosuoja/,

Huom! Téstéaldhin alamme kiinnittdd huomiota my0ds vastausten kirjoitusasuun, ja teille tulee negatii-
vista palautetta myos siité, jos kirjoitatte vastaukset epéselvésti.
Kiinnitdmme huomiota mm. seuraaviin asioihin:

e Piiittelyaskeleet on perusteltava jarkevalld tarkkudella, eikd liian pitkid intuitiohyppyja saa tehda.
Sitd, mikd on "liian pitka intuitiohyppy” on kuitenkin vaikea mééritelld. Esimerkiksi seuraava hyppy
on liian pitka:

Nyt x1, . .., 240 on jono sddnnollisen 20-tahokkaan P sérmié. Siis on olemassa 1 <4 < j < 40,
joille Ty = Tj-

Parempi olisi kirjoittaa:

Nyt x1, ..., x40 on jono sddnnillisen 20-tahokkaan P sdrmiid. Koska sadnnolliselld 20-tahokkaalla
on vain 30 sdrméé, on olemassa 1 <14 < j < 40, joille z; = ;.

e Oikeaoppinen matemaattinen teksti koostuu kokonaisista virkkeisté, ja myos kaavat ovat osa virkkeita.
Téllaisesta tyylistd nédette esimerkin kirjevalmennuksen viimeaikaisista mallivastauksista. Téahén kan-
nattaa pyrkia. Koska te ette ole vield yliopisto-opiskelijoita, hyviksyn teiltd vastaukseksi myos esim.
pelkdn ekvivalenssimerkeilld yhdistyn jonon yhtéaloité, jos tehtdva sellaisen ratkaisun mahdollistaa.

e Jos olet epdvarma kisialasi luettavuudesta, kirjoita vastaukset koneella.

Hyvida matemaattista tekstid oppii tuottamaan vain harjoittelemalla. Kun kilpailutilanteessa kirjoitat
vastauksesi hyvin, voit olla varma, ettet ainakaan meneté pisteité siksi, ettd tuomarit eivét ole ymmaértaneet
hienoja ideoitasi.
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Helpompia tehtavia

1. Merkitddn x oy = 2x + y + 1. Osoita, ettd on olemassa reaaliluku a, jolle a o y = y kaikilla reaaliluvuilla
Y.

(SIS

tehtivin ratkaisu: Valitaan a = —s.
Nyt aoy:2a+y+1:2(—%)+y+1=y.

2. Osoita, ettd kolmen perikkéisen kokonaisluvun nelididen keskiarvo ei voi olla kokonaisluku.

tehtévin ratkaisu: Osoitetaan yhtapitdvé vaite, ettd kolmen perdkkéisen kokonaisluvun neliGiden sum-
ma ei ole kolmella jaollinen.

12=1 mod 3. 0> =0 mod 3 ja 22 =4 =1 mod 3. Eli luvun nelié on 0 mod 3, jos luku on kolmella
jaollinen ja luvun nelié on 1 mod 3, jos luku ei ole kolmella jaollinen.

Kolmesta perédkkaisesta kokonaisluvusta yksi on kolmella jaollinen ja kaksi kolmella jaottomia. Lukujen
nelididen summa on siis 2 mod 3, eiké luku ole kolmella jaollinen.

3. Olkoon a,b > 1 reaalilukuja.
Osoita, ettd ab+ 1 > a + b.
tehtédvan ratkaisu: Koska a,b > 1, pétee

(@a—1)(b—1) > 0.

Purkamalla vasen puoli auki saadaan

ab+1—a—0b>0.

Heittamallda miinusmerkkiset termit oikealle saadaan

ab+1>a+0.

4. Etsi déirettéméin monta funktiota f: Z, — Zy (Z4 on positiiviset kokonaisluvut), jotka toteuttavat ehdon
f(n+1) = f(n) + 27! kaikilla n > 1.

tehtéivin ratkaisu: Funktiot muotoa f(n) = 2”71 + ¢ toteuttavat ehdon kaikilla ¢ € N.

5. Olkoon ngy,...,ns viisi perdkkiistd paritonta lukua niin, ettd nz on jaollinen luvulla 3. Osoita, ettei
luvuilla n5, 4, @ # j,1 < 4,5 < 5, ole yhteisia tekijoita.

tehtévan ratkaisu: n;:n ja n;m yhteiset tekijat ovat myos n; — n;:n tekijoitd. Mutta n; — n; on luku
joukossa {2,4, 6,8}, ja niilld on alkutekijind pelkistiin kakkosta ja kolmosta. Kakkonen ei voi olla n;:n tai
n;:n tekijé, koska ko. luvut ovat parittomia.

Kolmonen on ng:n tekijé. Siis n4 on 2 mod 3 ja n5 on 1 mod 3. Vastaavasti no on 1 mod 3 ja n; on 2
mod 3. Siis milld&n kahdella n;:114 ei myoskdan ole kolmosta yhteisend tekijané.

6. Olkoon A sddnnollinen n-kulmio, jonka sivun pituus on 1. Osoita, ettd A:n ympéri ja sisdén piirrettyjen
ympyréarenkaiden rajoittama ala ei riipu muuttujasta n.

[6} tehtsivin ratkaisu: Olkoon 7 pienemmén ympyrén side. Nyt 7 on sama kuin etéisyys A:mn keskipisteesti
A:n sivun keskipisteeseen.
Olkoon R suuremman ympyran side. Nyt R on sama kuin etiisyys A:n keskipisteestd A:n kédrkeen. Siis

1
R= o7t (G
Siis TR? — 7r? = 7(r? + i —r?) = iﬂ' ei riipu muuttujasta n.

7. Olkoon N konveksi nelikulmio. Yhdistetdéin IV:n vierekkiisten sivujen keskipisteet janoilla. Tehd&adn tdméa
kaikille vierekkaisten sivujen keskipistepareille. Osoita, ettd néin saatu nelikulmio on alaltaan puolet N:n
pinta-alasta.



[7 tehtévén ratkaisu: Olkoon N:n kérjet ABCD. Olkoon F sivun AB keskipiste ja F sivun BC' keskipiste.
Piirretdéan N:lle lavistdjit, olkoon O niiden leikkauspiste, ja olkoon G janojen E'F ja BD leikkauspiste. Koska
janat BE, BF ovat puolet janoista BA, BC, myo6s jana BG on puolet janasta BO. Siis janat BG ja GO
ovat yhté pitkié, ja kolmioilla BEF ja OFFE on yhteinen kanta EF ja sama korkeus. Siis niilld on sama
pinta-ala. Siis kolmion O EF pinta-ala on puolet nelikulmion OFBF pinta-alasta.

Toistamalla yo. argumentti kolmelle muulle samanlaiselle kolmiolle ja nelikulmiolle saadaan véite.

8. Merkitédén suljettua yksikkovélid [0, 1] ja avointa yksikkovilid |0, 1[. Etsi bijektio b: [0,1] —]0, 1[.

tehtévin ratkaisu: Mairitelldsin b(0) = 1%, b(1) = %. Luvuille, jotka ovat muotoa X jollain positiivisella
kokonaisluvulla n > 2 mééritellisn b(L) =
Kaikilla muilla z méaritellasn b(x) = .

n+2°

9. Olkoon o 2-paikkainen laskutoimitus luonnollisten lukujen joukossa, eli jos z,y ovat luonnllisia lukuja,
niin z o y = z jollain luonnollisella luvulla z.

Oletetaan, ettd on olemassa b € N, jolle x o b = z kaikilla z € N.

Oletetaan vield, ettd on olemassa a,a’ € N, joille a oz = x ja a’ o x = z kaikilla z € N.

Osoita, ettd a = a’.

[l tehtivin ratkaisu: Valitsemalla a = x kaavassa z ob = z saadaan aob = a. Valitsemalla b = z kaavassa
aox =z saadaan ao b =b.
Siis @ = a o b = b. Vastaavalla argumentilla saadaan '’ =a’ ob=1b. Siisa =b=d'.

Vaikeampia tehtavia

10. Olkoon S ympyri, ja S’ ympyrin S sisdén piirretty ympyri, joka sivuaa ympyriai S pisteessi P’. Olkoon
S” ympyran S ulkopuolella oleva ympyri, joka sivuaa ympyriéd S pisteessd P”.

Olkoon C’ ympyrin S’ keskipiste ja C” ympyrian S” keskipiste. Olkoon P janojen C'C” ja P'P" leik-
kauspiste.

Osoita, ettd PC’: PC” on sama kuin ympyroiden S’ ja S” siteiden suhde.

tehtévin ratkaisu: Olkoon G sivuamispisteen liséiksi toinen piste, jossa jana P’ P" leikkaaympyrin S”.
Olkoon C' ympyréin S keskipiste.

Nyt kolmiot P”"GC" ja P'P"C ovat yhdenmutoisia. Siis kulmat C’'P’'P ja C”GP ovat yhtdsuuria. Siis
kolmiot C'P’P ja C"”GP ovat yhdenmuotosia, skaalauskertoimena ympyrdiden S’ ja S siteiden suhde.

11. Olkoon f, g kaksi toisen asteen polynomia, joiden johtokertoimet ovat ykkosid. Oletetaan, ettd polyno-
meilla f, g ja f + ¢g on kullakin kaksi nollakohtaa.

Oletetaan, ettd polynomien f, g nollakohtien (positiiviset) erotukset ovat samat, olkoon tdméi erotus d.
Osoita, ettd polynomin f + g nollakohtien (positiivinen) erotus on korkeintaan d.

tehtivin ratkaisu: Kirjoitetaan f(x) = (z —r1)(z—r1 —d) ja g(z) = (x —r2)(z —re —d), missd d > 0.
Nyt

(f +9)(x) =222 + (=2r1 — 2ry — 2d)x + (r? + r1d + 73 + 7r2d).

Tarkoitus on ndyttdd, ettd tdmén polynomien juurten erotus on korkeintaan d. Toisen asteen polyno-
miyhtélon ratkaisukaavasta saadaan yhtipitivi viite (—2r1 — 2ry — 2d)? — 8(r? + r1d + r2 + r2d) < 4d>.

Mutta timi on ilmeisti, koska purkamalla kaava auki saadaan (11 + 7o + d)? — 2(r? +rid + 73 + rod) =
d2 — |7’1 — 7’2|2.

12. Oletetaan, ettd meilld on sana S, joka koostuu 125 A-kirjaimesta ja 125 B-kirjaimesta. Namé& voivat olla
missé jarjestyksesséd tahansa.

Sanalle voidaan tehdi seuraava operaatio: Otetaan S:sti osasana S’, joka koostuu perikkiisistd kirjai-
mista, ja jossa on yhtd monta A- ja B-kirjainta. Osasana kadnnetdan takaperin, ja jokainen A siind korvataan
B:ll4 ja jokainen B korvataan A:lla.

Onko olemassa sellaista sanaa S ja jonoa operaatioita niin, ettd operaatiojonon jélkeen S on muuttunut
S:ksi takaperin?



tehtédvin ratkaisu: Ei ole. Olkoon jokaisen kirjaimen paino sen jérjestysnumero sanassa, eli sanan
ensimmaéisen kirjaimen paino on 1, toisen kirjaimen paino 2 ja niin edelleen. Olkoon sanan S paino d kirjainten
B yhteenlaskettu paino, josta on vihennetty kirjainten A yhteenlaskettu paino.

Vertaillaan S:44 ja S:44 takaperin. Naiden painot ovat toistensa vastalukuja. Lisdksi ndhd&dn, etté sal-
litussa operaatiossa sanan S paino siilyy ennallaan.

Jotta sana voitaisiin kd&ntéaé operaatiojonolla takaperin, pitéa siis olla d = 0. Mutta tdméa on mahdotonta,
koska $°2%% i = 251 x 125 on pariton.

13. Korttipakassa on 101 korttia, numeroitu 0-100. Kukin 100 lapsesta tekee seuraavan operaation: Hén
sekoittaa kortit. Sitten héin kddntai pakasta yksi kerrallaan sata korttia ja jokaisen kiédnnon jilkeen kirjoittaa
taululle hénelle siihen asti tulleiden korttien keskiarvon.

Néin taululle tulee kirjoitetuksi 100 x 100 lukua. Osoita, ettd ndiden lukujen joukossa on kaksi samaa
lukua.

tehtivian ratkaisu: Tehdéddn vastaoletus: Kaikki ovat eri lukuja.

On 101 mahdollisuutta, jotka voivat tulla kaikkien yhden lapsen kdéntamien korttien keskiarvoksi. Naista
100 tulee todella kirjoitetuksi taululle. 101 mahdollisuuden joukossa on 50,5 (korttien 1-100) keskiarvo, 49, 5
(korttien 0-99) keskiarvo sekd 50 (korttien 0-49, 51-100) keskiarvo. Niistd kolmesta vihintdin kaksi tulee
todella kirjoitetuksi taululle.

Ensimmaéisen ja kahden ensimméisen kortin keskiarvot ovat muotoa %, missd 0 < n < 200, eli mahdol-

lisuuksia on 201. Niista 200 tulee todella kirjoitetuksi taululle. Mutta yllikuvatut kolme kaikkien korttien
keskiarvoa ovat my0s téitd muotoa, ja niistd kaksi tulee kirjoitetuksi taululle. Jompi kumpi néistd kahdesta
on siis sama kuin joku ensimméisen tai kahden ensimméisen kortin keskiarvo.

14. Olkoon a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja, joille a + b 4+ ¢ = 1. Osoita, etté

/b 2

a</>—|—b3 E—1—03 a <ab+bc+ca+ —.

a b c 3
tehtivian ratkaisu: Yhtédlon vasen puoli saadaan muotoon
Va2b+ Vb2e + Vela.

Aritmeettis-geometrisella epayhtilolld saadaan

b 1
Y2p — f‘/%(gab)a < 3a+++3

b+b b 1 2
v3a2b+v3b26+\/362a§3(a * c+ca);(a+ o+ :ab+bc+ca+§

Siis

15. Taululla on 100 positiivista kokonaislukua. Carita pelaa pelid, jossa hédn valitsee taululta luvun ¢, jol-
le ¢ = a + b joillain sellaisilla a,b, jotka ovat myos taululla. Carita korvaa luvun c jollain suuremmalla
kokonaisluvulla.

Peli loppuu, jos Carita ei pysty tekeméin siirtoa. Carita yrittdéd jatkaa pelid ddrettomiin. Osoita, etté se
on mahdotonta.

tehtidvin ratkaisu: Tehd&ddn vastaoletus: Pelid jatketaan d#drettomiin. Taululla olevat luvut jaetaan
kahteen osaan: Niihin, jotka kasvavat rajatta (Olkoon ndiden joukko R) ja niihin, joiden kasvu pysidhtyy
jossain vaiheessa (Olkoon niiden joukko P).

Oletetaan, ettd pelid on jatkettu niin pitkdén, ettd kaikkien joukon P lukujen kasvu on pysdhtynyt.
Olkoon suurin néistd m. Liséksi oletetaan, ettd pelid on jatkettu niin pitk&én, ettd kaikki joukon R luvut
ovat suurempia kuin 2m. Olkoon 7 nyt pienin joukon R luvuista. Se ei voi olla summa (nyt eikd missdéin
myShemmissé vaiheessa prosessia), jonka toinen tai kumpikin jésen kuuluu joukkoon R, koska ndmé kaikki
ovat viahintdédn r. Se ei myoskéan voi olla summa kahdesta joukon P luvusta, koska kahden téllaisen summa
on korkeintaan 2m. Siis r ei voi kuulua joukkoon R.

16. Tarkastellaan kaikkia satanumeroisia lukuja, jotka ovat jaollisia luvulla 19. Osoita, ettd on yhtd monta
sellaista lukua, jotka eivét sisdlld numeroita 4,5,6 kuin sellaisia, jotka eivit sisélla numeroita 1,4,7.



tehtivan ratkaisu: Muodostetaan seuraava taulukko
0 0

o W N =
TN © O W

9 8

Vasemmassa sarakkeessa ovat kaikki luvut 0-9, jotka eivét ole 4,5,6 ja oikeassa kaikki luvut 0-9, jotka
eivit ole 1,4, 7. Luku, jossa ei esiinny numeroita 4,5, 6 voidaan siis muuttaa luvuksi, jossa ei esiinny nume-
roita 1,4, 7 muuttamalla luvun jokainen numero niin, ettéd se etsitdin vasemmasta sarakkeesta ja korvataan
vastaavalla oikean sarakkeen luvulla. Muuttaminen toimii myos kadntéen.

En&i pitdd osoittaa, ettd luku on jaollinen luvulla 19 jos ja vain jos luku, joka saadaan em. muunnoksella
on jaollinen luvulla 19. Taulukko on muodostettu niin, ettd jos vasemman sarakkeen luku on d, on oikean
sarakkeen luku 3d mod 19.

Todistus on valmis, kun huomataan, ettd Y d;10° = 0 mod 19 jos ja vain jos > 3d;10° = 33" d;10° =
mod 19.

17. Tutkitaan yhtéloa
abbc _ Ca7

missé a, b, ¢ ovat positiivisia kokonaislukuja.
Olkoon p alkuluku, jolle p|a. Osoita, etti plb.

tehtévin ratkaisu: Tehddédn vastaoletus, ettd v,(b) = 0.
Nyt bv,(a) = av,(c). Mutta tistd seuraa, etti v,(a):lla on v,(a) kpl. p:ti tekijindsn, eli p?r(®|v,(a).
Mutta tisti seuraa 27(*) < v, (a). Mutta timi ep#yhtilo on selvisti epétosi kaikilla v,(a):mn arvoilla.

18. Olkoon (a;) ja (b;) kaksi déretontéd jonoa positiivisia kokonaislukuja, joille a1, as, by, be ovat pareittain
yvhteistekijattomié ja pienempié kuin 1000. Liséksi a; = a;—1 + a;—2 ja b; = b;_1 + b;—o kaikilla ¢ > 3.
Oletetaan, etté a;, on jaollinen luvulla b;,. Osoita, ettd ig < 50.

tehtédvin ratkaisu: Olkoon f; Fibonaccin lukujen jono. Induktiolla i:n suhteen ndhd#én, ettd a; =
fi—oa1 + fi—1a2 ja by = fi_2b1 + fi_1bo kaikilla ¢ > 3.
Jos b; jakaa luvun a;, pétee siis

fizabi + ficiba|fi—oar + fi—ias.
Siis
fizabr + fi—1ba|bi(fi—2ar + fic1a2) — a1 (fi—2bi + fi—1b2).

Purkamalla oikea puoli auki saadaan

fi—2b1 + fi—1ba|fi—1(braz — baay).

Vastaavasti

fi—2b1 + fi—1ba|ba(fi—2a1 + fi—1a2) — az(fi—2b1 + fi—1b2),

mista saadaan

fi—2b1 + fi—1ba|fi—2(b2ar — biaz).
Koska f;_3 = fi_1 — fi_2, saadaan

fi—2b1 + fi—1ba| fi—s(b2ar — braz).

Toistamalla argumenttia padstddn muotoon

fi—ab1 + fi—1ba|baar — bias.



Lis#ksi boa; — byas # 0, koska vasemman puolen muuttujilla ei ole yhteisid tekijoité.
Siis

fi=fii1+ fiio < fi_1ba + fi_ob1 < |baay — bras| < 10002 — 1.

Todistuksen loppuunviemiseksi riittéé siis osoittaa, fs1 > 1000000. Téma nihddan purkamalla Fibonaccin
jonoa. Huomataan ettd 12. jasen on suurempi kuin sata. Siis 24. jisen on suurempi kuin 10000,ja 36. jisen
suurempi kuin 1000000.



